Interrogation 1 : corrigé

Exercice 1 Soient a,b € Z. On considere ’assertion suivante :
(Fke€Z, axb=2k)= ((Im€Z, a=2m) ou (In € Z, b=2n))
1. Ecrire en francais cette assertion.
2. Ecrire en symboles mathématiques sa négation.
3. Ecrire en symboles mathématiques sa contraposée.
4. Ecrire en francais sa contraposée.

5. Prouver I'assertion de départ.

1. Si le produit a x b est pair, alors a est pair ou b est pair.

2. La négation de A = B est A et non B, donc ici :

(Fk€Z, axb=2k) et (Ym€Z, a#2m) et (Vne€Z, b+# 2n)

3. Sa contraposée est :

(Vm€eZ, a#2m) et (VYneZ, b#2n))= Vk€Z, axb+#2k)

4. En francais : le produit de deux nombres impairs est un nombre impair.

5. On prouve la contraposée, ce qui est équivalent. Soient a,b deux entiers impairs. On
pose a =2m + 1 et b=2n+ 1 pour m,n € Z. Alors :

axb=02m+1)2n+1)=4dmn+2m+2n+1=2(2mn+m+n| +1
—_—
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donc a x b est impair, ce qui conclut la preuve.
Exercice 2 Soit n € N*. Montrer que :
& 1 2
1x242x3+4-fnx(n+l)=> kx(k+1)= nin + ?2(7” ),
k=1

Procédons par récurrence sur n € N* :



e initialisation : pour n =1, on a :
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ka(k+1):1x2:2et”(”+ Jn+2) 3
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d’ou le résultat pour n =1 ;

1 2

o hérédité : soit n € N* tel que Y, kx (k+1) = n(n + g(n i ) Alors :

am n(n +1)(n +2)
S kx(k+1) = (Zk x (k—+1) ) +(n+1)(n+2) T ; +(n+1)(n+2)
k=1

(n+1)(n+2)

_ (n+3) = (n+1D(n+2)(n+3) m+1)(n+1)+1)((n+1)+2)

3 3 n 3
d’ott ’hérédité.

D’ou le résultat par récurrence.



Exercice 3 1. Donner la définition d’un intervalle.
2. Soient a € [1;3[ et b €]5,9]. Donner sans justification les intervalles les plus précis

a
auxquels appartiennent a + b,a — b,a X b, 7

3. Méme question si a € [1;3[ et b €] — 4, —1].

1. Un sous-ensemble I de R est un intervalle s’il est non vide et vérifie :
Va,be I, [a;b] C 1.

2. On a directement :

a+b€l6;12], a—be [-8 —2[, axbe5;27],

o
L
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3. De méme :

1
a+be€l—3;2[, a—b€e[2;7], axbe]—12;—1], %E]_B;_Z['

Exercice 4 1. Par I'absurde, supposons que v/2 € Q. On écrit alors : /2 = % SOus

forme irréductible, c¢’est-a-dire que a,b € N sont sans diviseur commun autre que 1.
2

En élevant au carré, il vient : 2 et donc :

:ﬁ7

e a? = 2b? est pair, donc a est pair, et on peut écrire a = 2n pour n € N ;
a>  (2n)?  4n?

e en réinjectant, il vient : b? = ST 5 Ty = 2n? est pair, donc b est pair.

D’ou la contradiction, car alors 2 diviserait a et b.

2. Procédons par 'absurde. Supposons que a ou b est non nul.

a

e Si b est non nul : alors on déduit : v/2 = -3 € Q, ce qui est absurde comme
V/2 est irrationnel.

—a

V2

a encore une contradiction.

e Sia est non nul : alors b = = 0, donc on se ramene au cas précédent, et on

D’ou le résultat.
3. On procede par double implication :

< Supposons a = ¢ et b = d. Alors directement a + bv/2 = ¢ + dv/2.



= Supposons a + bv/2 = ¢+ dv/2. Alors :
(a—c)+(b—d)vV2=0

Mais a,b,¢,d € Z donc (a,c), (b —d) € Z, donc d’apreés le point précédent :
a—c=b—d=0.
Donc a = c et b = d, ce qui prouve bien la réciproque.

D’ou le résultat par double implication.



