Nom :

Interrogation 1

Exercice 1 Soit x € R. On consideére 1’assertion :

(Ve >0, |z| <e)= (x=0).

. Si pour tout e strictement positif, la valeur absolue de = est inférieure ou égale a ¢,

alors  est nul.

Francais : Pour tout e strictement positif, la valeur absolue de x est inférieure ou
égale a € et x est non nul.

Mathématique : (Ve > 0, || <¢€) et (z #0).

Francais : si x est non nul, alors il existe ¢ strictement positif tel que la valeur absolue
de x est supérieure strictement a e.

Mathématiques : (x # 0) = (e > 0, |z| > ¢€).

2]

On prouve 'assertion par contraposée. Supposons que z # 0. Posons ¢ = 5 > 0
(car |x| > 0). Et un tel € vérifie bien |z| > €.

Ce qui prouve la contraposée. D’ou ’assertion de départ.

Exercice 2 Soit t € [0;1]. Montrer que :

1.

2.

VneN, 1—nt<(1-—1t)"

1
1+ nt

VneN, (1-t)"<

On procede par récurrence sur n € N pour les deux questions.

1.

Initialisation : pour n =0,ona: 1 —nt =1et (1 —¢)" =1 ce qui prouve l'inégalité
(qui est méme une égalité).

Hérédité : soit n € N tel que 1 —nt < (1 —¢)”. Comme (1 —t) > 0, on déduit :

(L=t = (=" (1 —1) > (l—nt) (1 =) =1 — (n+ Dt +n® > 1— (n+ 1)t

ce qui prouve I’hérédité.

D’ou la récurrence.



Nom :

2.

Initialisation : pour n =0,ona: (1—%)" =1et ot = 1 ce qui prouve l'inégalité
n

(qui est méme une égalité).

Hérédité : soit n € N tel que (1 —¢)" <

< . Comme (1 —¢) >0, on déduit :
14+ nt

wil g g BB Lt (1=t +(m+1))  1+nt—(n+ 1)
(=" = (1=0"(1-) < 1+nt  (1+nt)(1+(n+1)t) (1+nt)(1+ (n+1)t)

1+ nt 1

<
T A+nt) I+ n+1)t) 14+ (n+1)t
ce qui prouve I’hérédité.

D’ou la récurrence.



Exercice 3 Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, et le prouver :

1.
2.
3.

Ve eR, (x+12#0oux+37#0)

VeeR, VyeR,dzeR, c+y+2=0
JreR, VyeR, VzeR, x+y+2=0
dreR, JyeRVzeR, x4+y+2=0

. C’est vrai : soit z € R. Supposons que z + 12 = 0. Alors x = —12 puis z + 37 =

—12 437 =25 # 0. Ce qui prouve la disjonction.

C’est vrai : soient x,y € R. Alors z = —x — y vérifie bien x + y + z = 0, ce qui
prouve l'existence voulue.

C’est faux : montrons la négation, a savoir : Vx e R, dy € R, 32 € R, x+y+2#0
Soit z € R. Avecy=—xet z=1ona: x+y+z=1+#0, ce qui prouve le résultat.

C’est faux : par I’absurde, supposons que de tels = et y existent.

On aalors z+y+0 =0 donc z +y =0 (avec z = 0) et également = + y + 37 = 0
donc x +y = —37 (avec z = 37). Et donc = —37. D’ou la contradiction.

Exercice 4 1. Montrer que v/2 est irrationnel.

2.

1.

Soit n € N*. Montrer que n ou 2n n’est pas le carré d'un entier.

Par l'absurde, supposons que v2 € Q. On écrit alors : /2 = % sous forme

irréductible, c’est-a-dire que a,b € N sont sans diviseur commun autre que 1.
a2
En élevant au carré, il vient : 2 = 7 et donc :
e a? = 2b? est pair, donc a est pair, et on peut écrire a = 2n pour n € N ;

2 2 2
a 2n 4n
e cn réinjectant, il vient : b? = 5 = ( 2) =5 = 2n? est pair, donc b est pair.

D’ou la contradiction, car alors 2 diviserait a et b.

Par I'absurde, supposons que n et 2n sont des carrés d’entiers. Notons a,b € N tels
que n = a? et 2n = b2,

Comme n # 0, alors nécessairement a, b € N*. On peut donc diviser les deux égalités,
ce qui donne :

2n b?

n a?

9 —

b
puis v2 = = € Q. D’ou la contradiction.
a



