Interrogation 15

Exercice 1 1. La fonction f est strictement croissante sur R,.. Et pour tout x € R,
ona: (f—id)(x) =2*> — 2z = x(x — 1) ce qui donne le tableau de signe suivant :

fe) / f@y—== 0o - 0o +

2. On a le graphe suivant :

3 Cr
9 = a
1 i

1 2 3

3. Par disjonction de cas :

e si n =0 : par hypothese sur I’énoncé ;
e sin>0:u,=u2_, >0.
4. La suite (u,) est a valeurs dans R, et f est (strictement) croissante sur R, donc
(uy) est monotone. Plus précisément :
e siuyg=0: (u,) est constante de valeur 0 et converge vers 0 ;
e siug=1: (u,) est constante de valeur 1 et converge vers 1 ;

e siug €]0; 1] : par signe de f —id, u; < ug donc (u,) est décroissante et minorée
(par 0) donc converge vers un point fixe de f (par continuité de f). Sa limite ¢
vérifie : 0 < £ < wup < 0 donc et le seul point fixe de f qui vérifie cette inégalité
est 0. Donc (u,,) converge vers 0 ;



e si ug > 1: par signe de f —id, u; > uy donc (u,,) est croissante. Elle possede
une limite ¢ (finie ou non) qui vérifie 1 < uy < £. Si ¢ était finie, ce serait un
point fixe de f (par continuité de f) mais aucun point fixe de f ne vérifie cette
inégalité. Donc ¢ = +oo : la suite (u,,) tend vers +oo.

Exercice 2 On écrit a chaque fois les ensembles comme des Vect ce qui montre que ce sont
des espaces vectoriels et en donne des familles génératrices. On vérifie que les familles
trouvées sont libres pour en déduire que ce sont des bases :

1. {(z,y,2,t) eRY |z +y+2z+t=u+2y+ 32+ 4t = 0} : on résout le systeme :

r+y+z+t = 0 o r+y+z+t = 0 el T = z+ 2t
r+2y+3z2+4 = 0 y+22+3t = 0 y = —2z-—3t

ce qui donne comme ensemble :
{(z+2t,—22 = 3t,2,t) | z,t € R} = {2(1,-2,1,0) + (2,-3,0,1) | z2,t € R}

= Vect ((1,—2,1,0), (2,-3,0,1)).

Et on a bien une base parce que les deux vecteurs sont non proportionnels (des 0 pas
au méme endroit), donc forment une famille libre, qui est donc une base de 1’espace
vectoriel considéré.

2. {y € C3(R,R) |y = 4y’ — 3y} : on résout I'équation différentielle y” — 4y’ + 3y = 0
: le polynome caractéristique est X? —4X + 3 = (X — 3)(X — 1) donc les solutions
sont les fonctions de la forme :

A 4 pe®, A peR
donc 'ensemble est :
{2+ Xe” + pe®™ |\, u € R} = Vect(x + e, x — &)

et la famille génératrice utilisée est bien libre (non proportionnelles comme 'une est
négligeable devant 'autre par exemple) donc c’est une base.

Exercice 3 Soient )\, u,v € R tels que Ay + 2) + pu(z + x) + v(x +y) = 0.
Alors : (u+v)z+ N+ v)y+ (A + )z =0.

p+v = 0 pw+v = 0
Par liberté de la famille (x,y, z), on a donc : Ad4v = 0 donc{ A+v = 0
Adp =0 A—v = 0
p+v = 0
donc ¢ A+v = 0.
—2v = 0

Donc v = A = = 0. Donc la famille (y + z, z + z,x + y) est libre.



Exercice 4 Soit a € R’.. Montrons que f est continue en a.

Par limite monotone, comme f est croissante, on a déja que o = lim f(z) et f =
Tr—a—

lim_f (x) existent (dans R) et que :
r—a

a< fla) <p

On veut montrer que o = f(a) = (. 1l suffit, grace a I'inégalité précédente, de montrer
que o > f.
Par opération sur les limites, comme a # 0, on a :
f(x) B f(z)

(0
— = lim —= = lim g(z) et — = lim —= = lim g(z
a r—a~ X x—)a—g< ) a z—at X x—>a+g( )

et par limite monotone appliquée a g, on a également :

f(a)

a

>

>

SHEe;

Ll

et ainsi : @ > f(a) > B (en multipliant par a > 0).
Et finalement o = f(a) = § : la fonction f est continue en a.
Comme ceci est vrai pour tout a € R, elle est continue sur R?.

Exercice 5 On pose g = f —id dont on va montrer qu’elle s’annule, ce qui est équivalent
a I'existence d’un point fixe pour f. Par combinaison linéaire, g est continue.

1. si f:[a,b] = [a,b] : onag(a) = f(a) —a>0et g(b) = f(b) —b <0 donc g s’annule
par TVI: f a un point fixe.

2.8 f: [a,b] = R avec [a,b] C f([a,b]) : posons ¢,d € [a,b] tels que f(c) = a et
f(d) = b (qui existent bien car a,b € [a;b] donc a,b € Imf).. Alors g(c) =a—c¢ <0
et g(d) = b—d > 0 donc g s’annule entre ¢ et d (donc sur [a,b]) par TVI : f a un
point fixe.

On pouvait aussi procéder par théoreme des bornes atteintes en étudiant ¢ en les
points en lesquels f est maximale ou minimale.
Exercice 6 1. Soient (x1,y;), (T2, 92) € R* et A\, u € R. Alors :
A1, y1) + @2, y2) = (Az1 + pza, Ayr + p1yo)
puis :
JA (1, 1) + (22, y2)) = (Avy + e + Ayr + pye, Azy + pas — 2(Ayy + py2), 0)

= ANz1 + 1,21 — 2y1,0) + (@ + yo, w2 — 2y2,0) = Af (21, y1) + pf (22, y2)



(en regroupant les termes en A et ceux en u) ce qui prouve la linéarité.

Pour le noyaux : soit (z,y) € R% Alors :

r+y = 0
(r,y) eKerfo ¢ 2—2y = 0 x=y=0
0 =0

en reconnaissant un systeme linéaire de déterminant —3 # 0. Donc Kerf = {0}.
L’application f est donc injective.

Pour I'image : on utilise que I'image d’'une famille génératrice de R? engendre I'image.
Et ainsi :

Imf = Vect(f(0,1), f(1,0)) = Vect((1,1,0), (1,—2,0))

et la famille considérée est libre (deux vecteurs non proportionnels) donc c’est une
base de Imf.

Le vecteur (0,0, 1) n’appartient clairement pas a Imf : f n’est donc pas surjective,
donc pas bijective.

. Soient (z1,y1), (z2,42) € R? et A\, u € R. Alors :

AMz1,y1) + (w2, y2) = (Ax1 + pae, Ayt + pyo)
puis :
g A (@1, 91) + (22, 92)) = (A1 + e, Ax1 + 19, A1 + f12)
= M1, 21, 21) + (22, 22, 22) = Ag(21, Y1) + pg (72, 42)
(en regroupant les termes en A et ceux en u) ce qui prouve la linéarité.

Pour le noyaux : soit (z,y) € R?. Alors :

r = 0
(r,y) eKerg= ¢ 2 = 0 ©rx=0< (z,y) = (0,y) =y(0,1) € Vect((0,1))
r = 0

Donc Kerg = Vect((0,1)) # {0}. L’application g n’est donc pas injective, donc pas
bijective.. La famille ((0,1)) engendre son noyau, et est libre (constituée d’un seul
vecteur non nul) donc c’est une base de son noyau.

Pour I'image : on utilise que I'image d’une famille génératrice de R? engendre I’image.
Et ainsi :

Img = Vect(g(0,1), ¢g(1,0)) = Vect((1,1,1),(0,0,0)) = Vect((1,1,1))

et la famille considérée est libre (un seul vecteur non nul) donc ¢’est une base de Img.

Le vecteur (0,0,1) n’appartient clairement pas a Img : ¢g n’est donc pas surjective,
donc pas bijective.



Exercice 7 On procede par double implication :

e si f(A) C f(B) : montrons I'inclusion. Soit x € A + Kerf. On pose x = a + y avec
a€ AetyeKerf.

Alors f(x) = f(a) € f(A) C f(B).
Donc il existe b € B tel que f(x) = f(b).
Puis z = b+(x—0b) avecb € Bet f(x—b) = f(x)— f(b) = 0, c’est-a-dire x —b € Kerf.
Donc x € B + Kerf.
D’otu I'inclusion.
D’otu la premiere implication..
e si A+ Kerf C B+ Kerf : soit y € f(A). Posons a € A tel que f(a) =y.

Comme a € A C A+ Kerf C B+ Kerf, on peut écrire a = b+ x avec b € B et
x € Kerf.

Puis y = f(a) = f(b+2) = f(b) + f(x) = f(b) € F(B).
Donc f(A) C f(B).
D’ou l'inclusion.

D’ou la réciproque.



