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Chapitre 1

Logique et raisonnements

I Assertions

Définition 1.1. On appelle assertion (ou proposition) une phrase qui est soit vraie soit fausse (et pas
les deux).

Une assertion peut dépendre d’une variable z, et on la note alors A(x).

On dit que deuz assertions A et B sont équivalentes, ce que l'on note A = B, si elles ont toujours la
meéme valeur de vérité.

Exemples 1.2.

1. “2 est plus petit que 37 est une assertion vraie ;
2. ‘3 est plus grand que 57 est une assertion fausse ;

3. Uassertion A(x) =“c est un nombre premier” dépend de x : elle est vraie si x = 2 et fausse si x = 10
par exemple.

Définition 1.3. St A et B sont deux assertions, on définit les assertions suivantes :
1. (non A) : qui est vraie si A est fausse, et fausse sinon, qu’on appelle la négation, notée —A ;

2. (A ou B) : qui est vraie si l'une des deux assertions est vraie, et fausse sinon, qu’on appelle la
disjonction, notée AV B ;

3. (A et B) : qui est vraie si les deux assertions sont vraies, et fausse sinon, qu’on appelle la conjonc-
tion, notée AN B.

Exemples 1.4. St A =“n est un multiple de 2”7 et B =“n est un multiple de 37, alors :
1. (non A)="n est impair”
2. (A ou B)=*n est divisible soit par 2, soit par 3”
3. (A et B)=n est un multiple de 6” (par théoréme de Gauss)

Définition 1.5. On appelle table de vérité d’une assertion le tableau donnant sa valeur de vérité en
fonction de celles des assertions utilisées pour la construire.

Exemples 1.6. La négation, la disjonction et la conjonction ont pour tables de vérité :

[A]B] AouB] [A][B]AetB]
A | non A V]V V VIV V
V] F VIF v VIF| F
F| VvV F|V v Fl V] F
F|F F F|F| F
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Proposition 1.7. Si A, B, C sont des assertions, on a les propriétés suivantes :
1. non(non A) = A;

2. (AetB)etC=Acet(BetC);

3. (AouB) ouC=Aou(BoulC);

4. Aet(BouC)=(AcetB) ou(AetC);
5. Aou(BetC)=(AouB)et(Aoul);
6. non(A et B) = [(non A) ou (non B)|;

7. non(A ou B) = [(non A) et (non B)].

Démonstration. Par exemple, montrons la derniere. On procede par table de vérité :

| A| B[ AouB|non(AouB)|non A|nonB] (non A) et (non B) |

SIESIRSES
| <[ <
o < <<
<=5 =
<<=
<= <=
<= = =

II Quantificateurs

Définition I1.1. Soit A(x) une assertion dépendant de x, qui décrit un ensemble E :

1. Si, lorsque x décrit E, A(x) est toujours vraie, on écrit :
Ve e B, A(x)

qu’on lit “quel que soit x appartenant o E, A(x)”. C’est le quantificateur universel.

2. S’il existe x dans E tel que A(x) est vraie, on écrit :
dr € E, A(x)
qu’on lit “il existe x appartenant a E tel que A(x)”. C’est le quantificateur existentiel.

Proposition I1.2. Avec les mémes notations, on a :
1. non(Vx € E, A(x)) =3z € E, (non A(x)) ;
2. non(Jz € E, A(z)) =Vz € E, (non A(x));

)

Remarques I1.3. 1. S’il existe un unique x pour lequel A(x) est vrai, on écrit : Ax € B, A(x).

2. L’ordre des quantificateurs est important. Par exemple les assertions :
Ve e E, Jyec E, A(z,y)] et [Fy€ E, Vo € E, A(z,y)]
ne sont pas les mémes : dans la premiere, y dépend de x ; dans la seconde, y est indépendant de x.

Exemples I1.4. 1. L’assertion :
VneN, dneN, n<m
veut dire que : pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que n < m. FElle est
vraie : pour n fixé, l'entier m =n + 1 convient.
2. L’assertion :
dJneN, VneN, n<m

veut dire que : il existe un entier naturel m tel que, pour tout entier naturel m, n < m. FElle est
fausse : st n =m par exemple, on ne pourra avoir n < m.
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IIT Implications, réciproques, contraposées et équivalences

Définition III.1. Soient A, B sont deux assertions.

1. si, dés que A est vraie, alors B est ausst vraie : on dit que A implique B, que l'on note A = B
ou B <= A et que l'on lit “si A alors B”; on dit alors que : A est une condition suffisante pour
B, ou que B est une condition nécessaire pour A.

2. si A implique B et que B implique A : on dit que A est équivalent a B, que l'on note A < B ou
B < A et que l'on lit “A si et seulement si B”; on dit alors que : A est une condition nécessaire
et suffisante pour B.

Les tables de vérités correspondantes sont :

[A[B[A=>B| [A[B][4A<B|
ViV V ViV V
VIF F VI F F
FlV V FlV F
F|F V F|F V

Remarque II1.2. L’ implication A = B ne donne pas les valeurs de vérité de A et de B : elle fait juste un
lien entre les deuz.

Exemples ITI.3. 1. sin est un entier, alors “n est un multiple de 6 est une condition suffisante, mais
non nécessaire, pour que n Soit pair.

2. si x est un réel, alors “x* = 17 est une condition nécessaire, mais non suffisante, pour que T Soit
égal a 1;
3. si x est un réel, les assertions “x® = —17 et “c = —17 sont équivalentes.
Proposition II1.4. Si A, B sont deux assertions, alors :
1. (A= B) =|(non A) ou B];
2. [non (A= B)|=][A et (non B)];
3. (A& B) = (A et B) ou ((non A) et (non B));
4. non (A< B) = (A et (non B)) ou ((non A) et B).

Démonstration. Par tables de vérité. Montrons par exemple la premiere :

| A= B[non A | [(non A) ou B |

== <[ <] ]
= <= </l

V
F
V
V

< S ES
<| <[

Proposition-Définition I11.5. Si A et B sont deux assertions :

1. on appelle réciproque de l'implication A = B ["implication B = A : il n’y a pas de lien de vérité
entre une implication et sa réciproque ;

2. on appelle contraposée de 'implication A = B l'implication (non B) = (non A) : une implication
et sa contraposée ont méme valeur de vérité, elles sont équivalentes.
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Démonstration.
|A|B|[A= B[B= A|non B|nonA | (non B) = (non A) |
ViV % Vv F F %
VI F F V V F F
F|V Vv F F Vv %
F|F % Vv Vv Vv V

Remarque II1.6. Pour la contraposée, on pouvait aussi constater que :

(A= B) = ((non A) ou B) = ((non (non B)) ou (non A)) = ((non B) = (non A)).

IV Meéthodes de raisonnements

IV.1 Raisonnement par déduction

Méthode IV.1. Pour montrer l'implication A = B, on peut supposer que A est vraie et montrer alors que
B est vraie.

Pour montrer l’équivalence A < B, on peut montrer séparément que les implications A = B et B = A
sont vraies.

Pour prouver que A et B, on montre séparément que A et B sont vraies.

Pour prouver que A ou B, on peut supposer que A est fausse, et montrer alors que B est vraie.
Remarques 1V.2.

1. L’utilisation d’exemple repose sur l'implication :
(x € E et Ax)) = dz € E, A(z).
2. Un contre-exemple repose sur l'implication :

(x € E et non A(x)) = non(Vx € E, A(z)).

IV.2 Raisonnement par disjonction de cas

Méthode IV.3. Lorsqu’une assertion A(x) dépend d’une variable x qui prend des valeurs dans E ou dans
F, pour montrer que A(x) est vraie, on peut montrer que :

1. A(z) est vraie pour x décrivant E ;
2. A(x) est vraie pour x décrivant F.

Remarque IV.4. Les raisonnements par tables de vérités sont des raisonnements par disjonction de cas.

Exemple IV.5. Montrer que, pour tout entier naturel n, le nombre ntl) ost un entier.

2
On procede par disjonction de cas :
— ler cas : sin est pair : on pose n = 2m pour m € N, et alors :

n(n +1) _ 2m(n +1) — i (n+1)eN;

2 2 N~ N —
eN eN

— 2nd cas : sin est impair : on pose n = 2m + 1 pour m € N, et alors :
nn+1)  n2m+2)

5 = ) =_n_ (m+1)eN

eN  on
n(n+1)
2

Et donc pour tout entier naturel n, on a bien que est un entier.
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IV.3 Raisonnement par contraposition

Méthode IV.6. Pour montrer l'implication A = B, on peut montrer sa contraposée (non B) = (non A).
On peut donc supposer que B est fausse, et montrer alors que A est fausse.

Exemple IV.7. Montrer que si n est un entier tel que n? est pair, alors n est pair.

On procéde par contraposée. On souhaite donc montrer que, sin est un entier naturel impair, alors n? est
IMpair.

Soit donc n € N impair. On écrit n = 2m + 1 pour m € N. Et alors :

n?=(02m+1)? =4m* +4m +1=2- (2m* + 2m) +1
N————
eN
qui est bien tmpair. Ce qui prouve la contraposée.
D’ou le résultat cherché.

IV.4 Raisonnement par ’absurde

Méthode IV.8. Pour montrer qu’une assertion est vraie, on peut montrer qu’elle n’est pas fausse. Pour
cela, on suppose que l’assertion est fausse, et on cherche a aboutir a une contradiction, ou a une assertion
dont on sait qu’elle est fausse.

Remarque IV.9. Beaucoup de raisonnements par l’absurde peuvent étre remplacés par des raisonnements
par contraposition (et inversement).

Exemple IV.10. Montrer que \/2 est irrationnel.

a
Par labsurde, supposons que V2 € Q. On écrit alors : /2 = 7 sous forme irréductible, c’est-a-dire que

a,b € N sont sans diviseur commun autre que 1.

En élevant au carré, il vient : 2 = et donc :

b_27
— a? = 2V est pair, donc a est pair, et on peut écrire a = 2n pour n € N ;
L o , @  (2n)*  4n? ) , ,
— en réinjectant, il vient : b* = — = —— = -5 = 2n° est pair, donc b est pair.
D’ou la contradiction, car alors 2 diviserait a et b.

IV.5 Raisonnement par analyse-synthese

Méthode IV.11. Pour montrer qu’un probléme admet une unique solution, on peut procéder en deux temps :

— lanalyse : on montre qu’une hypothétique solution est nécessairement d’une certaine forme (ce
qui réduit les solutions possibles) ;

— la synthése : on regarde, parmi les solutions possibles de l’analyse, lesquelles sont bien des solutions.

Remarque IV.12. C’est un raisonnement approprié lorsqu’il est plus facile de procéder par implications
plutot que par équivalences.

Exemple IV.13. Résoudre dans R [’équation : /x + 2 = .

1. analyse : soit x solution de 'équation. Alors \/z +2 = x. Donc x +2 = 2. Donc 2> —x —2 =0,

On arrive donc a une équation polynomiale du second degré, que l'on sait résoudre. On a A =

1+8=9=232 donc les solutions possibles sont x; = % =—1etxyg= % = 2.

2. syntheése : \Jx1 +2=1%# —1=x1 et \/Jxo + 2 =2 = x5, donc l'unique solution au probléme est 2.

Exemple IV.14. Montrer que toute fonction réelle définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Soit f: R — R.
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1. analyse : on suppose qu’il existe deux fonctions g,h : R — R telles que : g est paire, h est impaire
et f=g+h. SixzeR, ona ainsi :

donc g(x) et h(x) sont solutions du systeme :

{g(w) + h(x) = f(2)
glx) — h(z) = f(-2)

En prenant la somme et la différence des deux lignes du systéeme, on trouve :

play = LI iy S0 = Fon

donc nécessairement g et h sont définies par les formules ci-dessus.

2. synthése : considérons g, h définies par les formules ci-dessus. Alors, si x € R, on a :
— g(—z) = f(—w)ﬂ;(—(—w)) _ f(—x)2+f(w) = g(x), donc g est paire ;
— h(—z) = f(_x)_é(_(_m)) = f(_m);f(m) = —h(z), donc h est impaire ;
— g(z) + h(z) = f(m)+f(—r)42rf(r)—f(—r) = f(), donc f = g+ h.

Ce qui montre bien ’existence et l'unicité d’une telle écriture.

Remarque IV.15. Un probleme ou on montre existence et unicité d’une solution se préte bien a un rai-
sonnement par analse-synthese : l'analyse montre ['unicité, et la synthese [’existence.

IV.6 Raisonnement par récurrence

Théoréme IV.16 (récurrence simple). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose
que :

— A(0) est vraie;

— pour tout n € N : A(n) = A(n+1).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Théoréme IV.17 (récurrence d’ordre k). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N, et k € N*.
On suppose que :

— A(0),A(1),..., A(k — 1) sont vraies;

— pour tout n € N : (A(n) et Ain+1) et ... et A(n+k—1)) = An+k).
Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Théoréme IV.18 (récurrence forte). Soit A(n) une assertion dépendant de n décrivant N. On suppose que :
— A(0) est vraie;
— pour tout n € N : (A(0) et A(1) et ... et A(n)) = A(n+1).

Alors A(n) est vraie pour tout n € N.

Exemple IV.19. Montrons par récurrence que pour toutn € N : ZZ:1 k? = w.

— dnattalisation : sim =0, on a :

n(n + 1)6(2n+ 1) _0= 20313.

k=0
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& D(2n+1
— hérédité : soit n € N tel que ZkQ = n(n+1)@2n + ) Alors :
6
k=0
n+1 n
Zkz _ Zk2+(n+1)2@ n(n+1)(2n+1) +(n41)
6
k=0 k=0

n(n+1)2n+1) +6(n—|—1)2 _n+l

n(2n +1) +6(n+ 1)]

n+1 (n+1)(n+2)(2n+3)

= (2n® +Tn +6) = 5
n+1D)((n+1)+1)2n+1)+1)
6

D’ou Uhérédité.
D’ou la récurrence.

Exemple IV.20. On considére la suite (u,), définie par :
up =0, uy=1etVn eN, upio=3 uUps1 —2 u,

Alors on a : Vn € N, u, = 2" — 1, ce que l’on montre par récurrence double :
— ingtialisation :onauy=0et2° —1=1—-1=0¢ctu; =1et2' —1=2—-1=1 donc pourn =20
et n =1 le résultat est vérifié ;
— hérédité : soit n € N tel que u, = 2" — 1 et Upq = 2" — 1. Alors :
_ HR n+1 n _ n _ n _ on+2
Upro = BUpyy —2u, = 32" —=1)—-2(2"-1)=3x2-2)2"-342=4-2"-1=2""—-1
Ce qui prouve l’hérédité.
D’ou la récurrence.

Exemple IV.21. On montrera, avec un récurrence forte que tout entier naturel non nul s’écrit (de maniére
unique) comme produit de nombres premiers.
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Chapitre 2

Rappels et compléments de calculs

I Les ensembles de nombres usuels

Définition I.1. On définit les ensembles de nombres suivants :
1. N={0,1,2,...} l’ensemble des entiers naturels;
2. Z=NU-N={...,-2,-1,0,1,2,...} l'ensemble des entiers relatifs;
3. Q= {g |p,q € Z, q # 0} l'ensemble des rationnels ;

4. R l’ensemble des abscisses d’une droite graduée, [’ensemble des réels;
5. C I’ensemble nombres de la forme a +ib ot a,b € R et i®> = —1, l’ensemble des complexes

Et on note N*, Z*, Q*, R*, C* les mémes ensembles privés de 0.
L’ensemble R\ Q est appelé l'ensemble des irrationnels.

Remarque 1.2. On considére parfois aussi l’ensemble D des nombres décimaux : D = {H)Lm |n,m € Z}.

Proposition 1.3. On a les inclusions :

NcZcDhDcQcRcC

et ces inclusions sont strictes.
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II Intervalles et inégalités dans R

Définition IL.1. Sia,b € R, on définit le segment [a;b] comme :

la;0] = {z € R|a <z < b}.

On dit qu’un ensemble non vide I de R est un intervalle s’il vérifie que :

Remarque I1.2. Cela revient a dire qu’un intervalle contient tous les réels entre deux de ses éléments.

Va,be I, [a;b] C 1.

Exemples II.3.

1.

4. R* n’est pas un intervalle car :

5. N n’est pas un intervalle car : 0 € N et 1 € N mais % € [0;1] n'est pas dans N, donc on n’a pas

Proposition I1.4. Tout intervalle non vide de R est d’une (et une seule) des formes suivantes, ot a,b

si € R, lensemble I = {a} est un intervalle :
— « € I par définition, donc I est non vide;

— soient a,b € I, et x € [a;b] : comme a,b € I, alorsa=b=«; et ainsi « < x < a, donc r = «

appartient bien a 1. Et donc [a,b] C I ;
ce qui prouve bien que I est un intervalle.

tout segment non vide est un intervalle : si I = [a; B] pour a < B, alors :
— a€l, comme a<a<f, donc I est non vide;
— soient a,b € I et x € [a,b] : alors a < x <b. Mais :
—a€l, donca<a<p;
—bel, donca<b<p;
et ainsi; o <a <z <b<f, donca<z<p, doncxecl. Et donc |a,b] C I.
donc I est un intervalle.

si a, B € R vérifient « < 3, alors J =]a; fl={z € R|a <z < B} est un intervalle :
a+f

= €1 :on a en effet que a < 3, et donc :
a+p p—a oa—p
—a= —a= >0ety—p= <0
Y- a 5 o 5 ety—p 5

et donc o <y < f3, donc~y € J;
— soient a,b € J et x € [a,b] : alors a < x <b. Mais :

— a € J, donca <a(<p);

— beJ, donc (a<)b< f;

et ainsi; a <a<x<b<pf, dnca<x<f, donczeJ. Etdonc[a,b] C J.
donc J est un intervalle.

Uinclusion [—1;1] C R*;

Uinclusion [0;1] C N.

désignent des réels tels que a < b :

1.

2
3
4
5

a
- a;
-]
-]

{a};

a;b) ={r €R|a <z <b};
b={reR|a<z<b};
a;b) ={r eR|a <z <b};
a;b[={r €R|a <z <b};

—1,1 € R* mais 0 € [—1;1] n'est pas dans R*, donc on n'a pas
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6. [a;+oo[={r € R|a <z};
7. Ja;+oo[={z € Rla < z};
8. ] ;

9.1

b={zeR|z<b};
b={r eR|z <b};

Définition IL.5. Les intervalles précédents définis par des inégalités strictes (resp. larges) sont appelés des
intervalles ouverts (resp. intervalles fermés).
Plus généralement, si I est un intervalle, on appelle :

— intérieur de I, noté I, lintervalle I privé de ses bornes
— adhérence de I, noté I, l'intervalle I auquel on rajoute ses bornes.

Remarques 11.6.

1. Prendre l'intérieur, c’est “ouvrir” lintervalle : I est le pus grand intervalle ouvert inclus dans I (et
éventuellement ['ensemble vide).

2. Prendre l'adhérence, c’est “fermer” Uintervalle : I est le pus petit intervalle fermé contenant I.

III Racines et puissances

Définition IIL.1. Si z > 0, on appelle sa racine carrée, notée \/x, comme l'unique réel positif ou nul
dont le carré vaut x.

T stx >0

2 _ ()2 7 _
Remarque II1.2. Comme x* = (—x)?, alors Vx { e siz<0

Proposition II1.3. Soient x,y positifs. Alors :
Ty =V yet\/j:— siy#0).
Vv vy ey NG ( )

Démonstration. Par définition, on a /z,/y sont positifs, donc leur produit aussi. Et :

2
(Vevy) = (Vo) (Vy)? = zy
d’ou la premiere égalité. On procede de méme pour le quotient. O

Remarques I11.4.
1. on wutilise les carrés parfaits pour simplifier les racines : 1,4,9,16,25,36,...,289,324,361,... ;

2. on éuite de garder des racines au dénominateur dans un quotient. On simplifie une fraction en

multipliant par \/a, v/a — Vb ou \/a + Vb pour les faire disparaitre.

Exemples IIL.5.
1. V180 = /36 x 5 = 6+/5 ;

V5 57

1 VI1+V3

=7 .
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Définition I11.6. Si x € R et n € N, on note :

1 stn =
n i
" = Lo z stn>0
—
n fois

Six#0etneZ_, onnote :

(—n) fois
Remarque IIL.7. On peut aussi définir x” (pour n € N) récursivement, par :

" 1 sin=20
T -z stin >0

Proposition IT1.8. Siz,y € R et n,m € N :

et ces formules restent valables pour n,m € Z si x,y # 0.

IV Manipuler des égalités et des inégalités

Proposition IV.1. Sia,b € R, alors :

1. sic#0 :a=0 si, et seulement si, ac = bc;

2. sia=0, alors a*> =1?;

3. ab =0 si, et seulement si, a =0 ou b=0;

4. pour tout fonction f définie en a et b : si a =0, alors f(a) = f(b).
Remarque IV.2. La derniere proposition n’est en général pas une équivalence. Par exemple, pour une
fonction constante, l’égalité f(a) = f(b) est vérifiée peu importe la valeur de a et b.

De maniére moins extréme, on verra que : cos(a) = cos(b) & a = +b+ 2kn, k € Z.
On a une équivalence si tout élément posseéde au plus un antécédent par f, comme dans l’exemple qui suit.

Exemple IV.3. Soit a,b € R. Montrons que a = b < e® = e’ :
— sia =0 : alors en appliquant la fonction exp : e* =€’ ;
— si e = e’ : alors en appliquant la fonction In : In(e®) = In(e®), c’est-a-dire a = b.
Ce qui montre l’équivalence voulue.
Proposition IV.4. La relation < est compatible avec 'addition et la multiplication de la maniére suivante :
1. sia,byec,de R :(a<betc<d)=a+c<b+d;
2. sia,b,ceR avecc>0:a<b= ac<bc;
3. sta,b,ceR avecc <0 :a<b=bc<ac;
4. sta,bye,de R :(0<a<betO<c<d) =0<ac<bd.

Remarque IV.5. On ne divise ni ne soustrait des inégalités. On se ramene a des additions ou des multi-

plications en utilisant :
— sta,beR:a<b&s -b< —a;

— st a,b € R* sont de méme signe : a < b &

S =
VAN
Q|
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Méthode IV.6. Etant donnés deux réels a,b positifs :
1. pour magorer a + b, il suffit de magjorer a et b;
2. pour majorer a — b, il suffit de magjorer a et de minorer b,
3. pour magjorer a X b, il suffit de majorer a et b;

a
4. pour majorer 7 il suffit de majorer a et de minorer b.

Et on a des résultats analogues pour les minorations.

Exemple IV.7. Supposons que a € [1;4] et b € [1/2;3]. Alors :
1. a+be[3/2,7];
2. a—be[-27/2;
3. axbel[l/2;12];

a
4. 7 € [1/3;8].
Proposition IV.8. Si a,b € R, alors :
— ab > 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de méme signe ;
— st ab < 0 si, et seulement si, a et b sont non nuls de signes opposés.

Démonstration. Par disjonction de cas. O]
Proposition IV.9. Si ay,...,a, sont des réels de méme signe, alors :
ai+-+a,=0&a,=---=a, =0.

Démonstration. On montre séparément les deux implications :
< siay =---=a, =0, alors on a bien a; +---+a, =0;
= Quitte a tout multiplier par —1 on peut supposer que les a; sont positifs ou nuls.
Raisonnons par contraposée : on suppose que I'un des a; est non nul, c’est-a-dire qu’il existe iy €
[1;n] tel que a;, > 0.
Mais comme tous les a; sont positifs ou nuls, alors :

a1+a2—i—---+an2ai0>0

donc a; +---+a, # 0.

V La valeur absolue

Définition V.1. Si x € R, on appelle valeur absolue de x, notée || le réel :

x stx >0
|x|: -z s1x <0

Remarques V.2. 1. Une valeur absolue est toujours positive ou nulle.

2. SizeR :—|z| <ax<|z|, et U'une des deux inégalités est une égalité.

Proposition V.3. St z,y € R :
1. |x| =vVa?;

2. jz|=02x=0;
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| ol
9. Jeyl = ol x y| et 5\ ~ 2 toury #0);

4.l =yl e =y (r=your=—y);
S x| <ye —y<z<yet|lr|>ysr>youxr < —y.

Démonstration.
1. déja vu avec les racines;
2. découle du 1.;
3. découle du 1.;
4

. On procede par disjonction de cas :
— si x et y sont de méme signe :

2| =yl S r=y (r=youzs=—y)

car, x et y ayant méme signe, I'assertion x = —y est soit fausse (donc ne change pas la valeur
de vérité), soit vraie, mais alors x = y = 0, donc I'assertion x = y est déja vraie;
— si x et y sont de signes opposés :

lz| =yl e r=-y< (r=—youz=y)

car, = et y ayant des signes opposés, I'assertion z = y est soit fausse (donc ne change pas la
valeur de vérité), soit vraie, mais alors x = y = 0, donc l'assertion z = —y est déja vraie;

5. On procede par disjonction de cas :
— six >0 : alors || = z et donc :

7| <y i<r<ye -—y<0<z<ye-y<rly.
— siz <0:alors |z| = —2 et donc :
7| <y <<y —y<er<0s —y<z<ly.

ce qui prouve la premiere équivalence.
On procede de méme pour la seconde équivalence :
—six>0:
x| >y r>ys (z>your < —y)

ou la derniere équivalence vient du fait que :
— siy > 0 : alors x < —y est fausse, donc ne change pas la valeur de vérité;
— siy <0 : alors ¢ > y est vraie, donc la valeur de x < —y n’a pas d’incidence;;
—six<0:
z| >ye —r>yecr<ys (r>youx < —y)

ou la derniere équivalence vient du fait que :
— si y > 0 : alors x > y est fausse, donc ne change pas la valeur de vérité ;
— siy <0 :alors z < —y est vraie, donc la valeur de > y n’a pas d’incidence ;

Remarques V.4.

1. siy < 0, alors les équivalences dans 5 sont triviales (dans le sens ot elles sont non seulement
évidentes, mais qu’en plus elles n’apportent rien comme information) :
— linégalité |z| < y sera toujours fausse, de méme que l'inégalité —y < x <y (car elle impliquerait
que —y <y, qui est évidemment fausse);
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— linégalité |z| > y sera toujours vraie, comme le fait que x >y ou que x < —y. On a en effet :

T>y &  x €y +oof
< -y & x€ — o0~y

et l'union de ces deux intervalles forme bien toute la droite des réels.
2. Siy>0, onaméme :|z|<yea®<y?etl|r]>ye >y’

3. Dans le point 5., on aurait pu déduire la seconde équivalence par négation de la premiere (en traitant
a part le cas ot |z| = y).

Corollaire V.5. Sia,b € R avec b > 0, l'ensemble des réels x tels que |x—a| < b est le segment [a—b; a+1].
Définition V.6. Si x,y € R, la quantité |x — y| est appelée distance entre x et y.
Remarque V.7. L’intervalle [a — b;a + b] correspond a ’ensemble des réels a distance au plus b de a.

Théoréme V.8 (Inégalité triangulaire). Si xz,y € R, alors :
1oz +yl < o[+ yl;
2. [z = [yl| < |z —yl.
De plus, il y a égalité dans les deux cas si, et seulement si, x et y sont de méme signe.
Démonstration. 1. On utilise que —|z| <z < |z] et —|y| <y < |y|.
Done : — (|2 + |y]) <@ +y < ||+ |y.
Dot : |z +y| < [z[ + [yl.

2. On utilise I'inégalité précédente :
2] =|(z —y) +yl < |z —y|+ly|

done [z] — Jy| < [z —yl.
En échangeant les roles de z et y, on trouve : |y| — |z| < |y — z| = |z — y].
Done : —fz —y| < |z = [y| < [z -yl
Et ainsi : ||z] — |y|| < |z —y].
Pour les égalités, on a :

|z +y| = 7| + |y & (@ +y)* = (J2| + |y])* & zy = |7] x |y| = |2y| & 2y > 0.

o] = lyll = |z =yl & (2] = [y)* < (x — 9)* & |2y = 2y & 2y > 0

Dans un cas comme dans 'autre, on a égalité si, et seulement si, xy > 0, c’est-a-dire si, et seulement si, x
et y sont de méme signe. O]

Remarque V.9. Comme |y| = | — y|, on a plus synthétiquement :
|z = [yl <z £ y| < |z| + [yl

Corollaire V.10. Si x1,...,x, sont des réels, alors :
n

>
k=1

avec €qgalité si, et seulement si, tous les x; sont de méme signe.

:|x1—|—x2+~~~+xn|S\I1’+’$2|+~--+|$n|22|$k’
k=1
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Démonstration. Par récurrence. O

Proposition V.11. La fonction x — |x| a pour courbe représentative :

5 4 -3 —92 10 1 2 3 41 5

VI La partie entiere

Théoreme-Définition VI.1. Pour x € R, on appelle sa partie entiére le plus grand entier inférieur ou
égal a x, et on la notera |x].
C’est 'unique n € Z qui vérifien < x <n+ 1.

Démonstration. — Elle vérifie cette inégalité : par définition, on a directement || < z. Mais c’est
le plus grand entier qui vérifie cette inégalité : ainsi |z] + 1 est un entier qui ne vérifie pas cette
inégalité, donc x < |z] + 1.

— C’est le seul tel entier : considérons n,m € Z qui vérifient cette inégalité. Alors en croisant les
inégalités on a :
n<rx<m+tletem<z<n+l1

doncn < m—+1etm <n+1. Comme ce sont des entiers, on a ainsi : n < m et m < n doncn =m.
D’ou 'unicité.

O
Proposition VI.2. Soit x € R et n € Z, alors n = |x] si, et seulement si : x —1 <n < x.
Démonstration. On applique directement la définition. Avec les mémes notations, on a :

< <
n:L$J®n§x<n+1©{Z 2 fL—l—l {x—q ; i(:)a:—1<n§:£.

O

Remarques VI.3.
1. La partie entiére se lit bien sur les décimales pour les nombres positifs : |1,32] = 1 mais

|—1,32] = —2.
2. Pour manipuler ou faire apparaitre des parties entieres, on utilisera systématiquement l'une ou
l'autre des inégalités précédentes.
Exemple VI.4. Sin € N* avec n > 2, alors : (n+ %)2 =n’+2+ 5.
Donc :n?>+2< (n—i—%)2 <n?+3.
Et ainsi : L(n - %)ZJ =n?+ 2.
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Proposition VI.5. Siz € R et n € N, alors : |z +n] =n+ |z].

Démonstration. Par définition de |z], ona: |z] <z < [z] + 1.
Donc, en rajoutant n : |z|+n <z +n < |z] +n+ L.
Et, comme |z | 4+ n est un entier, on a bien le résultat voulu. O

Proposition VI.6. La fonction x — |x| a pour courbe représentative :

|
ot
[
I
[
w
| ]
DO
(.
—
@]
e
DO
o
NG
(S8

VII Equations et inéquations de degré 2 ou moins

Proposition VII.1. Soient a,b € R avec a # 0. Alors l’équation ax + b = 0 admet pour unique solution le

réel ——.
a
Remarque VIIL.2. St a =0, [’équation ax +b =0 se réécrit b =10, et donc :
— n’admet aucune solution si b # 0 ;
— admet tout réel pour solution si b = 0.

Proposition VII.3. Avec les mémes notations, l'inéquation ax + b > 0 admet pour ensemble solution :
— Uintervalle | — b/a;+oo| si a > 0;
— Uintervalle | — oco; —b/al si a < 0.

Démonstration. Par manipulation d’égalité ou d’inégalité, en raisonnant par équivalence. O

Remarque VIL.4. Pour éviter les erreurs de signes, on peut regarder ce qui se passe en l'infini dans les
mégalités, pour étre sur de ne pas s’étre trompé.

Proposition VIL5. Soient a,b,c € R avec a # 0. On pose A = b> —4ac. Alors l’équation ax® +bxr+c=0 :
~b+ VA

a

— admet pour solutions réelles : siA>0;
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— n’admet pas de solution réelle si A < 0.

Démonstration. Avec les mémes notations, on a :

ar’ +br+c=a x2—|—éx+£ =alx*+2 b x+i—b—2+@ =a x+i 2— A
B a a) 2a 4a?  4a®>  4a?) 2a (2a)?

et on a ainsi :

— si A >0 : on a les équivalences :

2a 2a 2a

s et e=a (Hz)?_(ﬂy :a<x+b—¢z> (H“ﬂ)

et on conclut par regle du produit nul;
— si A < 0 : alors pour tout réel x :

b\? A
2 _
ar”+br+c=a <x+%) —(2a)2 #0
e — N —
>0 >0

(.

~
>0 donc #0

donc I’équation n’a pas de solution réelle.

Remarque VIL.6. Si A =0, il n'y a qu’une seule solution, et on parle de solution double.

Corollaire VIL.7. Avec les mémes notations, si A > 0 et que l’on note x1, x5 les solutions de ax®+bxr+c = 0
avec x1 < Tg, alors :

ar’ +br+c=a(x —x) (v — 15).

Proposition VIL.8. Avec les mémes notations, la quantité ax® + bx + ¢ est :

— du signe de a sur | — oo; x1[U]xe; +00[, du signe de —a sur |z, xo[ si A >0, et nulle seulement en
Ty et xo ;]
— du signe de a sur R si A < 0.
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a<0 a>0

A <0

Démonstration. Découle de I’écriture précédente. O]

Remarque VIIL.9. La encore on peut regarder ce qui se passe en l'infini dans les inégalités, pour étre sur
de ne pas s’étre trompé de signe.

VIII Techniques de résolutions d’équations et d’inéquations

Exemple VIII.1. Résolution de l’équation x = v/x + 1.
A cause de la racine, on cherche les solution dans [—1;+oo[. Mais, comme on doit avoir x = vz + 1,
alors x aussi doit étre positif. On cherche donc les solutions dans [0; +oo[= R;..

Pour x € Ry, on a l’équivalence :
r=Vr+ler’=x+1

ot la premiére équivalence est directement la définition de la racine carrée de x + 1 (I'unique réel positif
dont le carré vaut x + 1). On souhaite donc résoudre dans R, ['équation z* —x — 1 = 0.
On a une équation du second degré de discriminant A = 1 —4 .- (=1)-1 = 5. Donc les racines sont

145 _1-V5

et o 5

On a bien que x1 > 0, mais xo < 0 n'est pas solution : donc l’équation admet pour unique solution

1++/5

xr1 = .

2

T =

Exemple VIIL.2. Résolution de l’équation 222 + 2zy — 2x + y?> +1 = 0.
Ona:y*+2zy+a2®=@y+z)?etaz?—20x+1=(x—1)>%
Donc 'équation est équivalente a : (y + x)* + (x — 1)? = 0.
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Comme un carré (de réel) est positif, on a donc :
2 N2 (y + JI)Q =0 r=1
(y+a)"+(x—1) —0@{@_1)2:0 T y=—zr=-1

donc lunique solution est (x,y) = (1, —1).

Exemple VIIL.3. Résolution de l'inéquation Vx — 1 < /322 — 4.
On a l’équivalence :

Vi—1<V32—4e0<zx—-1<322—-14

On traite séparément les deux inéquations :
—0<z—-1&zx>1&xe[l;+o0[=5;
— 2 —-1<222 -5 0< 322 —2—3 : on reconnait un trinome du second degré, de coefficient
dominant positif, qui est donc positif a l'extérieur de ses racines.

1+/37 1—/37
6

et to = ————. Donc la deuzrieme inéquation a pour ensemble

Ses racines sont r1 = 5

solution Sy =] — oo; 1—%/§] U [Hg/?ﬁ; +ool.

Comme %ﬁ <1 et que %377 > 1, on déduit que ’équation admet pour ensemble solution :

1
51052: %ﬁ,—i—oo[

Exemple VIIL.4. Résolution de l'inéquation |z — 1| < |2z — 3|.
Par propriétés des valeurs absolues, on a les équivalences :

lz—1] < [20-3] & (z—1)* < (22-3)? & 0 < (v-2)(32—4) & 0 < 3(v—2)(v—4/3) & x €]—00; g]u[z +0o0].

ou, pour la derniére équivalence, on reconnait a nouveau un trinome du second degré, de coefficient domi-
nant positif, dont les racines sont % et 2.

Et donc l’ensemble solution est : | — oo; 5] U [2; 400l

Autre méthode : on peut procéder par disjonction de cas pour éliminer les valeurs absolues. On trouve alors
les solutions selon les valeurs de x :

3 3
~ .1 1.2 hd
, - 0,1 1.2 2 vl
|z — 1] l—x r—1 r—1
122 — 3] 3—2 3—2 2x —3
-1 <2z —-3||1—-2<3—-2zx|0—-1<3-2z|zx—-1<2zx-3
4
S <2 <:>x§§ S x> 2
4
S S1 :]_0071] Sy = [1’5] S = [27+OO[
4
Et on trouwve finalement que : S = S; U Sy U S =| —oo;g]U[Z; +00].

Exemple VIIL5. Résolution de I’équation L% — 20432 =-1.
L’équation est équivalente a ['inéquation :
2

T 5
1< —-=2 - <0
<3 :U—|—3

dont on résout séparément les deux parties :
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— on procéde par équivalences :

-1<Z -20+2 & —3<22—6z+5
& 0<a?—6z+38

On a donc un trinome du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 4 = 22,

: 6—2 6+ 2 o
dont les racines sont : — = 2 et — = 4. Donc finalement la premiére inégalité est vérifiée

pour x €] — 00; 2] U [4; +00].
— on raisonne de la méme maniere :

L 2 +3<0 & 22—62+5<0

On a encore un trinome du second degré, de coefficient dominant positif, de discriminant A = 16 =

6—4 6+4
42 dont les racines sont : —5 = 1 et i

= 5. Donc finalement la seconde inégalité est vérifiée

pour x €]1;5].
Donc l'ensemble solution de l’équation est :

(] = 005 2] U [4; +oo[) N|1; 5[=]1; 2] U [4; 5].
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur les fonctions
numeériques

I Généralités sur les fonctions

I.1 Domaine de définition

Définition 1.1. Si D est une partie non vide de R, fonction numérique f définie sur D est la donnée
pour tout élément x € D d’un unique réel noté f(x).
L’ensemble D est appelé domaine de définition.

On notera alors : f : { 1; : fI(R;) :

Remarque 1.2. En général, une fonction sera donnée par une formule : auquel cas, son domaine de défi-
nition est la ou la formule a bien un sens.

Exemple 1.3. Considérons la fonction définie par f(x) = v4 — x2.
Alors la formule f(x) n'a de sens que lorsque 4 — x* > 0, c’est-a-dire que Dy = [—2;2].

Définition 1.4. Si f est une fonction définie sur D, et A C D un sous-ensemble de D, on définit la
restriction de f a A comme la fonction notée f|4 définie sur A qui coincide avec f :

A —- R
U gy

Inversement, on dit que f est un prolongement de f|4.

Exemple 1.5. La fonction x — \/52 est la restriction de la fonction v — x a R,.

Définition 1.6. Si f est une fonction définie sur D et A est une partie de R, on dit que f est a valeurs
dans A si : pour tout x € D, f(x) € A.

D —- A . D - R
On notera alors [ : { v = f(x) au lieu de f : { v = f@)

Exemple 1.7. La fonction sin est a valeurs dans [—1;1]. Sa restriction a [0; 7] est a valeurs dans [0;1].

Définition 1.8. Soient f une fonction définie sur D et a valeurs dans A, et g une fonction définie sur A.
On dit alors que g et f sont composables, et on définit la composée de g et f comme la fonction notée
go f, définie sur D par :

D — R
9°f'{ r o g(f(z)

23
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Exemple 1.9. La fonction f : x + x*+1 définie sur R est a valeurs dans [1; +oo|. Donc elle est composable
avec la fonction g : x +— /x — 1. Et on a :

Ve eR, go f(z) =/ (22 +1) —1=Vz2 = .

Comme f est définie sur R, on peut également composer dans l'autre sens : la fonction f o g est définie
sur [1; +oo[ par :

Vr € [1; +o0], fog(x):\/m—12+1:(x—1)+1:x.

Proposition 1.10. Si f, g sont deux fonctions définies sur un méme ensemble D, alors on peut définir les
fonctions :

1. somme de f et g, notée f + g, définie par : f +g: {Z : I]Ef(x)Jrg(x) "
D —- R

2. produit de f et g, notée fg, définie par : fg: { z = flz)xg(z)

On définit de méme, pour A € R, la fonction \f.

f f D — R
Si g ne prend jamais de valeur nulle, on définit le quotient de f et g, notée =, par : = : N flz) .
g
9(x)

Remarque I.11. Dire que g ne s’annule pas (sur D) veut dire que :
Vee D, g(x)#0

ce qu’il ne faut pas confondre avec l’assertion g # 0, qu’on lirait “g n’est pas la fonction nulle”, et qui veut
dire que :

dr e D, g(z) #0.

I.2 Graphes, images et antécédents
Définition 1.12. Si f est une fonction définie sur D, et x € D, y € R tels que f(x) =y. On dit que :
1. y est l’'smage de x ;

2. x est un antécédent de y.

Remarque 1.13. Une image est unique, tandis qu’un réel peut avoir aucun, un, plusieurs ou une infinité
d’antécédents.

Exemple 1.14. On considére la fonction cos définie sur R. Alors :
1. l"image de 5 est 0 ;
2. les antécédents de O sont les § + km pour k € Z;
3. tout y tel que |y| > 1 n’a pas d’antécédent.

Définition 1.15. Si f est une fonction définie sur D, son graphe, ou sa représentation graphique, est
l’ensemble Cy défini par :

Cr={(z, f(x))|x € D}.

Remarque 1.16. Autrement dit, pour tout x,y € R, on a :
(x,y) eCr e rxeDety=f(x)

donc, a abscisse donnée, il y a au plus un point sur le graphe.
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31 3
2 4
1 1
1 2 3 2
—9 |
-3 -3
Pas un graphe. Un graphe.

1.3 Fonctions bornées

Définition 1.17. On dit qu’une fonction f: D — R est majorée s’il existe M € R tel que :
VeeD, flzr) <M

et on dit alors que M est un magorant de f.
On dit qu’elle est minorée s’il existe m € R tel que :

Ve €D, f(zr)>m

et on dit alors que m est un minorant de f.
On dit enfin que f est bornée si elle est majorée et minorée.

Remarques 1.18.

1. Graphiquement, cela se voit : la courbe de f est limitée en ordonnée (vers le haut, vers le bas ou
les deux).

2. On écrira toujours “majorée par ...” ou “minorée par ...” en donnant un majorant/minorant ex-
plicite.

3. S’il existe, un majorant (ou un minorant) n'est jamais unique.
Définition 1.19. On dit qu’une fonction f : D — R posséde un mazimum (resp. minimum) en © € D
si f(x) est un majorant (resp. un minorant) de f.
On dit plus généralement que f a un extremum en x si elle atteint son mazrimum ou son minimum en x.
Exemples 1.20.

1. la fonction x — % est minorée (elle admet méme O pour minimum), mais n’est pas majorée ;

2. la fonction x — €® est minorée (par 0), mais non majorée; et elle n’admet pas de minimum ;

3. la fonction x — sin(z) est bornée; elle admet 1 comme mazimum et —1 comme minimum, qui sont

respectivement atteints en tous les § + 2km et —5 + 2kw, pour k € Z.

Proposition-Définition 1.21. 57 f : D — R, son maximum, s’il existe, est unique. On ’appellera donc le
mazimum de f.
1l en est de méme pour le minimum.

Démonstration. Supposons que f possede un maximum atteint en a et en b, pour a,b € D. Alors :
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— comme [ atteint son maximum en a : Vo € D, f(z) < f(a). En particulier, pour = = b, on trouve :

f(b) < f(a).
— comme [ atteint son maximum en b : Vo € D, f(z) < f(b). En particulier, pour x = a, on trouve :
fla) < f(b).
Et ainsi : f(a) = f(b), ce qui assure ['unicité (sous réserve d’existence).
L’unicité du minimum se montre de méme. O

Remarque 1.22. I] se peut en revanche que le maximum ou le minimum soit atteint en différents éléments
de D. Par exemple, la fonction sin atteint son mazimum (a savoir 1) en tous les § + 2km, k € Z.

D —- R
z = |f(z)]

Proposition 1.23. La fonction f : D — R est bornée si, et seulement si, la fonction |f]| {

est majorée.

Démonstration.
— si | f| est majorée par M : alors pour tout x € R, on a : |f(z)] < M, et donc : —M < f(z) < M,
donc f est bornée (minorée par —M et majorée par M) ;
— réciproquement : si f est minorée par m et majorée par M, alors : Vo € D, m < f(x) < M. Et

@) < M . -
donc : { Sf@) < —m donc |f| est majorée par max(M, —m).
O]

I.4 Monotonie

Définition I.24 (Fonction monotone). Si f est définie sur D, on dit que f est :
1. eroissante si pour tous v,y € D :x <y = f(x) < f(y);
strictement croissante si pour tous v,y € D :x <y = f(z) < f(y);
décroissante si pour tous v,y € D : x <y = f(x) > f(y);
strictement décroissante si pour tous x,y € D : v <y = f(z) > f(y);

monotone si elle est croissante ou décroissante ;

SRR

strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Remarque 1.25. Pour appliquer une fonction a une inéqgalité, on a besoin de connaitre sa monotonie. La
stricte monotonie est méme nécessaire si on veut manipuler des inégalités strictes, ou si on veut raisonner
avec des équivalences.

Exemples 1.26.

1. La fonction exp est croissante sur R.

1
2. La fonction x +— — est décroissante sur R* et sur RY : elle n’est en revanche pas décroissante sur
x
R* car : ] ]
—1<let—=—-1<1=-.
- —1 1

3. La fonction x > x? est :
— strictement décroissante sur R_ car :

r<y<0=0<-—y<-—ao=0<y*<a?
— strictement croissante sur Ry car :

0<z<y=0<2*<y’
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ot dans chaque cas on a multiplié par elle-méme une inégalité dont tous les termes étaient positifs
(ce qui est parfaitement licite).

Proposition 1.27. Si f a pour graphe Cy, alors :
1. f est croissante si, et seulement si, Cy “monte” quand on va vers la droite ;

2. f est décroissante si, et seulement si, Cy “descend” quand on va vers la droite.

Remarque 1.28. La monotonie se comporte assez mal avec la somme, mais tres mal avec les produits
(comme les inégalités en général).

Proposition 1.29. Si f et g sont deux fonctions composables monotones, alors g o f est aussi monotone,
et elle est :

1. croissante si f et g ont méme monotonie;
2. décroissante sinon.

De plus, si f et g sont strictement monotones, alors go f ausst.

Remarque 1.30. Dans le cas de stricte monotonie, on a bien besoin de la stricte monotonie de f et de g.
Par exemple, si f ou g est constante, alors fog est constante donc ne peut pas étre strictement monotone.

Démonstration.
Soient x,y € D avec x < y :
— si f est croissante : alors : f(z) < f(y
— i g est croissante : g(f(x)) <
i

f(y) et donc :

g9(f(
— si g est décroissante : g(f(z)) > g(

>

g

);
¥));
— si f est décroissante : alors : f(x) > f(y) et donc :

— si g est croissante : g(f(x)) > g(f(
— si g est décroissante : g(f(z)) < g(

Ce qui montre bien les cas de monotonie.

La stricte monotonie de montre de la méme maniere, en considérant partout des inégalités strictes. O

)
);

)
y
/
(y
y b
f);

I.5 Bijections

Définition 1.31. 57 [ et J sont deux parties de R, on dit qu’une fonction f : I — J réalise une bijection
de I sur J sitout élément de J admet un unique antécédent par f dans I.

On note alors f=1 la fonction définie sur J qui a tout y € J associe son unique antécédent par f.

La fonction f~1 est appelée bijection réciproque de f.

Exemple 1.32.

1. La fonction x — e* réalise une bijection de R sur R : sa réciproque est la fonction :

[RE - R
ln.{ x +— In(z)

R, — R,

2. La fonction { Ly g2 est bijective, et sa bijection réciproque est la fonction racine carrée.

La fonction x — 2 réalise aussi une bijection de R_ sur R, , mais alors sa bijection réciproque est

T —/T.

Remarque 1.33. Pour f : I — J bijective, on a :
Veel, Vyel, fr)=yeoy=[f"(z)

et étudier la bijectivité de f revient a étudier I’équation f(x) =y, et étudier son nombre de solution :
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— on restreint l'ensemble d’arrivée (les y) pour que tout élément y ait au moins une solution ;
— puis on restreint l'ensemble de départ (les x) pour que tout y ait au plus une solution.

L. [ R\{2} - R
Exemple 1.34. Soit f : - s ﬁ—f% .
Soit y € R. Déterminons les antécédents de y :
r+1
y = f(z)

Y=
T —2
& (r—2y=z+1
& zly—-1)=2y+1

et donc :
— sty =1 :y na pas d’antécédent ;
— sty # 1 :y a pour unique antécédent x = 2“11
Donc f n’est pas bijective de R\ {2} sur R. Mais elle Uest de R\ {2} sur R\ {1}, et sa bijection réciproque

est :
f_lz{R\{l} - R)\{2}

2y+1
Y = T

Définition 1.35. Si I est une partie de R, on définit la fonction identité sur I, notée id;, comme la
fonction définie sur I par :Vz € I, id;(z) = x.

Proposition 1.36. Si f : [ — J est bijective, alors :
1. fof™t=idy;
2. f_l o f =id; ;

3. f~Y réalise une bijection de J sur I, avec (ffl)_l =f.

Démonstration.
1. Siy € J, comme f~(y) est un antécédent de y par f (c’est méme le seul), alors f(f~1)(y) = y;

2. Siz €1, alors f(x) est I'image de x par f, donc x est 'unique antécédent de f(x); mais f~1(f(x))
aussi, donc z = f~1(f(x));

3. Soit x € I. Procédons par analyse-synthése pour déterminer les antécédents de x par f~! dans J :
— analyse : soit y € J un antécédent de x par f~!. Alors f~!(y) = x. Et en composant par f, par
le point 1., il vient : f(z) = fo f~(y) =y, ce qui assure 'unicité d’'un antécédent.
— synthese : par le point 2. : f7!(f(z)) =z, donc f(z) est bien un antécédent de z, ce qui assure
I'existence.
Donc tout élément de I admet un unique antécédent par f~! dans J, et cet élément est f(z), ce
qui montre bien que f~! est bijective, de bijection réciproque f.
]

Proposition 1.37. Si f est strictement monotone sur I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) =

{f(z) |z e I}.

De plus, sa réciproque f~' a méme monotonie que f.

Démonstration. Supposons par exemple que f est strictement croissante.

Soit y € J : alors il existe « € I tel que f(x) =y par définition de J, donc y a un antécédent.

Soient x1,x9 sont deux antécédents de y. Quitte a échanger x; et x5, on peut supposer que z; < xo. Si
x1 < I, alors y = f(x1) < f(r2) = y par monotonie, ce qui est impossible. Donc z7 = x5

Donc y a un unique antécédent, et f est bijective.

Soient y1,ys € J tels que y; < yo. Notons y; = f(x1) et yo = f(xq) pour z1, 29 € I. Nécessairement on a :
71 < T (car z; > x5 impliquerait que y; > yo). Mais 2y = f~1(y1) et 25 = f1(y).

Donc f~! est strictement croissante.

Le cas ou f est strictement décroissante se montre de la méme maniere. O]
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Remarque 1.38. Une bijection n’est pas nécessairement monotone. En revanche :
— g1 elle est monotone, elle [’est strictement.
— de maniére plus subtile, si elle est continue et définie sur un intervalle, elle est strictement mono-
tone.

IT Fonctions affines

Définition I1.1. Une fonction affine est une fonction définie sur R par une relation du type :
Ver e R, f(z)=ax+b

ot a,b € R sont respectivement la pente et I’ordonnée a l’origine de la fonction f.

Remarques I1.2.

1. Les fonctions constantes sont des fonctions affines : ce sont exactement celles de pente nulle.

2. Une fonction affine est dite linéaire si son ordonnée a l’origine est nulle.

Proposition I1.3. Les fonctions affines sont exactement les fonctions dont les graphes sont des droites.
Réciproquement, toute droite non verticale du plan est le graphe d’une (unique) fonction affine.
De plus, la fonction considérée est linéaire si, et seulement si, la droite associée passe par l’origine.

Démonstration. Si f est une fonction affine, notons a,b € R tels que f : x — ax + b. Alors le graphe de f
est ’ensemble :

Cr={(z,y) e R*|y = ax + b} = {(z,y) € R*|az —y = b}

qui est bien I’équation d’une droite (non verticale comme le coefficient devant y est non nul).
Réciproquement, considérons une droite D non verticale, et notons ax + Sy = v une équation de D.
Comme cette droite est non verticale, alors nécessairement g # 0. Et donc :

(67

D:{(l’,y)ERQIOszmBy:v}:{(m,y)ERQIyZ—B

x—k%}

Q@
qui est donc le graphe de la fonction affine : f: 2 — ——=x + 7

g B

Enfin, avec les mémes notations on a :
0,0)eD<= f(0)=0<a-0+b=0<b=0
ce qui donne bien I'équivalence voulue. O

Proposition I1.4. Etant donnés deuz points M (z1,y1) et N(xq,1y9) distincts et non verticalement alignés,
la droite (M N) est le graphe de la fonction affine © — ax + b avec :

Y2 — W1 T2Y1 — T1Y2
a= etb=1y, —axr; =1y — aryg = —————,
Ty — X1 Ty — X7

Démonstration. Avec les notations précédentes, on a le systeme suivant :

. = ar1+b
Yo = axy+b

d’inconnues a et b :
— en soustrayant les deux équations : on obtient y; — yo = a(x; — x3), ce qui donne la bonne valeur
de a; le fait que M, N ne soient pas verticalement alignés assure au passage que x; # o, et donc

Ty — 29 #0;
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— en réinjectant la valeur de a, on déduit b.
O

Remarque I1.5. La droite (M N) étant aussi la droite (N M), il est rassurant de voir que a et b ne changent
pas quand on inverse les indices dans les expressions précédentes.

Proposition I1.6. Soit f : x — ax + b une fonction affine. Alors :
— sta=0 : f est constante;
— sta >0 : f réalise une bijection strictement croissante de R dans R ;
— st a <0 : f réalise une bijection strictement décroissante de R dans R.
De plus, dans les deux derniers cas, la bijection réciproque de f est :
1 b
R e p—
a a
Démonstration. Le cas a = 0 est immédiat.
Traitons le cas a > 0 pour la monotonie. Soient x1, x5 € R. Alors :

T <a:2;>0a:v1 <aryg = ar;+b<ary+b= f(xr1) < f(xq)

ce qui assure bien que f est strictement croissante.
Le cas a < 0 se traite de méme.
Pour la bijection réciproque, considérons z,y € R et supposons que a # 0. Alors :

1 b
y=fzx)ey=ar+bsy—b=ar & r=-y— —.
a#0 a a
Ce qui assure bien la bijectivité de R dans R, avec la bonne bijection réciproque. O

Remarque II.7. On note au passage que la réciproque d’une fonction affine (de pente a # 0) est aussi une

fonction affine (de pente —). Plus généralement, on peut voir que : la composée, la somme, la différence

ou la multiplication par une constante de fonctions affines sont aussi des fonctions affine.

ITII Tracé d’une fonction

ITI.1 Symétries
- —
i)

Proposition IIL.1. Soient f une fonction définie sur D, de graphe Cy dans le plan muni du repére (O,
et a € R. Alors :

%
1. le graphe de x — f(x)+ a est le translaté de Cy par le vecteur a j ;

I

2. le graphe de x — f(x + a) est le translaté de Cy par le vecteur —a? ;
3. le graphe de x — af(x) est le dilaté de Cy par Uaffinité orthogonale (z,y) — (z,ay) ;

4. sia#0, le graphe de x — f(ax) est le dilaté de Cy par Uaffinité orthogonale (x,y) — <§,y>.

Démonstration.

1. On note g : x +— f(x)+ a. Alors, si z € D, on a :
(ry)eCreoy=fzx)syt+ta=flr)+asyt+a=ygx) < (z,y+a) €Cy
2. Onnote g : x — f(z+a). Alors, si z € D, on a :

(ryy)eCreoy=fle)ey=f((r—a)+a) e y=glr—a) & (v —a,y) €C,
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3. On note g : x +— af(z). Alors, si x € D, on a :

(z,y) €Cr o y=flz) & y= g(ax) & ay = g(x) < (z,ay) € Cy.
4. On note g : x +— f(ax). Alors, six € D, on a :
x x
(z,y) GCf@y=f(fE)<:>y=g(5> & (5,y> €Cy

]

Remarque II1.2. 1] faut bien faire attention au signe “—” et au fait qu’il faut diviser par a dans les cas 2 et
4. Par exemple, pour le cas 2, on représente ci-dessous la fonciion x— 2 etz (x+1)% : la deuzieme

est bien l'image de la premiére par la translation de vecteur — 1 .

x> (v +1)2 T T

—

5 -4 -3 —2 10 1 2 3 4

Définition II1.3. Soit f : R — R. On dit que f est :
1. paire si :Vr € R, f(—x) = f(z);
2. impaire si : Vv € R, f(—x) = —f(x);
3. périodique s’il existe T € R* tel que : Vo € R, f(x +T) = f(z). Et on dit alors que [ est
T-périodique, ou que T est une période de f.
Remarques I11.4.

1. On peut étendre les définitions a des fonctions définies sur D C R : il faudra faire attention que
—x €D ouquex+T eD.

2. Une fonction T-périodique est aussi (kKT)-périodique pour tout k € Z. Et il sera plus intéressant de
chercher un T aussi petit que possible.

3. Si [ est impaire, alors f(0) = 0.

Proposition IIL.5. Si f a pour graphe Cy :
1. f est paire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées ;

2. f est impaire si, et seulement si, Cy est symétrique par rapport a l'origine du plan ;

_>
3. [ est T-périodique si, et seulement si, Cy est invariant par translation de vecteur T i .

Proposition I11.6. Toute fonction f définie sur R s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction
paire g et d’une fonction impaire h.
f(@) + f(==) f(x) = f(=x)

5 et h(z) = 5

Plus précisément, g et h sont définie par : Vo € R, g(z) =
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Démonstration. Voir chapitre 1. ]

Proposition IIL.7. Soient f une fonction définie sur R de graphe Cy, et a,b € R :

1. si pour tout x € R : f(a —x) = f(x), alors C; est symétrique par rapport & la droite verticale
a
d’équation x = 5 ;

b
2. si pour tout x € R : f(a—x) =b— f(z), alors Cy est symétrique par rapport au point (%, 5)
Démonstration. 1. On considere g : x +— f(a — z). Alors :

(z,y) €C; < y=[f(z)
& y=fla—(a—2x))
& y=gla—z)
& (a—x,y) €C,

Et donc C, est I'image par Cy de l'application (z,y) — (a — x,y), qui n'est autre que la symétrie
axiale considérée.
Le résultat se déduit du cas ou f = g.

2. On consideére g : x +— b — f(a — x). Alors :

(z,y) €C; & y=[f(z)
& y=fla—(a—1))
& b—y=b—fla—(a—x))
& b—y=gla—1x)
& (a—z,b—y) e,

Et donc C, est I'image par Cy de I'application (z,y) — (a —z,b—y), qui n’est autre que la symétrie
centrale considérée.
Le résultat se déduit du cas ou f = g.

]

Proposition IIL.8. Si f est bijective, alors le graphe de f=1 est l'image du graphe de f par la symétrie par
rapport a la droite d’équation y = x.

Démonstration. Découle des équivalences : (z,y) € Cy & y= f(z) ez = f(y) < (y,z) € Cp-1. ]

Remarque II1.9. Les symétries permettent de réduire [’ensemble d’étude de f (c’est-a-dire [’ensemble
sur lequel on va étudier f pour pouvoir la connaitre entiérement) :

— si f a une symétrie (axiale ou centrale), on peut “couper en deuz” [’ensemble de définition ;

— si f est T-périodique : on peut restreindre l’ensemble sur un intervalle (quelconque) de longueur T .

Exemple I11.10. Commencons [’étude de la fonction définie sur R par f(x) = cos(z)sin(x)3. Alors f vérifie
pour tout x € R :

— f(2m + ) = cos(27 + x)sin(27 + x)3 = cos(x)sin(x)?® = f(x), donc f est 2m-périodique ;

— f(—=xz) = cos(—z)sin(—x)> = —cos(x)sin(z)® = — f(x), donc [ est impaire ;

— f(m —2) = cos(m — x)sin(m — x)* = —cos(z)sin(z)® = —f(x), donc Cy est symétrique par rapport

s
au point (5, 0).
70
Donc on peut se contenter d’étudier f sur lintervalle [O; 5} On remonte alors a Cy sur R entier en

T
faisant une symétrie centre par rapport a (5, 0), puis une symétrie par rapport a l'axe des ordonnées, puis

. —
des translations de +2m i .
On pouvait ausst remarquer que f est w-périodique, mais cela ne rajoute rien aux symétries précédentes.
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II1.2 Asymptotes

Définition ITI.11. Soit f définie sur un intervalle de la forme |A; +oo| (resp. | — oco; A[).
On dit que la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a C; en +oo (resp. en —o0) si lir}rq (f(x)—
T—r+00
(ax + b)) =0 (resp. lim (f(z)— (ax +b)) =0).
T—r—00
On parle d’asymptote horizontale lorsque a = 0, et d’asymptote oblique sinon.
On dit que la droite D d’équation v = A est asymptote a C; si lir£1+f(x) = Fo0 (resp. lirfr‘l f(z) = +o00).
T— A~

On parle alors d’asymptote verticale.

Proposition II1.12. La droite d’équation y = ax + b est asymptote a Cy en +o0 si, et seulement si :

lim M:a

x—+o00 I

lim (f(x) —az)=0>

T—+00

et pareil en —oo.

Démonstration. Supposons que la droite d’équation y = ax + b est asymptote. Alors, sous réserve que les

limites ci-dessous existent bien :
f@) _ f(z)—(az+b)

— comme =+ ” + «tb alors :
—ar—5 —ar —
lim @ = lim (f(I) a“ + ar+ b) = lim M + lim (a + é) =a
Tz—+o0 Tr—400 €T €T Tr—400 €T . Tr—+00 T

-~ N

ou l'existence de lim
T—+00

— comme (f(z) —ax) = (f%a:) — (ax 4+ b)) + b, alors de méme :

est assurée par les deux dernieres limites ;

lim (f(x) —az) = lim (f(z)— (ax+0)+b)= lim (f(z)— (ax+0b))+ lim (b) =10

T—r+00 T—+400 T—r+00 T——+00
~ ~ s N —
=0 =b

ou l'existence de lim (f(x) — ax) est assurée par les deux dernieres limites ;
T—+00

ce qui donne la premiere implication.
Pour la réciproque, il suffit de considérer la seconde limite. On a alors :

i (f(2) = (ar +b) = lm_(f() —az)+ lim (b)) =b—b=0.

J J
-~ ~~

=b =—b

Remarques II1.13.

1. Ce résultat permet de chercher l’équation d’une asymptote en cherchant séparément (et dans cet
ordre) le coefficient directeur (c’est-a-dire a) et l'ordonnée a l'origine (c’est-a-dire b). Il assure aussi
Punicité de l'asymptote (par unicité de la limite).

x
2. 8t jamais lim L) = 400 on a une branche parabolique d’axe vertical, comme c’est par exemple
r—+oo I
le cas pour les fonctions x — €* ou x — x2.

3. Si jamais lim @

r—+oc0 I
oblique d’aze A : y = ax, comme c’est par exemple le cas pour les fonctions x — In(z) ou x — /x.

= a mais que lirll (f(x) —ax) = £o0, on a alors un branche parabolique
T—+00
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3 2 2
Exemple I11.14. On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = x;_—+f
x
2
1+ -
flx) 2P +22% T
pour x # 0 : P BT _1 1x_2001’
22
5 1
24+ - - 222 —x o
A 22+ 1 T2l ix:fmZ

272
donc la droite D d’équation y = x + 2 est asymptote a Cy en £o0.

IV Continuité et dérivation

Les principaux résultats seront démontrés dans un autre chapitre.

IV.1 Continuité

Définition IV.1. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on dit que [ est continue en
a si: limf(z) = f(a).
Tr—a

Si [ est continue en tout point a € I, on dira qu’elle est continue sur I.

Proposition-Définition IV.2. Soient I est un intervalle, a € I, et f définie sur I\ {a} telle que : lim f(x) =
T—a

b e R. Alors f est prolongeable par continuité en a.
La fonction g définie sur I par :

Ve el g(x):{ flz) siza

b six=>b
est un prolongement de f continu en a.

Exemples IV.3.
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et —

1. La fonction f : x — est prolongeable par continuité en 0, car : :lclg(l)f(x) =1, en reconnaissant

la limite du tauz d’accroissement de la fonction exponentielle entre x et 0.

x-sin(In(x)) st x>0
0 s2 =0

x — x -sin(In(x)) (définie sur RY.) car : xlgghf(:p) =0 (par encadrement).

2. La fonction f : x est le prolongement par continuité en O de

Théoréme IV.4 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Si f est continue sur un intervalle I, et a,b € I,
tout élément entre f(a) et f(b) posséde au moins un antécédent par f entre a et b.

Remarque IV.5. Autrement dit : l'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Exemple IV.6. Soit f : [0;1] — [0;1] continue. Alors f posséde un point fize, c’est-a-dire qu’il eziste
x € [0;1] tel que f(x)x.
Posons g = f —id. Pour tout x € [0;1], on a :

flz)=z< f(z) —x=0<g(x)=0.

On cherche donc a montrer que g s’annule, ce qui découle du théoréme des valeurs intermédiaires, comme :
— g = f —1id est continue (différence de fonctions continues) sur l'intervalle [0;1] ;
— g(0) = f(0) =0 = f(0) 2 0 (comme f(0) € [0;1]);
— f()=f(1)=1<0 (comme f(1) € [0;1]).
Et on a donc bien un point fize pour f. En revanche, on n’a pas l'unicité en général, par exemple la
fonction id posséde tout élément de [0;1] comme point fize.

Théoreme IV.7. Si f, g sont continues sur I et A\, € R, alors les fonctions \f + g et fg sont continues

sur I. Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors — et = le sont également.
g g

Théoreme IV.8. Soit f continue sur I a valeurs dans J, et g continue sur J. Alors go f est continue sur
I.

IV.2 Dérivabilité et dérivée

Définition IV.9. Si f est une fonction définie sur un intervalle I, et a € I, on appelle tauxr d’accrois-
sement de f en a la fonction :

I\{a} = R
Ta : . f(z) — f(a)

—
Tr —a

Si limr,(x) existe et est finie, on dit que f est dérivable en a, et on définit son nombre dérivé en a
r—a

par : f'(a) = limT,(x).

Tr—a
Si f est dérivable en tout point a € I, on dira qu’elle est dérivable sur I, et la fonction ' : x — f'(x)
est appelée sa fonction dérivée.

Remarques 1V.10.
flath) — fla)

1. Pour faciliter les calculs, on écrira plutot : f'(a) = }llr% 7
o
2. Le nombre 1,(x) est le coefficient directeur de la droite passant par les points de Cy d’abscisses a et

X.

d
3. On notera parfois —(f(x)) pour f'(x) lorsque l'on voudra mettre en évidence que l’on dérive par

rapport a x (lorsque l'expression f(x) fait apparaitre d’autres variables que x).
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Exemples IV.11.

1. la fonction f : x — 2? est dérivable sur R. Sia,h € R, on a :

fla+h)— f(a) (a+h)*—a?

h h ath 3,2
R —- R
; S .
et ainsi f { v s 9y
2. la fonction [ : x> |x| nest pas dérivable en 0, car son tauz d’accroissement en 0 est défini par :
. )=o) 2] 1 siz>0
Vo € R, TO(x)_—x—O =T 21 siz<0

qui n’admet pas de limite quand x — 0.
Théoreme IV.12. Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Définition IV.13. 57 f est dérivable en a, la tangente a Cy au point d’abscisse a est la droite passant
(a, f(a)) de coefficient directeur f'(a), c’est-a-dire la droite d’équation : y = f'(a)(x —a) + f(a).

Remarque IV.14. Si f n’est pas dérivable en a, mais que limt,(z) = £oo, alors C; admet pour tangente
r—a

en a la droite verticale passant par (a, f(a)), c¢’est-a-dire la droite d’équation : x = a.
Par exemple, pour la fonction racine, le tauzr d’accroissement entre O et h > 0 est :

To(h):M— L i

h—O _ﬁhao

donc la fonction racine admet une (demi-)tangente verticale en 0, ce qu’on voit bien sur le tracé suivant :

2,,
14
0 1 2 3 1

Proposition IV.15. Si f, g sont dérivables sur I, et A\, u € R, alors on a les fonctions dérivées suivantes :
1. (N +pg) = A"+ pg' (la dérivation est linéaire) ;
2. (f9) =rf9+ 19 :

Ny '
3. si g ne s’annule pas : <—) = _9_2 :

g g
/ r /
4. st g ne s’annule pas : z = fg—fg
g 92
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Théoreme 1V.16. Soient I,J deux intervalles, f : I — J et g : J — R deux fonctions dérivables.
Alors la fonction g o f est dérivable, de dérivée :

I —- R
z = () x g (f(z))

Corollaire IV.17. Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors :

(gOf)’Zf’Xg’Oft{

1. sin €N, alors u™ : x — (u(x))" est dérivable sur I avec : (u™) =n x u' x u"!;

)

2. si u ne s’annule pas et n € Z, alors u™ est dérivable sur I avec : (u") =n x u' x u"!;

7
3. la fonction e* : x — e“®) est dérivable sur I avec : (e*) = u' x e*;

ul

4. siu est a valeurs strictement positives, In(u) : x — In(u(z)) est dérivable avec : (In(u)) = —.
u

Démonstration. On utilise la dérivée d’une composée. O
Remarque IV.18. On peut renforcer le dernier résultat : si u ne s’annule pas, alors In(|u|) est dérivable
/

avec (In(|ul))’ = %

Exemple IV.19. La fonction f : z — (In(z® + 1))° est dérivable sur R :
— comme u : x> 2%+ 1 est dérivable et positive sur R, alors In(u) est dérivable sur R, de dérivée :

u'(x) 2z
T = ;
u(z) a?41
— donc [ = (In(u))?* est dérivable sur R, avec pour tout x € R :
4z
/ _ 2
fl(z) = o x In(z” +1).

IV.3 Variations d’une fonction dérivable

Proposition IV.20 (Monotonie et dérivée). Si f est dérivable sur un intervalle I, alors :
1. si f" est positive ou nulle, [ est croissante;

2. si ' est négative ou nulle, alors f est décroissante.

Proposition IV.21. Si de plus f' ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur I, alors f est strictement
monotone.

1
Remarque IV.22. Le résultat ne tient pas si I n’est pas un intervalle. Par exemple la fonction f : x — —
x

. 1 . . . . .
a pour dérivée f':x — ——5 qui est toujours négative, mais n’est pas décroissante sur R*.
T

Exemple IV.23. Reprenons la fonction f définie sur R par f(z) = cos(z)sin(z)? : elle est dérivable sur R,
de dérivée en x :

f'(z) = —sin(z)* + 3cos(z)*sin(z)? = sin(z)* (4cos(z)® — 1)
donc on déduit que sur [0; g] :
— f" s’annule en 0 et % ;
— [’ est strictement positive sur ] 0; g [ ;
— [ est strictement négative sur ] g; g] .
D’ou les variations suivantes :
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x 0 /3 /2

f 0 + 0 —
3v3

0 0

On trouve le tracé ci-dessous, ou on fait :
— le tracé en bleu (par l'étude précédente) ;
— le tracé en rouge (par symétrie centrale) ;
— le tracé en orange (par symétrie aziale) ;
— le tracé en vert (par translation).

0.4+

0.2+

0.2 ¢

—0.4+

Corollaire IV.24. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante si, et seulement
si, ' est nulle.

Démonstration. Si f est constante, son taux d’accroissement est toujours nul, donc sa dérivée aussi.
Si f” est nulle, alors f est a la fois croissante et décroissante. Ainsi, si z,y € I avec x < y, alors: f(z) < f(y)
et f(z) > f(y), donc f(z) = f(y) et f est constante. O

IV.4 Dérivées d’ordre supérieur

Définition IV.25. Si f est définie sur I et n € N, on définit la dérivée n-éme de f (ou dérivée d’ordre

n) comme :
f(") B f st n=20
- (f(n—l))/ si n>1etque f("_l) est dérivable

Si f") est bien définie, on dira que f est n-fois dérivable.
Si [ est n-fois dérivable pour tout entier naturel n, on dira que f est infiniment dérivable.

Définition IV.26. On note C°(I) l’ensemble des fonctions continues sur I.

Si k € N*, on dira que f est de classe C* sur I si f est k-fois dérivable sur I et que f*) est continue
sur I. On note C*(I) I’ensemble des fonctions de classe C* sur I.

Enfin, on note C*(I) l’ensemble des fonctions C*® sur I, c’est-a-dire des fonctions de classe C* pour tout
entier naturel k.

Remarque IV.27. Comme une fonction dérivable est continue, les fonctions de classe C* sont exactement
les fonctions infiniment dérivables.

Exemples IV.28.
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2 . .
1. La fonction f :x — s <x) siz#0 est définie et dérivable sur R. En effet, on a :
0 stx =0
— sur R* : par produit et composée, la fonction f est dérivable sur R* avec :

Vo € R*, f'(x) = 2asin <1) — o8 (l)
T T

— en 0 : on procede par taux d’accroissements. Pour x # 0 :

f(x) = (0) _ #Psin(1/z) -0 _ (1) 50

i

z—0 z—0

(par encadrement). Et ainsi f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.
Et finalement, f est dérivable sur R avec :

1 1
Fre 2zsin (;) — COS (;) si x#0

0 s2 =0

La fonction f' n’a pas de limite en 0 (comme x — cos(1/x) non plus), donc f' n’est pas continue
en 0.

Ainsi, la fonction f ainsi considérée est dérivable, mais c’est pas de classe C' sur R. Elle l’est en
revanche sur R* (elle y est méme infiniment dérivable).

2. La fonction f : x + €* est infiniment dérivable. Montrons par récurrence sur n € N que : pour
tout n € N, la fonction f estn fois dérivable avec f : x s 2me?®.
— anitialisation : la fonction f est bien O fois dérivable (comme toute fonction d’ailleurs), et on
a:fO =f:x e =202 Ce qui donne la bonne formule pour n = 0.
D’ou ['initialisation.
— hérédité : soit n € N. On suppose que f est n fois dérivable avec f : x s 27e?*. Alors :
— f est (n+1) fois dérivable, comme f™ est dérivable par linéarité et composée ;
— par linéarité et composée, on a :

f(n+1) = (f(n))/ cx o 27 262 = 2ntle®
ce qui donne la bonne formule.

D’ou I’hérédité.
D’ou la récurrence.

IV.5 Continuité et dérivabilité des fonctions réciproques

Théoréme IV.29 (de la bijection monotone). Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle
I, alors f réalise une bijection de I sur J = f(I).
De plus, J est un intervalle et f~1 est continue et de méme monotonie que f sur J.

Exemple IV.30. Si a,b € R avec a < b et que [ est continue strictement croissante sur [a;b], alors f
réalise une bijection de [a;b] dans [f(a); f(D)] : pour tout élément ¢ € [f(a); f(b)], I’équation f(x) = ¢
admet une unique solution (dans [a;b]), qui est l'unique antécédent de ¢ par f.

Remarque IV.31. C’est en fait une amélioration du TVI, dans le sens ou les antécédents sont uniques.

Théoréme IV.32 (dérivabilité des fonctions réciproques). Soit f est continue strictement monotone sur un

o

intervalle I et x € 1. On suppose que f est dérivable en x, et on pose y = f(x). Alors :
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[ T
fri@) — frof(y)’

2. si f'(x) =0 : f~! nlest pas dérivable en y, et C;-1 admet une tangente verticale en (y,x).

1. si f'(x) #0 : f~ est dérivable en y, avec (f~) (y) =

Remarque IV.33. On retrouve graphiquement le résultat avec les tangentes : si D est une droite de pente

1
a # 0, sa symétrique par rapport a la premiere bissectrice est une droite de pente —.
a

Corollaire IV.34. Si I, J sont deux intervalles, [ bijective de I sur J, dérivable sur I, et que ' ne s’annule

-1 - (1Y
pas sur I, alors =1 est dérivable sur J avec : (f~') = Frof 1
Exemple IV.35. La fonction f : x + a2 est dérivable sur R, de dérivée : x — 2.
En particulier, f' est positive ou nulle sur Ry, ne s’annulant qu’en 0, donc f réalise une bijection stric-
tement croissante de Ry sur f(Ry) =R,.
Sa bijection réciproque est la fonction racine : f=1 1y VY, qui vérifie :
— siy #0 : alors en notant v = \/y, on a f'(x) = 2x # 0, donc f~1 est dérivable en vy, avec :

1 1

T o f Wy 2y

— sty =0 : comme f'(0) =0, Cs-1 admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.
ce qu’on avait déja vu sur le graphe précédent.

(F ) ()
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Théoréme IV.36. On a les dérivées usuelles suivantes :

f () Dy /(@) Dy
¢ (ceC) R 0 R
z" (n € N¥) R nz"! R
" (neZ) R* nz" ! R*
cas particulier 1 R* —% R*
T T
% (a €]1; +00[\N) R az®! R,
z® (v €]0; 1)) R, ar®! R*
cas particulier :\/x R, ﬁ R*
z* (e« € R* \ Z) R* ax®! R
e’ R v R
a® (a € RY) R In(a)a® R
In(x) R* 1 R%
x
logy(z) (b € RY) R} 1 R}
zIn(b)
sin(z) R cos(z) R
cos(z) R — sin(x) R
tan(z) R\ {= + kr|k € Z} | 1+ tan2(z) = Cosi(x) R\ {T + kr |k € Z)
arcsin(z) [—1,1] ! | —1,1]
V1—a?
arccos(z) 1, 1] —\/11_7 =11
1
arctan(z) R e R
ch(z) R sh(z) R
sh(z) R ch(z) R

41
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Chapitre 4

Sommes, produits et systemes

I Les notations Z et []

Définition I.1. Soient I = {iy,...,i,} un ensemble fini, et (a;);e; une famille de complezes indexée par I.
On définit alors :

1. la somme de tous les éléments a;, notée E a;, comme :
iel

E N P e N

iel

2. le produsit de tous les éléments a;, notée Hai, comme :
iel

Hai:ailx---xain.

icl

Si I = [n;m], pour n < m deuz entiers, on notera :

m m
Y ai=antanatoFapatan=Y aet [[ as=an-an---- e I
i€n;m] i=n i€[n;m] i=n

Remarque 1.2. Par convention, si I = (), on pose :

Zai:() et Haizl.

i€l i€l

5
Exemples 13. 1. ) k®=2%43% 4 4% 4 5% = 224,
k=2
2. [Th_p k® =23 x 33 x 4% x 5% = 1728 000.

Remarques 1.4. Les indices qui apparaissent dans une somme n’existent que dans cette somme, et leur
dénomination est arbitraire. Ainsi :

12 12
1. k x Z ap n’'est pas défini, mais Z k x ay lest;
k=3 k=3
8 8
2.3 K= 17 =1260.
k=4 1=4

43
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Proposition 1.5. Avec les mémes notations, si a; = « ne dépend pas de i € I, alors :

Za =a x Card([]) et Ha = qCardd),

i€l el
En particulier, si n < m sont deux entiers :

zm:a:(m—n—l—l)oz donc zn:oz:noz et zn:a:(n—i—l)oz
k=n

k=1 k=0

H a =™ done H a=a" et H a=a"t
k=n k=1 k=0
Proposition 1.6 (Relation de Chasles). Si Iy, Iy sont deux ensembles disjoints, alors :

Z ai:Zai—I—Zai et H ai:HaixHai.

i€l1Ulo el i€lr 1€l Ul i€lq i€ls

En particulier, st n < m sont deux entiers :

m n m m n m
2 ae=2 a+ > apet [Jac=]Jax ] a
k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=1 k=n+1

Remarque 1.7. Si I} et Iy ne sont pas disjoints, on peut écrire :

Z ai:ZCLi+ZCLi_ Z a; et H ai:HiEIlaiXHngai.

i€el1Ul> i€ly i€lo icliNils i€l1Ulo Hi€flﬂlg a;
2n—1
Exemple 1.8. En partitionnant [0;2n — 1], on peut calculer : Z laJ . En effet, pour k € [0;2n —1] :
k=0

k
— si k est pair : on écrit k = 2i, avec i € [0;n — 1], et alors : {gJ = |i] =1;

k
— si k est impair : on écrit k =25 + 1, avec j € [0;n — 1], et alors : {§J = Lj + %J =7.

Et finalement :
2n—1 k n—1 n—1 n—1 n(n . 1)

Proposition 1.9 (Linéarité de la somme). Si A\, u € C, et (a;), (b;) deuz familles indexées par I fini :
> (Aai + pb) = A (Z ai) Th (Z bi) :
iel iel iel
Remarque 1.10. Si A =p =1, ou si p =0, ceci nous donne les cas particuliers :
iel iel iel iel iel

Proposition I.11. Avec les mémes notations :

1. Hiel(a? x b)) = (HiGI az'A) X (Hiel bf) = (Hiel ai)A < (Hiel bi)u ,
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2. Hiel()‘ai) = \Card(D (Hiel ai)‘
Remarque 1.12. Attention a [’exposant pour le produit!

Proposition I.13 (Changement d’indice). Si I, J sont deuzx ensembles, f : I — J une bijection et (a;);jecs
une famille de complexes indexée par J, alors :

Z aj = Z Qi)

jeJ el

Inversement, si (b;)ier est une famille de complexes indexée par I, alors :

ied jeJ
En particulier :
m m—n
§ a; = E Ajtn
j=n i=0

Et les résultats précédents restent vrais en changeant les sommes en produits.

II Sommes classiques

Proposition IL.1 (Sommes et produits télescopiques). Si n < m sont des entiers et (a;)ic[nm+1] €st une

famille de complexes alors :

Z(akJrl - ak) = Qm+1 — Qn-
k=n
Si de plus les a; sont non-nuls :
l_m[ Ak+1 Clm+1.
Pl Qn
Exemples I1.2. Soit n € N*, on a :
1 1

1
1. sik € [L;n], alors : — — -
stk € llin], alors - o= 4= k(k+1)

, et donc :
P
k:1k<k+1) n+1

1 k+1
2. si k€ [1;n], alors : 1+E: —IL_ , et donc :

ﬁ(l—l—%):nle.

k=1

Proposition I1.3 (Somme géométrique). Si q est un compleze et n € N, alors :

1 — n+1

. — 1 sig#1
S = - q#
k=0 n+1 stqg=1
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n

Démonstration. Si ¢ = 1, alors : Z ¢ = Z l=n+1.

k=0 k=0
Siq# 1, alors :
n n
(1—gq)x ¢ = Z(qk — 1) par linéarité
k=0 k=0
= 1 — ¢""! par télescopage
D’o le résultat. O

Corollaire I1.4. Si g # 1 est un complexe, n < m deux entiers, et (ax) est une suite géométrique de
raison q (c’est-a-dire que pour tout entier k : apy1 = q X ay), alors :

¢ An — Gm+1 1-— qm_”‘H nombre de termes
E : T =y X ————— = (Premier terme) X
k=n 1 -4 l—q

1 — raison

1 — raison

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a,4p = a, x ¢~.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. O

Exemple I1.5. Pourn € N, on a :

n+12 n
3k+1 __ ol6 8 e 1
E 2 =27 —
k=5

en reconnaissant une somme géométrique de raison 8 # 1 de premier terme 2'6 = 65536 et comportant
n+12—-5+1=n+ 8 termes.

Proposition II.6 (Sommes arithmétiques). Soit n € N, alors :

n n

Démonstration. Par changement d’indice, on a : Z k= Z(n —1). Et ainsi :
k=0 1=0
2XZk—Zk+Zn— ):Zn:n(n+1)
k=0 k=0
ce qui donne le résultat voulu. O

Corollaire I1.7. Sir est un compleze, n < m deux entiers, et (ay) est une suite arithmétique de raison
r (c’est-a-dire que pour tout entier k : apy1 = ax + 1), alors :

- - - 1 n m
Zak (m—n—i—l)xan—l—(m n)(m n+)xr:ux(

5 5 m—n-+1)

Premier terme + Dernier terme
= x nombre de termes

= Moyenne des termes X nombre de termes

Démonstration. Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € N : a1 = a, + k X 1.
Le résultat découle par linéarité du point précédent. O
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Exemple I1.8. Pourn € N, on a :

n+12
16+ 3n + 37 3n +53)(n + 8
ng _ 16430437 L gy Bnt 2)<”+ )

en reconnaissant une somme arithmétique (de raison 3 mais c¢’est inutile) de premier terme 16, de dernier
terme 3n + 37 et comportant n 4+ 12 — 5+ 1 =n + 8 termes.

Proposition I1.9. Si a,b sont deux complezes, et n € N*, alors :

a® — b = (a—b) ( n—1+an—2b+ +abn—2+bn—1)
_ CL—b Zanlkbk Zankbkl'

Démonstration. On développe directement la somme :

n—1 n—1

(a o b) % Z an—l—kbk — Z(an—kbk o an—k—lbk—i-l)
k=0 k:?

_ Z(anfkbk _ anf(k+1)bk+1
k=0

= a" — b" par télescopage

Remarques 11.10. 1. pour n =2, on retrouve l'identité remarquable : a*> — b* = (a — b)(a +b) ;

b
2. on pouvait aussi reconnaitre une somme géométrique de raison —, mais cela demanderai des dis-
a
jonctions de cas suivant les valeurs de a et b,

3. inversement, on retrouve la somme géométrique en prenant a =1 et b= q.

Corollaire I1.11. 57 de plus n est impair, alors :

n—1
A"+ =(a+b)x ("' —a" b+ —ab" P+ ") = (a+0b) x Y (—1)Fa" .
k=0
Démonstration. Comme n est impair, alors (—1)" = —1, et donc : a" 4+ 0" = a — (—b)". Et on applique le
résultat précédent. O
Proposition I1.12 (Sommes quadratique et cubique). Pour n € N*, on a
2n+1)
1. k? )( ;
Z ;
—i— 1
2 Z p o O
Démonstration. Le premier résultat a été montré au chapitre 1.
Le second est laissé en exercice. ]

Remarque I1.13. Le second résultat peut aussi se lire comme :
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ce que l’on peut voir géométriquement. L’idée étant que l'aire d’un carré de coté 1 + 2+ ---+n doit étre
égale & 1+ 23 + -+ n3.

Pour cela, on peut voir que, au moment d’augmenter la longueur du carré de n, on rajoute une bande dont
aire peut étre découpée enn carrés de taille n x n. C’est-a-dire qu’on augment ’aire totale de n xn? = n?
Ce dernier point est illustrée sur la figure ci-dessous :

13 23

[l [ L L
[l [ L L
[l [ L L

III Factorielle et coefficients binomiaux

Définition III.1. Sin € N*, on définit la factorielle de n par :
n!:nx(n—l)x---x2xlznk
k=1

et on pose par convention 0! = 1.

Remarque I11.2. On peut aussi définir la factorielle récursivement par :

ol — 1 st n=20
Tl nx((n=1)) s neN*

Définition II1.3. Si n,k € N (et éventuellement k € Z), on définit le coefficient binomial “k parmin”

par :
n! ]
) f ey ee
0 sik>n

Remarque II1.4. La quantité (Z) correspond aux nombres de parties a k éléments dans un ensemble a n
éléments.
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()= (")

Exemple II1.6. On a les valeurs particulieres suivantes :

L5 =() =1

Proposition ITL.5. 5i k,n € N :

Proposition II1.7 (Triangle de Pascal). Si k,n € N, alors :

n n n _(n+1

k E+1) \k+1)
Démonstration. On procede par disjonction de cas.
Si k > n : toutes les sommes sont nulles.

Sik=mn:ontrouve: 1+0=1.
Sikelon—1]:

n! n!
®+6h) = gt e G
n! x (k+1) n! x (n—k) n!x (k+1+n—k)

T k+DIn—k)! " k+Dln—k!  (k+Dl(n—k)
(n+1)! B (n+1)
(k+DI((n+1) = (k+1)1 ¥+

]

Remarque II1.8. Le triangle de Pascal permet de calculer de proche en proche tous les coefficients bino-
miaux. On représente sur la n-éme ligne les coefficients (Z) pour 0 < k<n:

(o) =1 (1) =1
+/ \+ +/ \+

s N/ N
(o) =1 ;) =2 (5) =1
SN\ SN\ VAR
v N/ N/ \
(o) =1 (y) =3 () =3 (s) =1
+/ \+ +/ \+ +/ + +/ \+
v N/ N/ v N
(o) =1 (1) =4 () =6 6)=4  ()=1
+/ \+ +/ \+ +/ \+ ¥ \+ +/ \+
Y N N N/ N
o =1 (=5 (z) =10 (s) =10 @=5 (=1
+/ \+ +/ \ + / + ¥ \+ +/ \+

H-1 @-6 @-1 @G- G- -6 (-1

Corollaire III.9. Pour tous n,k € N : (Z) e N.
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Démonstration. En utilisant le triangle de Pascal, montrons par récurrence sur n € N la proposition :
W n 1
P(n): “Vk € N, (k)EN.
— initialisation : pour n =0 : Soit £ € N. On a :
0V [1eN sik=0
k)] 1 0eN sik>0

ce qui prouve la propriété P(0) par disjonction de cas.
— hérédité : soit n € N tel que P(n) est vraie. Soit £ € N. Alors :
—sik=0: (") =1€eN;

— sik>0: parktriangle de Pascal : ("Zl) = (kfl) —I—(Z) Par hypothese de récurrence : (kf1)7 (Z) e N.
Par somme, on déduit : (”Zl) e N.
Donc par disjonction de cas : (";1) € N. D’ou I’hérédité.
D’ou la récurrence. O]

Proposition IT11.10. Si n, k € N*, alors :

Démonstration. Le cas k > n est immédiat.
Sik<n:

ny n! B n! B nx (n—1)! _ (n—1
k(k‘) B kk!(n— B (k—=D!n—Fk)! (Kk-D((n—-1)—(k—1) n(/{: — 1>'

Théoréme II1.11 (Formule du binéme de Newton). Si a,b € C et n € N, alors :

(a+b)" = Xn: (Z) atyrr,

k=0

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N.

0
Sin=0:(a+b"=(a+b"=1et Z (2)@’“6”_’“ = <8>a0b0 = 1.
k=0
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Hérédité : soit n € N tel que (a +b)" = Z (Z) a"b"*. Alors :
k=0

(a + by défipition (a+0b) x (a+b)" "2 (a+ b) (Z) aFbnF
=0

n

linégrité n k+1bn7k - n kanrl k
> ()t O(IJ

k=0
n+1 n n
changement d’indice _
g o E : albn—l-l l+§ : kbn—H k
-1
=1 k=0

Chasles n+1 kin+1—k kpnt+l1—k n+1
= +Z( _1) b +Z<) R b

= b+ Z <(k: B 1) + (Z)) ao" T 4 g
k=1

& 1 1
_ (n—é—l)aobn—&-l—ﬂ + Z (n;l{:— >akbn+1—k + (Z 1 1) a0

k=1

n+1
Chasles Z n+1 akbn+1_k
k
k=0
ce qui conclut la récurrence. O

Exemples II1.12. Soit n € N*. Alors :

1 Z ( ) ;; (Z)l’“l"‘k =1+t =2
2. ;(_W(Z) - Z (Z) (—DM"F = (—14+1)" =0;

k=0

3. i(:)nk:kz;(k) nk 1R = (n 4 1)

k=0

n
. A A n
4. En revanche, on ne peut pas faire apparaitre une formule du binome dans la somme E < )kk,
k=0
car le nombre que l’on met a la puissance (a sa voir k ici) change lors de la sommation.

n

o s G L

k=1 =0

o) -5 () () -z one

- n k:2n—k_nn n kon—k _ aon n __ n
7.Z<k)23 -3 (k>23 —3".5" =15

k=0 k=0
- n Bkrn—k/2 _ " n k 2n—k _ - k n—k n n
8. Z(k)Q 5 Z(k)S\/g V5" <k)8\/_ =5 (8 +V5)
k=0 k=0 k=0
9. Posons :

Alors, par changement d’indice, on trouve :
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— sik € |5], alors | = 2k parcourt tous les entiers pairs de [0;n] ; donc :

20
lefo;n]

l pair
— sik €251, alors | =2k + 1 parcourt tous les entiers impairs de [0;n] ; donc :

B~ Y (7)

le[o;n]

l impair

Et ainsi, on trouve :

Et finalement :

IV Résolution de systemes linéaires

On fixe K comme étant R ou C. On appelle scalaires les éléments de K.

Définition IV.1. Un systéme linéaire a n équations et p inconnues est un systeme de la forme :

1,171 + Q122 + ... + Q1,pTp = bl
211 + A2 2X2 + ... + QppTp = b2
(S): . .

Up1%1 + GpoTa + ...+ appr, = by
ol 1, . ..,T, sont des inconnues (que l’on cherche dans K), et ot les (a; ;) et les b; sont des scalaires fixé.
Les a; ; sont appelés les coefficients du systeme.
Le n-uplet (by,...,b,) est appelé le second membre du systéme.
Le systéme obtenu en remplacant le second membre par (0, ..., 0) est appelé systéme homogéne associé

as.

On dit que (S) est incompatible s’il n’a pas de solutions, et compatible sinon.
Remarque IV.2. Un systeme homogéne est toujours compatible.
Proposition IV.3. Si (n,p) = (2,2), résoudre le systéme
ERES
ot (a,b), (c,d) # (0,0), revient a chercher lintersection des droites Dy : ax +by =e et Dy : cx +dy = f :
1. si les droites sont confondues : il y a une infinité de solutions (tous les points de Dy = Ds);

2. si les droites sont paralleles distinctes : il n’y a pas de solutions;

3. si les droites sont sécantes : il y a une seule solution.

Proposition-Définition IV.4. Avec les mémes notations appelle déterminant du systéme (S) la quantité
ad — be. Alors (S) admet une unique solution si, et seulement si, ad — be # 0.
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Démonstration. Le systeme admet une unique solution si, et seulement si, D; et D, sont sécantes.
Les vecteurs (a, b) et (¢, d) sont des vecteurs normaux a D; et Dy. Donc les droites D; et Dy sont sécantes
si, et seulement si : det((a,b), (¢,d)) # 0, c’est-a-~dire ad — be # 0. O

Proposition IV.5. Si (n,p) = (2,3), résoudre le systéme :

Joar+by+cz = g
(S)'{dx—i-ey—i-fz = h

ot (a,b,c),(d,e, f) # (0,0,0), revient a chercher l'intersection des plans Py : ax + by + cz = g et Py :
de+ey+ fz=h:

1. si les plans sont confondus : il y a une infinité de solutions (tous les points de Py = Ps);

2. si les plans sont paralléles distincts : il n’y a pas de solutions;

3. si les plans sont sécants : il y a une infinité de solutions (tous les points de la droite Py N Ps).

Définition IV.6. Un systeme est dit échelonné si le premier coefficient non nul de chaque ligne, qu’on
appelle pivot, est situé strictement a gauche des pivots des lignes suivantes.

Remarque IV.7. Si on note j; lindice du pivot de la ligne L;, cela revient a dire qu’il existe k € [1;n] tel

que : les lignes Lyiq, ..., L, du systeme homogene sont nulles, et que :j1 < jo < -+ < Jk.
1,5, Ljy + ... + + ... e = b1

0 + 0 4+ a9ixi, + ... + ... ... = b
(8): . . e . . . . ’

Exemple IV.8. Le systeme suivant est échelonné :

ry + 31132 + 2.1’3 =0
2£L'2 + 4.1'3 =
— T3 = 1

Définition IV.9. Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéeme sont :
1. la permutation : on échange les lignes L; et L;, codée par L; <+ L; ;
2. la dilatation : multiplication d’une ligne par un scalaire A non nul, codée par L; <— A\L; ;

3. la transvection : ajout a la ligne L; d’un multiple de la ligne L;, codée L; <— L; + AL;.

Remarques 1V.10.
1. I faut bien considérer toute la ligne a chaque fois (y compris b;).

2. L’ordre des opérations a une importance, et on les fait successivement.

Définition IV.11. On dit que deuz systémes linéaires sont équivalents si l’on peut passer de ['un a 'autre
par un succession finie d’opérations élémentaires.

Remarque IV.12. On peut “revenir en arriére” apres avoir fait un opération élémentaire, et ceci a l'aide
d’une autre opération élémentaire. Plus précisément :

— wune permutation est annulée par elle-méme ;

— une dilatation de rapport A est annulée par la dilatation de la méme ligne de rapport % ;

— une transvection de coefficient \ est annulée par la dilatation des mémes lignes de coefficient —\.
En conséquence, la relation “étre équivalent” sur les systemes est une relation d’équivalence.

Théoréme 1V.13. Deux systéemes équivalents ont méme ensemble solution.
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Démonstration. Constatons déja que chaque opération élémentaire ne peut qu’agrandir I’ensemble solution
du systeme initial. Ceci est clair car un systeme d’égalité est bien préservé quand on les combine par les
opérations élémentaires.

Comme on peut revenir en arriere par d’autres opérations élémentaires, le résultat découle par double
inclusion. O

Théoréme IV.14 (Algorithme du pivot de Gauss—Jordan). Tout systeme est équivalent a un systéme éche-
lonné. La succession d’opérations élémentaires est donnée par la méthode de Gauss-Jordan.

Remarque IV.15. Lintérét est qu’un systéeme échelonné est trés facile a résoudre par méthode de remon-
tée : on résout les équations avec le moins d’inconnues, puis les réinjecte dans les précédentes.

Les inconnues qui n’apparaissent pas comme pivots sont alors choisies librement et constituent des para-
metres pour décrire ’ensemble solution.

Méthode IV.16. La méthode se fait récursivement selon le nombre d’inconnues du systeme. On considére
le systeme :

a1 + aipT2 + ...+ aipr, = b

211 + A2 2X2 + ... + QppTp = bg
(S) : .

p1%T1 + GApoTo + ...+ appr, = by

— s1 tous les a; 1 sont nuls : alors la premiére colonne du systeme est nulle, et on continue a échelonner
sutvant les colonnes suivantes ;
— sinon : quitte a permuter deuz lignes, on a a;1 # 0. On fait pour tout i € [2;n] la transvection :

a; 1
L1<—Lz— R

Ly. La premiére colonne du systeme a seulement son premier coefficient non nul. Le
11
systéeme obtenu est de la forme :

a1l -+ a12%2 + ... + a1,pTp = b1
/ /

0+ aye2 + ...+ anpr, = by

I /

0+ apom2 + ...+ anpr, = U

ou, pour tout i € [2;n] et tout j € [2;p] on a :

;1 ;1
aéj = Q55 — —Q15 et b; = bj — bl.
a11 a11
et il suffit alors d’échelonner le systéme :

ab,ry + + ap,r, = b

2,202 nplp  — V2

CHE . :

! + + = b
Ay, 9T2 - AnpTy = Oy

aA

Remarque IV.17. En pratique, on prendra un piwot qui facilite les expression il (par exemple avec
aii

a1 = 1)

Corollaire IV.18. Un systéme compatible (par exemple homogéne) a n équations et p inconnues possede
une infinité de solutions dés lors que p > n.
En particulier, il admet une solution non nulle.

Démonstration. On échelonne le systeme, ce qui donne un systeme échelonné, a n équations.

Comme p > n, alors I'une des inconnues n’apparait pas comme pivot, donc peut étre choisie librement
dans K.

Pour chacune des valeurs choisie, la remontée permet de trouver une solution au systeme. L’infinité de
I’ensemble solution découle alors de l'infinité de K. O]
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Exemple 1V.19. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

T1 + Ty — x3 = 2
(S) . 2ZE1 — T2 + XT3 = 1
4ZE1 + x2 + 31‘3 = 3
2
-3

Ty + X9 — x3 =
S) < — 3x2 + 3x3 = avec { 52 = 22 : iél
- 3I2 + 71’3 = =5 3 3 !
ry + X9 — xT3 = 2
& — 3xy + 33 = -3 avec { Ly <+ Ls— Ly
—|— 41’3 = —2
r3 = —1/2
-~ T9 = 1l4+ax3= 1/2
rKT = 2 — To + T3 = 1

Donc le systéeme admet pour unique solution (1,1/2,—1/2).

Exemple 1V.20. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

T, + X9 — T3 =
(S):q 2237 — 22 + w3 =1
4r1 — 3x9 + 3x3 = 1
Ty + X2 — Tz = 2
S) & — 3xy + 3x3 = —3  avec { §2 : 22:121%1
— Tzg + Tzz = -7 3 s !
ry + X9 — T3 = 2 7
= — 39 + 323 = -3 avec { L3 — Lg——LQ
0 = 0 3
r3 = I3
& ro = 14 a3
r1 = 2—172+ZL‘3:]_

Donc le systéeme admet pour solutions exactement tous les triplets de la forme (1,1 + x5, x3) pour x3 € K.

Exemple IV.21. Résoudre le systeme a 3 équations et 3 inconnues :

I + x9 — T3 = 2
(8) . 2231 — Ty + x3 = 1
41’1 — 31‘2 + 3%3 = 3
Ty + X2 — T3 = 2
S) & — 313 + 33 = -3 avec { 52 : §2:i§1
— 7ZE2 + 7£L‘3 = =5 3 3 !
Ty + X3 — T3 = 2 7
=4 — 32y + 33 = -3 avec { Ly <+ L3—§L2
0 = 2

Donc le systeme n’admet aucune solution.

Exemple IV.22. Résolvons le systéme (S) : {x +2y+ 3z =4.
Le systeme est déja échelonné. On a donc :

(S)er=4—-2y—3z

donc l'ensemble solution est : {(4 — 2y — 3z,y,2) |y, z € R}.
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Remarques 1V.23.

1. Dans le premier exemple, on vérifie bien que l'unique solution trouvée est bien une solution. On peut
le faire pour quelques solutions dans le deuziéme exemple (par exemple pour (1,1,0) ou (1,0,—1)),
ce qui permet souvent de détecter une erreur de calcul.

2. En pratique, on préfére faire apparaitre les paramétres avec des lettres grecques (o, 5,7, A, th, ... ).
Et donc on écrirait plutot [’ensemble solution précédent comme :

{(1L,L1+ XN )€K}

3. On aurait pu échelonner différemment, en faisant disparaitre xo (au liew de x3). On aurait ainsi
choisi xo librement (et non x3), ce qui aurait donné le méme ensemble solution, mais sous la forme :

{(1,A, =1+ )| €K}

4. Dans le deuzieme exemple, le point clef est que [’on ne donne des roles auz différentes inconnues :
en faisant la remontée, on choisit sur chaque ligne une inconnue exprimée qui n’a pas encore de
role, qui sera un pivot, et les autres sont choisit par défaut comme paramétres.



Chapitre 5

Les fonctions usuelles

I Logarithmes, exponentielles et puissances

I.1 La fonction logarithme

. . L , Ny . 1
Définition I.1. On appelle fonction logarithme népeirien ['unique primitive de la fonction x — — sur
x

R% qui s’annule en 1. On la note In ou Log.

Théoreme 1.2. Sia,b € RY et n € Z, alors :
1. In(ab) = In(a) + In(d) ;

2 (1) = -t

a

3. In (b> = In(a) — In(b) ;
4. In(a™) = nln(a).

Démonstration.

1. Sia,b> 0, on considere la fonction f, : z — In(zb) — In(z)

1
Alors f, est dérivable sur R* , avec : Vo € RY, f'(z) = % ——=0.
x x

Donc f;, est constante, donc : f(a) = f(1), donc : In(ab) — In(a) = In(b).

2. On déduit : 0 =In(1) =In (al) = In(a) +In <1)

3. De méme : In <%) =In(a) +In (%) = In(a) — In(b).

1
4. Par récurrence : Vn € N, In(a") = nln(a). Puis : ¥n € N, In(a™) = In (—) = —nln(a).
an

Proposition 1.3. La fonction In est strictement croissante sur R7, telle que :

lim In(z) = +00 et lim In(z) = —oc0.
z—+00 z—0t

1
Démonstration. — Vz € R, In'(x) = = > 0 donc In est strictement croissante ;
x

o7
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— montrons que lim In(z) = 400, c’est-a-dire que :

T—+00
VAeR, 3B>0, Vz € R}, x> B = In(z) > A.
Soit A € R.
Par stricte croissante, on a : In(2) > In(1) = 0.
Posons N = LﬁJ + 1 (qui est un entier). Alors :
@Y = N In(2) > —o .In(2) = A
B ~ In(2) B
Par croissance de In, B = 2" convient.
1
— lim In(z) = lim In (—) = — lim In(z) = —oc0.
r—0t T——+00 €T Tr——+00

Corollaire I.4. La fonction In réalise une bijection strictement croissante de RY sur R.

Démonstration. Découle de la continuité de In : avec le résultat précédent, on peut bien utiliser le théoreme

de la bijection monotone.
Proposition L.5. L’équation In(x) = 1 posséde une unique solution : on la note e, et on a e ~ 2, 71828.

Proposition 1.6. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :

T 0 +00
In’ +
—+00
In /
—00
2 1
1 N
_]_ |
9|

Définition 1.7. Sia € R% \ {1}, on lui associe la fonction logarithme de base a, notée log,, comme la

1
fonction définie sur RY par : Vo € R, log,(z) = lngmi‘
n(a
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Remarques 1.8.

1. On utilise beaucoup le logarithme en base 2, aussi appelé logarithme binaire, et le logarithme en
base 10, aussi appelé logarithme décimal, et noté parfois log.

2. Le logarithme népeirien est le logarithme de base e.

Proposition 1.9. La fonction log, réalise une bijection strictement monotone de RY sur R telle que
log,(1) =0 et log,(a) = 1.
Elle est strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1, et vérifie les formules du

théoréme [[.2.

I.2 La fonction exponentielle

Théoréme-Définition 1.10. On définit la fonction exponentielle (népeirienne), notée exp, comme la
réciproque de la fonction In.
Elle est définie sur R par :

Ve e R, Yy e R, y=exp(x) & = =In(y).
La fonction exp est continue, strictement croissante et dérivable sur R, de dérivée elle-méme.

Démonstration. L’existence, la continuité et la monotonie découlent des propriétés de In.

1
Comme In’ =  + — ne s’annule pas sur R*, alors exp est dérivable sur In(R%) = R.

. x
SizeR,ona:
1 1

exp'(z) = = = exp(x).
010) = ey~ T — el
exp(z)
0

Remarque I.11. On notera plutot e au lieu de exp(x).
La raison étant que, sin € Z, on a : In(e™) = nln(e) = n, donc exp(n) = ™.
Théoreme 1.12. Sia,b € R et n € Z, alors :

1. e%tt = e ;

B 1
2. e %= —;
ea
a—b __ e

3. e = g s

4 ena — (ea)n
Démonstration. Découle des propriétés analogues du In. Montrons par exemple la premiere.
Par définition de exp, on a :

et = e’ & a + b = In(e"e’)
Mais pas propriété de In, on a :
In(e®’) =1In(e®) +In(e’) =a +b

et ainsi on a bien et = ¢4 - ¢b. O

Proposition 1.13. On a le tableau de variations et la représentation graphique suivants :
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X —00 400
exp’ +
—+00
exp /
0
4 1
3 1
exp
2 1
3 -2 1 1 2 3 4
_1 i
_2 i
_3 i

I.3 Les fonctions puissances et exponentielles

Définition 1.14. Sia € R* et a € R, on définit le nombre a puissance o comme : a® = exp (aln(a)).
Remarque 1.15. La notation x™, pour x < 0, n’a de sens que sin € Z.
Proposition 1.16. Si a,b € R} et o, 8 € R, alors :

o
1. a®P =q*-aP et a® P = a4

7
2. () = (a*) = (a*)";
a\® a®
5. (ab)* = b et (5) =
(ab)® = a“b™ e 3 -
Définition I.17. Si a € RY, on appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp, définie sur R
par : exp,(r) = a® = "M@,

Proposition 1.18. La fonction exp, est dérivable sur R avec : Vo € R, (exp,)'(z) =In(a) - a® :

1. sta =1 : elle est constante de valeur 1 ;
2. si.a>1 : elle réalise une bijection strictement croissante de R sur R ;
3. sta <1 : elle réalise une bijection strictement décroissante de R sur RY .

Démonstration. La dérivabilité et la dérivée sont données par composition. Les limites aux bornes égale-
ment. On conclut par théoreme de la bijection monotone pour les cas ou a # 1. n

Proposition 1.19. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivants :
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exp, 1/ exp, \1
a>1 / a<l1 \
0

O<a<l1 a>1

a=1

5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5

Définition 1.20. Si o € R, on appelle fonction puissance « la fonction f, définie sur RY par : fo(z) =
a _ yaln(z)
x*=e )

Proposition 1.21. La fonction f, est dérivable sur R avec : Vx € R, fl(z) =a-2*' :
1. si a =0 : elle est constante de valeur 1, et prolongeable par continuité en 0 ;

2. st a < 0 : elle réalise une bijection strictement décroissante de RY dans lui méme, avec pour
asymptotes les axes du repére ;

3. st >0 : elle réalise une bijection strictement croissante de RY. dans lui-méme.

Démonstration. Par dérivabilité des fonctions composées, f, est dérivable sur R* avec :

1
Vo € Ri7 fé{(l‘) — q=eW@) — (7 lpa — fpol
x
Ainsi, f! est du signe de «, ce qui donne la monotonie cherchée.
Le théoreme de la bijection monotone donne la bijectivité lorsque o # 0 (f, étant dérivable, elle est bien
continue). Reste a calculer les limites aux bornes pour avoir ’ensemble image :
— sia>0:limz® = lim e*™® =0 et lim 2% = lim e"® = +00;

z—0 z—0 T—+00 T——+00
— sia<0:limz® = lim e*™®) = 400 et lim z® = lim @) = Q.
z—0 z—0 r——00 r—~+00
Ce qui donne bien la bijectivité annoncée.
Et le dernier point donne les asymptotes. O

Proposition 1.22. Si a # 0, alors : f;1 = f1.

Démonstration. Soit o # 0. Soient x,y € R%. Alors par opérations sur les logarithmes et les exponentielles
on a :

1
Jole) =y & explaln(o)) =y aln(a) = In(y) & 7 = xp ( 210(0)) = fisal0)
ce qui donne le résultat. O

Remarque 1.23. On pouvait aussi constater que :

Ja <f;($)> = <:cé>a = 2o = 1.

@
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Proposition 1.24. Si o > 0, la fonction f, est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.
Son prolongement est :

1. non dérivable en 0, avec une tangente verticale, si 0 < a < 1;
2. dérwable en 0, de dériwvée 1, st =1

3. dérivable en 0, de dérivée nulle, si o > 1.

Démonstration. Le prolongement continu découle des limites calculées précédemment. Pour x > 0, le taux
d’accroissement de f,, entre 0 et x est donné par :

fal2) = fa(0)

T —0 = xa_l = fa—l(x)

To(z) =

et on peut alors utiliser les limites calculées précédemment.
On trouve bien le résultat voulu, ou la disjonction suivant le signe de o« — 1 nous donne bien les trois cas
de la proposition. O

Proposition 1.25. On a les tableaux de variations et les courbes représentatives “génériques” suivants :

x 0 1 400 x 0 1 400

fa 1/
a>0 /

0
4 a>1
a=1
3,,
2,,
1+ O0<a<l
0 1 2 3 4

I.4 Comparaisons et limites

Théoréme 1.26 (Croissances comparées). Sia >0 et f€R :
In(x) (In(x))”

1. lim —= = lim ——— =0;
r—+oo0 T T—+00 xre

2. lim zln(z) = lim 2 |In(z)|” = 0;
z—0 z—0

3. lim C —fm &= +00

r—+o0 I r——+00 :1;5

4. lim ze® = lim |2fe™ = 0.
T—r—00 T—r—00
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Démonstration.
1;4+00] — R

1. Considérons ¢ : { o () —2vF

1 1 1 -/t
Alors ¢ est dérivable sur [1; +o00], de dérivée en t : ¢'(t) = T = t\/— <0
Donc ¢ est décroissante sur [1; 4+o00[ : comme (1) = —2 < 0, alors ¢ est strictement négative sur

[1; +o0].
In(x) 2
x = Vv

Sixz >1,onadonc:0<In(z) <2y, donc: 0 <

In(x
Par encadrement : lim L
x—+o00

= 0.
En posant y = x%, donc x = yi, on trouve :

1 In(ya 11
lim n(z) = lim —n(y ) = lim __n(y)
z—4o00 ¢ y—too Y y—too Y

=0

ce qui donne le cas g = 1.
Le cas f < 0 est immédiat (on n’a pas une forme indéterminée). Considérons donc g > 0. Alors :

(In(x))” <ln(fl¢) ) ’

o\ go/8

ce qui donne par le résultat précédent et I'étude en 0 de la fonction x +— 2% (comme 3 > 0) :

1 B
lim (In(x)) = limy” = 0.
T——+00 xre y—0
1 1
2. On pose y = —, donc x = —. Alors :
z )
»(5)]
n —
1 B
lima® (@) = tm LML gy O]
z—0 y—+00 ye y—+oo  Y<
[e %43 1
3. In (e_) = azr — fln(z) = ax x <1 — EM) — 400
P a T z—+00
donc en composant avec la fonction exponentielle : liril e_ﬁ = +00.
r—+o00 I
B Inje|
4. In (Jzffe*) = az + fIn(|z]) =az x (1 + =——] — —o0
(6% €T T—r—00

donc en composant avec la fonction exponentielle : lim |z[?e® = 0.
T—r—00

Remarques 1.27.

1. L’exponentielle croit infiniment plus vite que les puissances, qui croissent infiniment plus vite que
le logarithme. Cela se manifeste dans les limites précédentes en notant que, dans le cas de formes
indéterminées, c’est la partie “dominante” qui donne la limite.

2. Les cas ou 8 > 0 sont en fait les seuls cas intéressants : si f < 0, on n’a pas de forme indéterminée,
et un calcul direct donne la limite (par quotient ou produit).
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Exemples 1.28. Pour déterminer une limite, on commence par regarder si les limites classiques et les opéra-
tions sur les limites suffisent. Sinon, c’est qu’on obtient une forme indéterminée : il faut alors transformer

I’expression habilement pour faire disparaitre ces formes indéterminées.

7. lim ety .

z—+oo TP
-5 2341 -5 341 . 1—;—4:(:—)-1-00 .
-0 -0 YT
. In(z%41) |
- xllgil-loo 43
ln($4+1)_ln($‘4—|—1)xaj4+1_1n(x4+1) X(l‘i‘x%l)l/z o
I2+3 N x4+1 x2+3 o ($4+1)1/2 1+x_32 oo
=0 e
- 631
s acgrfoom"'2
6393 6396 3z
v N~ ——
—+00 —3
. 3x
4' 962141100;3_+1
631‘ 6330 y (31‘)3 L
- 00.
d+1 (Br)d 2341 ateo
———
— 400 —27
22
5. lm g
eg';z 61,2 ( 2>4 N
- 00
eT 412 (@)t 2T + 12 aortoo
——
—+o0 —+00
i &o—3zlnztlna .
6. xgl:f_loo eT+xsin x
$3—3xlnx—|—lnx 3 1_3ir12x+12_g
z : = 5 X 14 Zeoma 2:—>—+>oo 0.
e +xsinx e Zsina
—0 “/_’_ﬂ

Proposition 1.29 (Limites classiques).

/. lim 2+ 2)
z—0 xX

T
2. lime =
x—0 €x

)

1

Démonstration. Dans les deux cas, on reconnait des limites de taux d’accroissement :

In(1 In(1 —In(1
1. limuz im n(l + ) n():hl/(l)zl;
z—0 T z—0 (1—|—a})—1
T T 0
et —1 o et—ed
2 UIEILI(I) . _alclg(l);c— =exp'(0) =1
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Proposition 1.30 (Inégalités classiques). Les fonctions In et exp vérifient que :
1. six>—1, alorsIn(1+z) <z;
2. sixz €R, alorse® > 1+ x.

De plus, les inégalités précédentes sont des égalités si, et seulement si, x = 0.

Démonstration.

1. posons ¢ définie sur | — 1; +oo[ par :p(x) = In(1 4+ z) — .

1 x
Al t dérivabl L@ (z) = —1=- .
ors ¢ est dérivable avec : /() T2 T2
D’oui les variations :
x —1 0 400
¢ + 0 -

Donc ¢ est négative sur |1; +oo[, ce qui donne I'inégalité voulue.
2. posons ¥ définie sur R par :¢(z) = e* —x — 1.

Alors 1) est dérivable avec : ¢/'(x) = e® — 1.

D’ou les variations :

x —00 0 +o0
Y’ - 0 +
(0 \ /

0

Donc ¢ est positive sur R, ce qui donne l'inégalité voulue.

Remarques 1.31.

1. Par croissance de la fonction In sur R, on peut déduire la premiére inégalité de la seconde en
composant par la fonction In.

2. En combinant les deux derniers résultats, on peut raffiner les limites précédentes :

In(1 r_q In(1 v _q
i RO D) e of tim POED) €
rz—0+t x r—0— x r—0— x rz—0+t x

I.5 Puissances de fonctions par des fonctions

Proposition 1.32. Si u,v sont des fonctions définies sur un intervalle I et dérivables sur I, avec u a valeurs
dans R% . Alors la fonction f : x +— u(z)°®) est bien définie sur I. De plus, elle est dérivable sur I, de
dérivée x +— In(u(x))v' (2)u(z)*@ + v(z)u' (z)u(z)"@ -1,
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Démonstration. Comme u est a valeurs dans R, alors f est bien définie.
Pour analyser en détail f, on préfere écrire : f : x +— exp (v(x) - In(u(x))).
Par composition et produits, la fonction f est dérivable sur I, et sa dérivée en x € I est donnée par :

f(z) = (v-In(u))'(z) - exp (v(@)n(u(x))) = (v - n(w) (2) - u(z)"?

qui donne bien la formule précédente en constatant que :
(v In(w))"(z) = In(u(x))'(x) +

]

Remarque 1.33. Cette formule n’est pas a connaitre : elle est la pour illustrer comment étudier ce type de
fonctions, ce qui se fait systématiquement par passage par l’écriture exponentielle d’une puissance.

Exemple 1.34. Etudions la fonction f:x — .
A cause de la puissance quelconque qui apparait, f est définie sur R
De plus, elle est dérivable. On calcule sa dérivée en écrivant que z* = exp(zln(x)), ce qui donne pour tout
reRY -
f(@) = (in(2) + 1)a”,

Par stricte croissance de In, on déduit le signe de f" sur R, et donc les variations de f.
Etudions les limites de [ auz bornes de R, :

— en 0 : par croissances comparées, on a .’liH(l] zln(xz) = 0; et donc par composition de limites :
T—>

lim f(z) = lim exp(zln(x)) = lim exp(z) =1
z—0 z—0 z—0

donc liH(l) f(z) = 1; ceci nous dit que [ est prolongeable par continuité en 0; on notera g son
T—

prolongement, qui est donc défini sur Ry par :

¥ st x>0
9(1’):{

1 s =0 "

— en 400 : lir}rn zln(z) = 400 (par calcul direct), et donc par composition :
T—+00

lim f(z) = lim exp(zln(z)) = lim exp(z) = +o0

r——00 T—>+00 r—4-00

donc xl_l}gl_loo f(z) = +o0.

On déduit donc le tableau de variations suivant :

f - 0 +

/ T~

\

® =

Etudions plus en détail f en O et en +00 :
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— en 0 : on a déja le prolongement par continuité,; étudions la dérivabilité du prolongement. Pour
x > 0, le taur d’accroissement de g entre O et x est donné par :

o) = a:acx_ 1 exp(xlr;(ac)) -1 exp(illrrll((z))) -1 In(z)

et par limite classique et produit de limites, on a ainsi : lir% To(z) = —00. Donc g n’est pas dérivable
T—>

en 0, mais sa courbe y admet une tangente verticale.
— en +oo pourx >0, on a:

Jlx) = 2" = exp((x — 1)In(x))
x
et donc lim @ = 400 (par caleul direct). Donc la courbe de f admet en 400 une branche

T—r+00
parabolique d’aze vertical.

On a donc le tracé suivant :

II Les fonctions circulaires

II.1 Le cercle trigonométrique

-
?

—
J

).

Définition II.1. Le cercle trigonométrique est le cercle C de centre O et de rayon 1 : C = {(z,y) €
R? 22 +¢% =1}.

On se place dans le plan muni d'un repere (O,

)

Définition I1.2. Pourt € R, on considére la demi-droite D issue de O faisant un angle t avec l'aze des
abscisses. Elle coupe C en un unique point M.

On appelle cosinus de t, noté cos(t), l'abscisse de M. On appelle sinus de t, noté sin(t), l'ordonnée de
M.
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sin(t)s=----======---

~
R

Q
o
]
—~
~
~

Définition II.3. Sit € R\ {% + km, k G,Z} = UkeZ}_g +km; 5+ k:w[, on définit sa tangente, notée
sin(t)

tan(t), comme : tan(t) = 55

Proposition I1.4 (Paramétrisation du cercle trigonométrique). St M (z,y) est un point du cercle, il existe
un réel t tel que (z,y) = (cos(t),sin(t)). Ce réel est unique a 2w pres.

Démonstration. La demi-droite [OM) fournit I'existence, en prenant pour ¢ I'angle qu’elle fait avec I’axe
des abscisses.

L’unicité provient de la définition méme de 7 : deux valeurs de ¢ doivent différer d’un nombre de tours
entier du cercle, donc d’un multiple entier de 2. O

Remarque I1.5. En pratique, on utilisera la paramétrisation pour dire qu’il existe un unique t dans | —; |
ou dans [0; 27].

Corollaire I1.6. Sir > 0, et que M (z,y) est un point du cercle de centre O de rayon r, il existe un unique
réel t (a 2m pres) tel que : (x,y) = (rcos(t), rsin(t)).
Démonstration. Pour un tel (z,y), on a : 2% + y? = r%
x
Donc, en posant (2/,y') = (—, y), ona:ax?+y?=1.
rr
Donc (z/,y") = (cos(t),sin(t)), puis (x,y) = (rcos(t), rsin(t)). O

Proposition IL.7. Sit € R, alors :

cos?(t) +sin*(t) = 1,

2. cos(t + 2m) = cos(t) et sin(t + 27) = sin(t) ;
3. cos(—t) = cos(t) et sin(—t) = —sin(t) ;

4. cos(m —t) = —cos(t) et sin(m —t) = sin(t) ;
5
6

~

. COS <§ - t) = sin(t) et sin <g — t) = cos(t) ;

csit# 54 kn, k€ Z :tan(t + ) = tan(t).

Démonstration. 1. théoreme de Pythagore;
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2. définition de 7

3. la symétrie d’axe horizontal transforme D; en D, ; donc envoie (z,y) = (cos(t), sin(t)) sur (z, —y) =
cos(—t),sin(—t));

4. pareil avec la symétrie d’axe vertical ;
5. pareil avec la symétrie d’axe oblique;

6. découle de 3. et 4..
Proposition I1.8. Les fonctions cos et sin sont 2w-périodiques.
De plus, cos est paire, sin est impaire et pour toutt € R on a :
cos(z + m) = —cos(x) et sin(x + 7) = —sin(x).
Proposition I1.9. La fonction tan est w-périodique et impaire.

Proposition I1.10 (Valeurs remarquables). On a le tableau de valeurs :

; ol T 7T T T
6 4 3 2
1 2 3
sin(t) | 0] = £ £ 1
2 2 2
V3 V2| 1
1] X2 X2 2
cos(t) 5 5 5 0
3
tan(t) | 0 \/?— 1 | V3 | pas défini

Démonstration. Les valeurs pour 0 ou 7 sont immédiates. Pour les autres valeurs, on utilise le théoreme
de Pythagore dans des triangles particuliers (isocele-rectangle ou équilatéral). O]

Proposition II.11. Si a,b € R, alors :

1. cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) ;
2. cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b) ;
3. sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b) ;
4. sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b) ;
5. sia,bya+b# 5 +kr, k€Z :tan(a +0b) = tan(a) + tan(b)

1 — tan(a)tan(b) ’
tan(a) — tan(b)
1 + tan(a)tan(b)

6. siabja—b# 5 +kmr, k€Z :tan(a—b) =
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Démonstration. On se contente de montrer la deuxieme (les autres en découlent).
On pose M N__E_)C avec M (z,y) = (cos(a),sin(a)) et N(z',y") = (cos(b), sin(b)).
Alors : EQ_}N,_Q_)M) = (a —b).
Donc : ON.OM :_O>M_-QN -cos(a — b) = cos(a — b).
Mais on a aussi : ON.OM = zz' + yy' = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).
Ce qui donne bien I'égalité cherchée. n
Corollaire I1.12. Pour tout a € R :
1. cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin®*(a) ;

2. sin(2a) = 2sin(a)cos(a) ;

‘ . 2tan(a)

8. sia,2a# 5+ km, k€Z :tan(2a) = T tan’(a)

Et ainst : . 5 . 5
cos?(a) = 1+cos(2a) , sin?(a) = 1 — cos(2a)
2 2

Corollaire 11.13. Si a # km, k € Z, on pose t = tan (%) Alors :

1. sin(a) = 13;2 ;

2. cos(a) = ﬁﬁj ;

3. tan(a) = 25 (sia # k%, k€ Z)

Démonstration. Montrons par exemple la premiere. A Paide du résultat précédent, on trouve :

2t 2tan(a/2)  _sin(a/2) o L
T2 T ra’(a)s) QCOS(Q/Q)COS (a/2) = 2sin(a/2)cos(a/2) = sin(a)

ce qui donne bien le résultat cherché.
Les autres égalités se montrent de méme. O]

Corollaire I1.14 (Formules de développement). Si a,b € R :
1. cos(a)cos(b) = % (cos(a+b) 4+ cos(a — b)) ;
2. sin(a)sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)) ;
3. sin(a)cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b)).

Corollaire I1.15 (Formules de factorisation). Sia,b € R :

b —b
1. cos(a) + cos(b) = 2cos (a; ) cos <a ) ;

2

2 o) sty = i (1) (57).

3. sin(a) + sin(b) = 2sin <CLT+Z)> cos (a ; b) :
4. sin(a) — sin(b) = 2cos (a —2i_ b) sin (a ; b)_

Corollaire I1.16 (Factorisation générale). Si a,b € R, il existe un réel ¢ tel que :

Vi € R, acos(t) + bsin(t) = vVa? + b2cos(t — ¢).
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Démonstration. Sia = b= 0, alors tout réel ¢ convient.

2 2

b

Sinon, comme (ﬁ) + (\/ﬁ) = 1, alors il existe ¢ tel que : cos(p) =
a a

Et un tel ¢ convient d’apres les formules d’addition. O]

Exemple 11.17. Considérons pour t € R ['expression :
cos(t) 4+ v/3sin(t).

On a :
1 1 V3 V3
= et —— ="
12 4+ /3 12 4+ /3

et ainsi on p = § convient. Ce qui donne finalement :

Vt € R, cos(t) + V/3sin(t) = 2cos (t - g) :

Remarques I1.18.

1. En pratique, on commence par regarder cos(p) (ce qui donnep au signe pres), et sin(y) permet de
lever 'ambiguité sur le signe.

2. Ce résultat permet de mieuxr comprendre les valeurs prises par une combinaison linéaire de sin et

cos. Par exemple, dans ’ezemple précédent, on voit que ’expression prend toutes les valeurs entre
—2 et 2.

I1.2 Propriétés des fonctions circulaires
Lemme I1.19. On a les limites :
1. lim sin(t) =0
t—0

2. lim cos(t) =1;

t—0
in(t
5. tim SO _
t—0 t

Démonstration. Soit h € }0; g[ :
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tan(h)
sin(h)
H
O cos(h)

On a les aires suivantes : .
— le triangle OM1I est d’aire w :
— le secteur angulaire entre [OI] et [OM] est d’aire 2 ;

2
— le triangle ONT est d’aire tan(h),

2
Et donc :
0 <sin(h) < h < tan(h).
1. par encadrement : on trouve lim sin(h) =0;
h—07+

Par parité, on a : lim sin(h) = 0.
h—0—

Donc : lim sin(t) = 0
t—0

s N Ts T _ <20t —1-
2. D’ou: E}% cos(t) =lim (1 —2sin®(%)) =1;

t—0

3. En divisant par sin(h) :

1< h < 1
~ sin(h) ~ cos(h)
in(h
d’ou par encadrement : lim sin(h) = 1.
h—0t+
in(h
Et par parité : lim sin(h) =1
h—0~
in(t
Donc : lim sin(t) = 1.
t—0 t

Proposition I1.20. Pour tout x € R, on a : |sin(x)| < |z].

Démonstration. On procede par disjonction de cas :
— six=0:0k;
— si 2 €]0; 5[ : c’est fait dans la démonstration précédente;
— s% x €] — 5;0[ : c’est vrai par parité; ‘
— siz¢] -5 5[ alors [z| > 5 > 1> [sin(x)].
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Théoréme I1.21. Les fonction sin et cos sont continues et dérivables sur R, avec sin’ = cos et cos’ = —sin.

Démonstration. On utilise le lemme et les formules d’addition.

Continuité : Si xz,y € R :
2¢0S Tty sin (1Y <2
2 2

donc lim (sin(x) — sin(y)) = 0 : sin est continue en z, donc sur R.
y—x

|sin(x) — sin(y)| =

(XY
JRE—— < —
Sm( 5 )‘ |z — y|

Comme Vz € R, cos(x) = sin (x + %), alors cos est la composée des fonctions continues sin et x — x + 7,
donc cos est continue sur R.
Dérivabilité : Si x,y € R avec z # y :

sin(z) = sin(y) _ (x ' y) sin (+5*)

Ty =R

et :

— par continuité de cos : lim cos (*F¥) = cos(z);

y—z
sin( 5% in(t
— par le lemme : lim g_j ) - limw =1.
Yy—T 5 t—0 ¢
Donc : lim sin(x) = sin(y) = cos(z).
y—a r—y

Donc sin est dérivable sur R, avec : sin’ = cos.
Par dérivée d’une composée, cos est dérivable et pour tout z € R :

cos'(z) =1 x sin’ (m + g) = CoS (m + g) = —sin(x)

donc cos’ = —sin. ]
Corollaire I1.22. Les fonctions cos et sin sont de classe C*° sur R.

Démonstration. On prouve par récurrence sur n € N que pour tout n € N les fonctions cos et sin sont
n-fois dérivables avec :

(n) nm . (n) . nmw
cos'’ = cos (m + 7) et sin''"’ = sin (x + 7) .

]

Corollaire I1.23. La fonction tan est continue et dérivable sur R\{%+kn, k € Z}, avec : tan’ = 1+tan® =
1
cos? *
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