PCSI2 Lycée Champollion 20262027

Feuille d’exercices n’6 : Les complexes

Exercice 1 [Formes algébriques]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1. (3+20)(1—1); 3. 2_21\/5; 5. By 28
. i i\ 2
2. (1—1)3; 4. A 6. (3%

Exercice 2 [Formes exponentielles]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle, ot 6,0 € R :
1. 1+¢", 3 1—e”
4 S 1l4e?’
2. 1—¢? 5. 1 —itan(6).

i0 | 0 .
4. e + e ;

Exercice 3 [Un calcul de dérivées]
Linéariser sin®(z) et en déduire les dérivées successives de la fonction z + sin®(z).

Exercice 4 [Systéme d’équation trigonométrique]
Résoudre les systémes suivants d’inconnues =,y € R :

L { l4+cosz+cosy = 0 9 {cosa—l—cosx—i—cosy = (ot a € R).

sinx +siny = 0 ’ sina +sinz +siny = 0

Exercice 5 [Puissances des racines de 'unité]
Soit n E N*. On note «aq, ..., a,_1 les racines n-émes de I'unité. Calculer, pour tout p € Z, la quantité
Sp = Zk o @) (on pourra distinguer selon que p est ou non un multiple de n).

Exercice 6 [Deux sommes classiques]
Soient 6 € R et n € N*. Calculer : C,, =Y} (7)cos(kf) et S, = >_p_, (})sin(k6).

Exercice 7 [Deux sommes trigonométriques]
Soient 6 € R et n € N* tel que n > 2. Montrer que : 71— cos (04 %) = S sin (0 + 22) = 0.

Exercice 8 [Autres sommes trigonométriques|
Soient 0 € R et n € N*. Calculer :

L > p o sin(k0) ; 2. > sin®(k0) ; 3. Y p_cos?(kO).

Exercice 9 [Demi-plan supérieur et disque unité]
On note P ={2 € C[Imz >0} et D= {z € C||z| <1}. Et on définit 'application f sur C\ {—i}
f g z+z

1. Montrer que f réalise une bijection de P sur D.

2. Montrer que la restriction de f a R réalise une bijection sur U\ {1}.



Exercice 10 [Complexes de module 1 et réels]

z
Soient z,u de complexes de module 1 tels que zu # —1. Montrer que 1 est un réel, et le calculer

a I'aide de « et 3, arguments respectifs de z et w.
z2+u

1+ zu

Réciproquement, soient z, u des complexes avec z ¢ R de module 1 et zu # —1. Montrer que, si

est réel, alors |u| = 1.

Exercice 11 [Un polyndéme de degré 4]
Résoudre dans C I'équation : (322 + 2+ 1)2 + (22 + 22 + 2)2 = 0.

Exercice 12 [Une équation polynomiale de degré n]
Soit n € N*. Résoudre dans C I'équation : 1+ 22 4 222 +--- 42271 4 2" = 0.

Exercice 13 [Systémes somme—produit|
Résoudre les systémes suivants dans C :

r+y=4 x +y = 2cos(0) . e“e? = a
1.{:@:5 : 3.{xy:1 Ge®): 5 5 —
5 r+y=3—1 | 4 r+y = 7 |
Clay=4—-3c " lnz+lny = 17

Exercice 14 [Identité du parallélogramme]
Montrer l'identité du parallélogramme : dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs
des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs de ses cotés.

Exercice 15 [Un parallélogramme 7]
Montrer que, pour 21,22 € C, on a : |z1| 4 |22] < |21 + 22| + |21 — 22, et étudier le cas d’égalité.
Comment interpréter géométriquement ce résultat ?

Exercice 16 [Equations géométriques]
Déterminer les points du plan d’affixe z tels que :

1. 1, z et 2% sont alignés ; 3. z, 2% et z* sont alignés ;
2

2. 1, z et 22 sont les sommets d’un triangle rectangle 4. 1, z et 22 sont les sommets dun triangle
(en précisant le point en lequel il est rectangle) ; équilatéral (en précisant s'il est direct ou non)



