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I Exercices
Exercice 1 1. Montrons par récurrence sur n € Nque : Vn € N, u,, = 1:
e pour n = 0 : on a par hypothése ug = 1, ce qui prouve l'initialisation ;
e hérédité : soit n € N tel que u, = 1. Alors par définition de (u,) :
Upi1 =2up —1 2. 1-1=1
ce qui conclut I’hérédité.
D’ou le résultat par récurrence.

2. Sin <0, on a directement : 2" > 0 (par définition de la puissance) et donc 2" > n.

Montrons par récurrence le cas ot n € N* :
e pourn=1:o0na?2"=2>1=n cequi prouve I'inégalité pour n =1 ;

e soit n € N* tel que 2" > n. Alors :

ontl _o.on oy _
=2 n=n+l+n—-1>2n+1
~——

>0
et ainsi 2" > n + 1, ce qui prouve I'héréditeé.
D’ou le résultat par récurrence.
3. Montrons le résultat par récurrence double sur n € N :

e initialisation :
—sin=0: u, =ug=1 (par hypothése) et 2"(1 —n) =1-1=1; ce qui prouve le cas n = 0
—sin=1: u, =u; =0 (par hypothése) et 2"(1 —n)2-0 =0 ; ce qui prouve le cas n = 1.
Ce qui prouve l'initialisation.

e hérédité : soit n € N. On suppose que u, = 2"(1—n) et que u, 11 = 2" (1—(n+1)) = —2""n.
Alors :

U = Mty —dtty 2 =42 n—4.27(1—n) = 2742 (=2n — 1 +n) = 272 (=1 —n) = 22 (1 — (n +
ce qui prouve I’hérédité.
D’ou le résultat par récurrence.
Exercice 2 Soient a,b € R. On considére 1'assertion A suivante :
A:(ab>za)=(a<0oub>1)
1. Si ab est supérieur ou égal a a, alors a est inférieur ou égal & 0, ou b est supérieur ou égal a 1..

2. Négation : (ab > a) et (a > 0) et (b< 1)
Contraposée : (a >0et b<1)= (ab<a)



3. A est vraie : on le montre par contraposée.
Supposons que a > 0 et b > 1. Montrons que ab < a.
On a b > 1. Comme a > 0, en multipliant cette inégalité par a, on a : ab < a.
Ce qui prouve la contraposée.
Donc A est vraie.

Remarque : on pourrait montrer que la négation de A est fausse, mais on aboutit aux méme calculs.

4. La réciproque est : (a <0oub>1)= (ab>a).
Elle est fausse : prenons b =4 et a = —3. On a bien b > 1 ou @ < 0 (on a méme les deux).

Mais ab = —12 < —3 = a, donc I'inégalité ab > a est fausse.

r—1
r+ 3

Résolution de l’inéquation : Pour z € R\ {—3}, on a:

Exercice 3 1. > 2 : Pexpression n’a de sens que pour x # —3.

-1
- '/ & |le—1=22z+3|car |z +3] >0
r+3
& (r—1)2> (22 +6)?
& 0=>2x+6)—(z—1)2=(x+7)(3z+5)
& re —7'—§
"3
)
& € [—7;—3[U}—3;—§}

en reconnaissant le signe d’un polynome du second degré (de coefficient dominant 3 > 0, donc positif
a lextérieur de ses racines) et en utilisant que x # 3.

5}
Ainsi l'inéquation admet pour ensemble solution : [—7; —3[ U } -3; —5] X

Remarque : pour x tendant vers oo, le quotient tend vers 1 ce qui est rassurant car les valeurs
infinie de x ne sont pas solution.

Cas d’égalité : pour x € R\ {—3}, on trouve de méme :

xr—1 )
=2&0=(rx+7)Bzx+d) e r=—-Tour=—=
et comme ces deux valeurs sont possibles, on déduit qu’il y a égalité si, et seulement si, x = —7 ou
5
r=—=.
3
2. V18 —x ++/7+x > T: lexpression n’a de sens que si 18 —x > 0 et si 7+ z > 0, ¢’est-a-dire pour
x € [-7;18].

Résolution de I’inéquation : Pour x € [-7;18], on a :

VIS —z+V7T+2 <7 & (\/18—x+\/7+x)2 < 72 car tout est positif
(18 —z) + (T+z) +2y/(18 — ) (7T + x) < 49
V(I8 —z)(7T+2z) <12

(18 — z)(7 + x) < 144 car tout est positif
—224+11x—18 <0

—(z—=2)(x—9) <0

x €] — 00;2] U [9; +o0]

x € [=T7;2]U[9; 18]

teoeeOO
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en reconnaissant le signe d’un polynoéme du second degré (de coefficient dominant —1 < 0, donc
négatif a4 'extérieur de ses racines) et en utilisant que z € [—7; 18].

Ainsi 'inéquation admet pour ensemble solution : [—7;2] U [9; 18].

Cas d’égalité : pour x € [—7; 18], on trouve de méme :

VIS — 24+ VT4+r=7T20=—(2-2)(r—-9) <0 2x=20uz=29

et comme ces deux valeurs sont possibles, on déduit qu’il y a égalité si, et seulement si, x = 2 ou
r=09.
Remarque : dans les deux cas, les cas d’égalités se vérifient facilement a la main.

x+4
Exercice 4 On considére les fonctions f : z +— 7 et g:x—x- x|
a_’/‘ J—

1. (a) La fonction f est définie sur R\ {1}. Pour = dans cet ensemble, on a :

r+4

flx)=y &

=y s rt+d=yr—-1)<ezx(l-y) =—-y—41
il s yz—1) e z(l-y)=-y
et on résout cette derniére équation par disjonction de cas :

e si y =1 : alors I’équation devient 0 = —5, qui n’a pas de solution.
e si y # 1 : alors on peut diviser par 1 — y et on obtient :

—y—4 y+4
) 11—y y—1
32 : . . Yy + 4
et I’équation admet pour unique solution T = fy).
y R——

(b) On déduit ainsi que :
e si y =1 : alors y ne posséde aucun antécédent par f ;
e siy#1: alors f(y) est 'unique antécédent de y (dans R\ {1}).
Et donc, avec I = J = R\ {1}, la fonction f réalise bien une bijection de I dans J, avec f~! = f

(c’est joli comme coincidence, donc ¢’est bien de le remarquer).

2. Soit y € R. Pour tout x € R, on a :

g@)=yea-lzl=y
qu’on résout séparément sur R, et sur R_ :

esizeR, : g(x) =y & 22 =y. Cette équation n’admet pas de solution si y < 0, et admet
comme unique solution dans R le réel /y sinon ;

esizeR_: g(x) =y & 2> = —y. Cette équation n’admet pas de solution si y > 0, et admet
comme unique solution dans R_ le réel —y/—vy sinon.

En particulier, peu importe la valeur de y € R, il posséde un unique antécédent par g, a savoir ,/y
siy=>0et —/—ysiy<O0.
Et ainsi g réalise une bijection de R dans R, avec :

R —- R
g y>—>{ \/§31 y=0



Exercice 5 On considére ici f: R — R.

1. “f est majorée” : AM € R, Ve € R, f(x) < M
Négation : VM € R, dx e R, f(z) > M
“f est minorée” : Im € R, Vo € R, f(x) > m
Négation : Vm € R, Jz € R, f(z) <m.

2. Supposons f bornée. Notons m, M € R tels que :
Ve eR, m < f(z) < M.

Soient z,y € R. En appliquant le point précédent, on a :
m< f(r) < Metm< f(y)y < M
et en multipliant la seconde inégalité par —1 et en les additionnant, on déduit :
m—M< f(z) - fly)y <M —m
donc a =m — M et b = M — m conviennent.
3. Soit x € R. Avec y = 0, on déduit : a < f(x) — f(0) < b. Et donc :
a+ f(0) < f(z) <b+ f(0)
ce qui prouve que f est bornée : elle est minorée par a + f(0) et majorée par b + f(0).
4. Procédons par double implication :
e si f est bornée : alors il existe a,b € R tels que :
Ve,y e R, a < f(z) — f(y) <b

et ce méme b convient.

e réciproquement, si f vérifie cette assertion : pour z,y € R, on a donc :
f(z) — f(y) < b et en échangeant les roles de z et y f(y) — f(x) < bdonc f(x) — f(y) = —b
et ainsi :
Ve,y e R, =b < f(x) — f(y) <b

et par la question 3 on a bien que f est bornée. Ce qui prouve la réciproque.

D’ou I’'équivalence demandée.

Exercice 6 1. La partie entiére de x est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

2. (a) Onadonc |z —4| = |2z — 1]. Par définition de la partie entiére, comme |z — 4] est un entier,
on a:
lzr—4|<2x—-1<|z—4]+1
et en utilisant que x — 5 < |z — 4] < x — 4, on trouve bien l'inégalité voulue.
(by Ona:zxz—-5<2xr—1<x—3.
Doncz —-5<2x—1let2z—-1<az—3.
Donc —4 <z et x < —2.
Clest-a-dire = €] — 4; —2[.



3. Distinguons suivant les valeurs de x :

esize]—4;,-7/2[: |[xr—4] = —8# —9 = |2z — 1] donc un tel z n’est pas solution ;
e size|[-7/2;-3[: |xr—4] = -8 = —8 = |2z — 1] donc un tel x est solution ;

e sixze|[-3;,—-5/2[: |[x—4] = —-T7=—7= |2z — 1] donc un tel x est solution ;

e size[-5/2;-2[: |[x—4] =—-T7+# —6 = |22 — 1] donc un tel z n’est pas solution.

4. On procéde par analyse—synthése :

e analyse : (c’est la question 2) une solution, si elle existe, est dans | — 4, —2[ ;

e synthése : (c’est la question 3) les seuls éléments de | — 4, —2[ solutions sont les éléments de
[—7/2; —5/2].
. : 7 5
En conclusion : ’ensemble solution est —5 75

IT Probléme

II.1 Une preuve de l'inégalité de Cauchy—Schwarz

Val,bl € R, a1b; < \/a%\/b? .

Elle est vraie car, par propriétés de la valeur absolue, pour tous a,,b; € R on a :

arby < Jarb| = [arllor] = \Ja?y /2.

2. (a) Développons les deux membres de 1’égalité & montrer. On a d’une part :

1. La propriété P(1) est :

(a1b1 + Cbgbg)z + (albg - a2b1)2 = (l%b% + a%bg + 2a1b1a2b2 + a%bg + a%b% — 2a1b1a2b2

= |alb? 4 a5b3 + a2b3 + a3b]

et de méme :

(af 4 a3)(b3 + b3) = | a3b] + aibs + asb? + asbs

ce qui prouve bien I'égalité demandée.
(b) Soient aq,asby,bs € R. Alors :

a1by + asby < |aiby + asbs| = /(a1br + asbs)?
mais par la question précédente on a :

(a1by + agbs)® = (ai + a3)(b; + b3) — (a1by — azby)* < (af + a3)(b7 + b3)
~———

=0

et donc par croissance de la fonction racine carrée sur R :

V@b + aghy)? <y (a? + )0 + 83) = a2 + a3 /03 + 83,

En combinant ces inégalités, on a finalement :

a1b1 + agbg < \/CL% + a%\/b% + b%

ce qui était 'inégalité voulue.

Ceci étant vrai pour tous ag, as, by, by € R, on déduit que la propriété | P(2) est vraie |.




3.

(2)

(b)

En appliquant la propriété P(n) aux 2n réels aq,...,a,,b1,...,b,, on a:

albl+a2bg+---+anbn<\/a’f‘+a§+---+a%\/b%+b§+---+b,%.

En ajoutant a, 110,11 a chaque membre de I'inégalité ci-dessus, on a bien I'inégalité demandée.

Appliquons la propriété P(2) aux réels A = /a3 +---+a2, B= /b2 +---+02, C = a,1
et D = b,.1. On adonc: AB + CD < VA2 + C?V/B2 + D2, ce qui donne avec les valeurs
précédentes de A, B,C, D :

\/a%+a§+~-+a;i\/b%+b§+-~+bg+an+1bn+1 < \/A2+a3+1\/32+bg+1

<\/a%+~--+a,%+a,%+1\/b%+---+b,%+b3+1.

En reprenant 'inégalité de la question précédente, on a finalement que :

albl+"'+anbn+an+1bn+1< \/a%_‘__{_a%_{_agﬁ—l\/b%_}—_‘_b%_{_b%—‘rl

Ceci étant vrai pour tous ai,...,an41,01,...,bp01 € R, on a bien montré que la propriété
P(n+ 1) est vérifiée |

4. On a donc montré que | P(1) est vraie | et que \73 est héréditaire‘ : par principe de récurrence, on a

3.

bien montré que :

()

Vn € N*, P(n) est vraie|.

Rappelons I'inégalité triangulaire : pour x1,...,2, € R, on a I'inégalité :
o1+ ] < ] [l

avec égalité si, et seulement si, tous les x; sont de méme signe.
En I'appliquant ici aux x; = a;b;, on a bien 'inégalité demandée, avec égalité si, et seulement
s :

e ou bien tous les x; sont positifs : ¢’est-a-dire que pour tout i, a; et b; sont de méme signe ;

e ou bien tous les x; sont négatifs : c’est-a-dire que pour tout ¢, a; et b; sont de signes opposés.

Considérons n € N* et aq,...,an,,b1,...,b, € R.

Par la question précédente, on a :
laiby + -+ + anbn| < |ag||br] + -+ + |an| by -

En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz aux réels |aq|, ..., |an|, |b1], .-, |bn|, on a de méme

al a4t < VTP Py TP+ P = b a4

en utilisant que |z|*> = (£z)* = 2%

En combinant les deux inégalités, il vient :

!a1b1+---+anbny<\/a%+---+a3\/b%+---+b,%.



Dans cette derniére inégalité, les deux membres sont positifs. Par stricte croissance sur R, de
la fonction x — 22, on peut donc préserver I'inégalité en mettant chaque membre au carré, donc

2 2
yaﬁy+~~+aJMfsgvh?+~-+agV@%+-~+ﬁ%

ce qui donne :

(arby + asby + -+ + anby)? < (a + a2+ +a2) (B3 + 03+ +b2)

Ce qui prouve l'inégalité demandée.

(c) Supposons que 'on soit dans le premier cas : notons A € R tel que : Vi € {1,...,n}, a; = A\b;.
Alors :
(arby + -+ anby)® = (AbT + -+ - + A2)? = N (b] + - -+ + b2)?

et de méme :

(al+as+-+a2) (b7 +05+ - +02) = (N7 + X053+ + N°b2) (b + b3+ + D7)

— N (D204 4 12)°

ce qui donne bien que 'inégalité de Cauchy-Schwarz est alors une égalité.

Si on est dans le deuxiéme cas, la preuve est exactement la méme (et revient en fait a échanger
les roles de a; et b; pour tout 7).

I1.2 Inégalités des moyennes
6. (a) Ona:

2ab a® + b?

= ) Q2<a7b> = 92

_a+b 2
B 14l gt

As(a,b) = ===, Gs(a,b) = Vab, Hy(a,b) =

et toutes ces quantités sont strictement positives, comme a, b le sont aussi.

(b) On montre séparément les trois inégalités, avec le cas d’égalitée. Comme toutes les quantités a
comparer sont positives, notons déja qu’il suffit de comparer leurs carrés.

L4 H2(a7b> < G2<a7 b) :

2ab
Ho(a,b) < Go(a,b) & —2 < ab

a+Db
- 4a’b? < ab

— < a

(a+b)?

b 2
& 4ab < (a+b)? en multipliant par % >0
a

& dab < a® 4 2ab + b?

& 0<a®—2ab+ b = (a—b)?

et la derniére inégalité est toujours vraie (un carré de réel est toujours positif ou nul), ce

qui prouve bien que : | Hy(a,b) < Ga(a,b)|.

De plus, les mémes calculs montrent que I'on a égalité si, et seulement si, (a — b)? = 0,

c’est-a-dire .



o Gs(a,b) < As(a,b) :

GQ(@, b) <

As(a,b)

\/@ga—gb

2
ab < 2T

dab < a® + 2ab + b?

(A I

4ab < (a+ b)? en multipliant par 4 > 0

0 < a®—2ab+b* = (a —b)?

et & nouveau la derniére inégalité est vraie (c’est la méme), ce qui prouve bien que :

GQ(av b) g AQ(aa b) .

Les mémes calculs conduisent également a une égalité au départ si, et seulement si, (a—b)? =

0, c’est-a-dire .

o As(a,b) < Q2(a,b) :

Az(a,b) < Qa(a,b)

o @ +b a® + b?
(a2+ b)?2  a? 3— b?

- <

=

N

4 2
a? + 2ab + b* < 2a% + 2b* en multipliant par 4 > 0

& 0<a?—2ab+b* = (a—b)?

et & nouveau la derniére inégalité est vraie (c’est la méme), ce qui prouve bien que :

Az(a,b) < @(a,b) |

Les mémes calculs conduisent également a une égalité au départ si, et seulement si, (a—b)? =

0, c’est-a-dire .

Ainsi, on a bien montré que

Hs(a,b) < Go(a,b) < As(a,b) < Q2(a,b)

laquelle des inégalités si, et seulement si, |a = b|.

Posons f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) =e* ! —x.

, avec égalité dans n’importe

Les fonction exp,  — = — 1 et © — —ax sont dérivables (fonctions usuelles ou polynomiales) sur
R, donc par composée et somme la fonction f est dérivable sur R. De plus, pour tout z € R on

a .

et on a donc les variations suivantes pour f :

fla)=et =1
T | —o0 1 +00
f - 0 +
+00 +00
/ . 0 7

(o1 on a rajouté les limites en +00 bien que celles-ci ne soient pas utiles)

Et on déduit ainsi des variations de f sur R que :

VreR, f(z) = f(1) =0

avec égalité si, et seulement si, z = 1.

Ce qui prouve bien que :

Vo € R, z < e ! avec égalité si, et seulement si, z = 1|,




Q;

An(ay, ... ay,)

. On a ainsi :

(b) Appliquons déja I'inégalité précédente aux réels

a;

a;
< —1
Anag, ... ap) P (An(al,...,an) )

On peut multiplier toutes les inégalités (comme elles sont toutes positives et dans le méme
sens), ce qui donne :

Vie{l,....,n}, 0<

aias...a, ap+---+ap
0< < exp ( —n>
(An(ag, ..., an))" Ap(aq, ... ap)

(par propriété de ’exponentielle sur les produits)
Mais, par définition de A,,, on a :

a;+ -+ a, - nAy(ay, ..., a,)

An(ag, ... ap) " Anag, ... ap)

—n=n—-—-n=2>0

et ainsi : i a
0< 172 Tn <,
(An(ar,...,an))" =

En multipliant par (A, (a1, ...,a,))" (qui est strictement positif), on déduit :

aasg . ..a, < (Ap(ay, ... a,))"
et par stricte croissance de x — ¥/, on a finalement :
Vajas .. a, < Aplar, ..., ap).

Et ainsi on a bien : |G, (aq,...,a,) < Ap(ay,...,a,) |

Pour le cas d’égalité, la stricte croissance de x +— /z impose que l'on a égalité a la fin si, et
seulement si, on a égalité a chaque étape du calcul. C’est-a-dire si, et seulement si, pour tout ¢

on a :
Q;

a;
< —1).
Anlaq, ... ap) exp (An(al,...,an) )

Par la question précédente, c’est le cas si, et seulement si, pour tout ¢ :

Qa;

=1
Ap(aq, ... ap)

et donc :

ag =as=---=a, = Ap(ay,...,a,)|

Nécessairement, s’il y a égalité, alors tous les a; sont égaux.

Réciproquement, supposons que tous les a; sont égaux. Posons a € R’ leur valeur commune.

Alors : et
a+a+---+a na
Apay, ... a,) = =—=ua
n n
et donc on a bien a; = -+ = a, = A,(ay,...,a,), car toutes ces quantités valent a.

Et finalement : il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.

8. (a) Par définition, on a :

n 1 1
H,(a,...,a,)|= = =
(al a) I T S A (L L)
al an a a an n a’ " an
n



1
(b) Appliquons le résultat précédents aux —. On a ainsi :
Q;

1 1 1 1
G, (__) <A, (__)
a Qp, a1 ap

avec égalité si, et seulement si, les ai (donc tous les a;) sont égaux.
K3

Mais G,, (ail, . i) VA, <i, . al) sont strictement positifs : par décroissance de la fonction

?an n

inverse sur R’ , on a donc :

1 1
1 1 < 1 1
An<a—l,...,a> Gn(——>
Hn(a:"van)

avec égalité si, et seulement, les a; sont égaux.
Mais on a aussi :

1 1
Gn(——)

Et finalement, on trouve bien :

H,(ai,...,a,) < Gpla,...,a,)

avec égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.

9. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux réels aq,as,...,a,,1,1,...,1. On a:

2

(ay-1+ay-1+4--+a,-1) g(a%+a§+..._|_ai)(12_|_12+..._|_12)

¢’est-a-dire :
(a1 +ap+ - +a,) <(a®+a3+---+a2)-n

et par croissance de la fonction racine carrée sur R, (comme tout est positif ci-dessus) :

(a1+a2+---+an)<\/a§+a§+---+ag\/ﬁ

et en divisant par n > 0, on trouve :

~

a1+az+---+an<\/a?+a§+"'+ai

n n
NS 7 N 7
=An(ai,...,an) =Qn(ai,...,an)

ce qui est I'inégalité demandée.

Pour le cas d’égalité, on a donc égalité dans la derniére inégalité si, et seulement si, 'inégalité de
Cauchy—Schwarz que 'on a utilisée est une égalité. Par le résultat de la premiére partie, c’est le cas
si, et seulement si, il existe A € R tel que :

(Vie{l,....n}, ;=) ou (Vie {1,...,n}, 1= X\a,)

ce qui donne dans les deux cas que tous les a; sont égaux (dans le premier cas égaux a A pour un

A € R, et dans le second a % pour un X\ € R*).

10



I1.3 Quelques applications

10. Notons S la surface que 'on fixe. Considérons a, b, ¢ les longueurs des trois cotés du parallélépipéde

11.

rectangle considéré.
On a ainsi : S = 2(ab+ be + ca).
Le volume du parallélépipéde est de V' = abc.

Par la question 7, on a :

b+b
Gs(ab, be, ca) = +/ (abe) =V W:%

Par croissance de la racine carrée, on a donc :

W<y/2

6
3

S 33

< — | =41/

V\< 6) 216

Reste & montrer que c’est une égalité si, et seulement si, on a un cube. Mais d’aprés la condition
d’égalité de la question 7, on a une égalité si, et seulement si : ab = bc = ca, c’est-a-dire a = b = c.

et par stricte croissance de x — /7 :

C’est bien la situation du cube !

On peut vérifier d’ailleurs que 'on a bien égalité pour le cube : si on a un cube de c6té a, alors :
S =6a? et V = a® et on a bien :

V =a et 5—3—@—a3
N 216 o

Considérons ai, ..., des réels strictement positifs de somme 1. Pour tout ¢, posons a; = /«a; et
_ 1 _ 1

b= = N

Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux réels aq,...,a,,b1,...,b,. On a:

2
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Et finalement, on trouve que :

comme demandé.

Remarque : ce n’est pas demandé, mais on a égalité si, et seulement si, tous les «; sont égaux. On
veut en effet, pour avoir égalité, qu’il existe A € R tel que pour tout i : |/a; = \/%, c’est-a-dire que
o = A l
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