PCSI2 Lycée Champollion 20252026

Feuille d’exercices n°8 : Equations différentielles

Exercice 1 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (sur R)]

202 —2x + 1
4

—_

3
Sy 3y =ate S={$*—>)\63”+ eﬂAER};CaUChy: /\:Z;

2. Y +y=cos(z)+sin(z) : S={z— e @ +sin(z) |\ € R} ; Cauchy : A =1;

3.y -y =V +1-z: S = {x— A1+ + Arctan(z)(1 4+ 2%)%? + (1 + 2%) | A € R} ; Cauchy

:A=0;

A 7?2 =2 5

+ A€eR ; Cauchy : A= —;

V1422 3 | } Y 3
5. (I4+e ™)y —y=1:S={z—=AN1+¢€")—1|AeR};Cauchy : A=1;

4. M+ 22y + oy =23 : S:{xl—>

6. ¥ —y =12 : S ={x— A" —1—exp(z) - Arctan(exp(z)) | A € R} ; Cauchy : A =2+ 7/4.

Exercice 2 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (avec intervalle)]

L 22y —3y=2a%: S={z— A\*?+2?| N eR};

2. (z—1y —2y=(x—1): S={z—= ANz —-1)?+z(x—1)*| X €eR};
3. V1I—a2% —y=2:5={x— dexp (Arcsin(z)) — 2|\ € R} ;

4. xy — 2y = 2°sin(z) : S = {x — \z* + (=2 + 22?)cos(z) + 223sin(x) | A € R} ;

(@)

.y + tan(z)y = sin(2x) : S = {x — Acos(z) — 2cos?(x) | X € R} ;

xr— 2

6. x(:c—2)y’—2y:(x—1)(x—3):S:{x»—>)\ +x—;]>\ER}.

Exercice 3 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (avec recollement))]

Loy —2y=2z": S, ={z—= > +2' | NeR}et S_ = {x+— pa®+2*| u € R} ; tout recollement est

solution : ) A
- Axt+x* si x>0
S_{x'_){/mz—i-x‘l sio <0 M”UER}'

1+ 22 1+ 22

2. x(x2+1)y’—(x2—1)y:—23::S+:{x»—>)\ —z|AeR etS:{iL'l—),u —x\uER}

; recollement continu impose A = pu = 0, qui est alors dérivable :

S={zr— —x}.

3. 2%y —y = (2®—1)e*: S, = {z > dexp(—1/x) + exp(z) |\ € R} et S_ = {x — pexp(—1/x) + exp(z) | p € R}
; recollement continu : p = 0 ; tous ces recollements sont dérivables en 0 (dérivée 1) :

st Aexp(—1/x) + exp(x) si x>0 AeRY
exp(z) si <0



4. 2z —2*)y' + (r—1)y = = : on coupe R\ {0,2} en I} =] —o0;0[, I, =]0; 2[ et I3 =]2;+00[. Ona: S; =
{z = MWa2 =2z +z|XeR}, S ={z— 2z —22+z|peR}et S35 ={z— a2 -2z + 2|y €R}

; tous les recollements sont continus ; dérivable pour A\ =pu=~v=0":

S ={z—x}

Exercice 4 [Absence de solution]

Lay =y+z: S ={r— A x+zln(x)| A € R} et S_ = {x+— pz+ zln(—x) | p € R} ; tout recollement
est continu ; aucun n’est dérivable (ni & gauche ni a droite, avec tangentes verticales) ;

A r  cos(z)
sin(x) N 2sin(x) 2

2. y'sin(z) + ycos(z) = sin®(z) : sur [-m;7] : S, = {x >

1 x cos(x)
H p—
{$ sin(x) * 2sin(x) 2
une limite finie en 7.

|)\€R} et S_ =

|y e R} ; recollement en 0 impose A = 1 = 0. Mais impossible d’avoir

Exercice 5 [Equations différentielles linéaires d’ordre 2]
Ly —4y+4y=0: X?—4X +4= (X —2)2donc S = {z— Az + p)e** |\, u € K} ; Cauchy : A = —3
et u=1;

cos(z) + 4sin(z)
17

2. y'=2y/~3y = e*cos(x) : X2~2X—3 = (X+1)(X=3); S = { = Ae " +pe¥—
K} 5 Cauchy : A=1/2et p=19/34;

AP WINS

7
3.y — 6y +8y=1622: X2 —6X +8= (X —4)(X —2); S:{x~—>)\62x+ue4x+2x2+3x+1|/\,,u€K}
; Cauchy : A= —1/2et u=—-1/4;

cos(2z) =

4. o' +y = sin(z)+sin?(z) : X241 = (X —i)(X+i); Sc = {z — Ne+pe @ +1+ —Ecos(x) BWAS

cos(2x)

C} et Sg = {z = Acos(z) + psin(z) + 1 + - gcos(x) | A\, € R} ; Cauchy : A= —1/6—3i/4 et
p=—1/6+3i/4 (version C) ou A = —1/3 et u = 3/2 (version R) ;

3cos(2z) + 4sin(2x)
25

5. y' =2y +y =cos(2x) : X?—-2X+1=(X-1)*;S={z— Av+p)e*—
; Cauchy : A =1/5et u=28/25 ;

| A € K}

6. v +4y +5y =sin(v)e ™ : X2 4+4X +5=(X — (=2 —i))(X — (=2 +1)) ; Sc = {w — Nel72H)7 ¢
T Me*% |\, € C} et Sg = {z — (Acos(x) + psin(z))e " — &S(:p)e*% |\, € R} ;
Cauchy : A\=1/2—"Ti/4d et p=1/24T7i/4 (version C) ou A =1 et p = 7/2 (version R) ;

j1e(~2=)

Ty —y+(1+i)y=0: X2 X+(1+i)=(X—-)(X—(1-14)); S ={z— A+ pet=92 |\ u € C}
; Cauchy : A= (2—14)/5et u=3+1)/5;

8.y —(1—d)y —20+i)y =0: X2— (1= D)X —2(1+4d) = (X —2)(X — (=1 —4)) ; S = {z s
e 4 pel =177 | X\ € C} 5 Cauchy : A = (7 +14)/10 et u = (3 —1)/10.

Exercice 6 [Recherche des solutions particuliéres]



1. a. On pose y = az® + bx? + cx +d : y solution & y”’ + 2y = 22 — x & 6ax® + (6a + 4b)x + (20 + 2¢) =

6a = 1
1 1 1
- & 6a+4b = —1 donc z — —2® — =2? + —z est solution (c’est I'unique solution
_ 6 2 2
2b+2c = 0

polynomiale de degré au plus 3).

b. Par superposition, il suffit de résoudre y” + 2y = 2ch(z) = e* + 7%, donc il suffit de résoudre
y" + 2y =e" et Yy’ + 2y = e (par superposition) :
e(L'

1 1 1
S:{x»—))\%—,ue_zx%—éx?’—éxz%-ﬁx—l-g—e_x|)\,,u€K}

2. a. On injecte : a = —1/2 et b = —1 est 'unique solution.

—r2_9
’ xeﬂA,gEK}

b.S:{xi—>/\€x+[L€2x+ 5

Exercice 7 [Systémes d’équations différentielles|

y = z+ a2’ y' = 24 2x=y+2x — 22 y = A +pueC+a?—2r+2 ..
1. Y o= y—a? :>{ : = o — o = s = A — e — 2?4 2 — 2 et réciproque
immeédiate :
S={(z— A"+ pe " +2° =20 +2,x— X" —pe " — 2" +2z —2) |\, p € K},
5 y = —6r+z+1 N 2! = =5z 462 —36x+6 ot idem -
"l Z = 6y—5z y = 5z/6+2'/6 '
S={(z— Xe %+ pe” +5x +13/3,x — —6Ae™ % + pe® + 6z +4) |\, p € K} .
3 Yy = y+8z+e Yy +22 = by+ 102 +e” + 23 =5(y + 22) + e + 273
"l = 2yt ate™® Y =22 = —3y+6z+e”—2e3=-3(y—22)+e* -2
6x+e—31’

y+2z = e —

& 6_354

y—2z = pe 3+ 5~ 2xe 3"
A oo e’ + (=1 —8z)e 3 A no —3e® + (—1+ 8x)e™3®
S = MAPRaY. =3z — = S5r I _—3x )\’ cK
{(l"—>2€ +ge 3 [T e i T VA

e’ + (—18— 8z)e3® o AT e g —3e” + (—116+ 8z)e3®

= {(mt—>2)\e5z+2,ue_3x+ )|)\,,LL€K}

Exercice 8 [Equation fonctionnelle 1]
Analyse—synthése :

e Analyse : on dérive I'égalité par rapport a x puis par rapport a y :
Vz,y €R, f(z+y) = f'(z)f(y)

puis y = 0 : a = f(0) donne f” = af’ puis f' : x — Xe™ = ae® (comme A\ = f'(0) = a) puis
fro—e”+c(ceR);



e Synthése : ¢ =0

donc S = {z — e*|a € R}.

Exercice 9 [Equation fonctionnelle 2]
Analyse—synthése :

e Analyse : on dérive I'égalité par rapport a x puis par rapport a y :

Va,y € RY, fl(ay) +yzf (xy) =0
puisy=1: f"(x) + f'(z)/xr =0 donc f': 2+ a/x puis f: x> aln(z) + ¢ (c € R)
e Synthése : ¢ =0
donc S = {z — aln(z) |a € R}.

Exercice 10 [Equation fonctionnelle 3]
Analyse-synthése :

e Analyse : on dérive :
Vr,y €R, f(x) = —f(-z) = —f(x)

d’ou f : x +— acos(x) + bsin(z)
e Synthése : a =10

donc S = {z — a(cos(x) +sin(z)) | a € R}.

Exercice 11 [Equation différentielle non linéaire]

N 1
1. y’+ay+by2:0<:>—<§> —i—aE:—b

2.y +ay+by* =c=y\+ayo+byi < (y —yo) + (a+2y0)(y — vo) + b(y —40)* =0

solution de 3’ +2tan(z)y = —1 donc 2 : x — Acos?(z) —cos(x)-sin(z)

3. tan = yq est solution : z =
y — tan

) 1
puis y = — + yo donc :
z

1
o= {a: ~ Acos?(x) — cos(z)sin(z)

+tan(a:)|)\€R}.



