Interrogation 12

Exercice 1 On procede par double implications :
e Supposons que AU B = BNC. Alors :

—ACB:Soitag A. Alorsa € AUB. Donca € BNC. Donc a € B. Dou
I'inclusion.

- BcCcC:SoitbeV. Alorsbe AUB. Doncbe BNC. Donc b € C. Dou
I'inclusion.

D’ou la premiere implication.

e Supposons que A C B et B C C'. Montrons que AU B = BN C par double inclusion

- AUBCBNC :soitze AUB. Alors :

*x oublenz € A: mais A C Bdoncz € B. Et B C C donc z € C. Donc
reBNC;

x* oublenz € B: mais BC Cdoncxz e C. Doncx e BNC.
D’ou l'inclusion.
- BNC Cc AUB : soitx € BNC. Alorsz € B. Doncxz € AUB. D’ou l'inclusion.

D’ou I’égalité par double inclusion, et donc la réciproque.

Et on a donc bien ’équivalence.

Exercice 2 f o go f est bijective donc :
e fo(go f) estsurjective, donc f est surjective ;
e (fog)o f estinjective, donc f est injective.

Donc f bijective puis g = f~to (fogo f)o f~! est bijective.

Exercice 3 Si g injective : soient fi, fo : E — F telles que go fi = go fy. Soit x € E :
go fi=gofydonc go fi(z) = g(fi(z)) = go fo(z) = g(fo(x)) puis fi(z) = fo(z) (par
injectivité de g). Comme ceci est vrai pour tout x € E, on a bien f; = fs.

Réciproque : soient y;,ys € F tels que g(y1) = g(y2). Posons fi, fo : E — F définies
par fi 1 x +— y; et © +— yo. Alors go f; = go fo (ce sont les applications constantes de
valeur g(y1) = g(y2)). Donc f; = fo. Donc y; = yo. D’out I'injectivité de g.

Exercice 4 1. Soient A, A’ € P(E).



e Supposons que f(A) C f(A'):
Soit x € A.
Alors f(z) € f(A).
Donc f(z) € f(A).
Ce qui veut dire que : z € f1(f(A")).
Et donc: A C f71(f(A))
e Réciproquement, supposons que A C f~1 (f(4")) :
Soit y € f(A).
Alors il existe © € A tel que y = f(x).
Et donc il existe z € f~1 (f(A’)) tel que y = f(x).
Comme x € f~' (f(A")), alors f(x) € f(A).
Et donc y € f(A).
Et finalement : f(A) C f(4).

2. On déduit que :

e si f est injective : soit A € P(E) : comme f(A) C f(A), A C f~1(f(A))
par le point précédent. Pour I'inclusion réciproque, soit x € f~1(f(A)). Alors
f(z) € f(A). Donc il existe 2’ € A tel que f(x) = f(2'). Par injectivité, x = 2
donc x € A. D’ou l'inclusion réciproque ;

e si f vérifie Passertion : soient xq,x9 € E tels que f(z1) = f(x2). Alors z; €
Y f({z2})) = {2} donc z1 = 5. D’olt l'injectivité de f.

Exercice 5 1. Du fait des valeurs de u et v, on a les inégalités pour tout n € N :
UpUp < Uy, < 1et uyv, <v, <1
et on conclut par encadrement que lim u,, = lim v, =1 ;
2. On a les inégalités pour tout n € N :
a> U, = (U +vp) — Uy > (U +v,) —betb>v, = (uy, +v,) —uy > (up +v,) —a

et on conclut par opération sur les limites et encadrement que lim u, = a et que

lim v, = b.

3. On a pour tout n € N : u, = (tn + vn) _g (tn = U"). Donc par opération sur les
limites : lim wu,, = a4 —2{— b.
Et de méme en utilisant que v,, = (un + vn) ; (un = vn) on déduit lim v,, = a ; b.



4. On fait apparaitre des formes canoniques : u2 + u,v, + v2 = (u, +v,/2)* + 3 /402 >

3/4v? > 0. Donc par encadrement : limzvi = 0 puis lim |v,| = 0 (par continuité

4
de x — gTen 0). Et finalement par encadrement, comme —|v,| < v, < |v,| on
trouve : lim v,, = 0.

Le méme raisonnement montre que lim u,, = 0 également.

Exercice 6 1. Par décroissance de (u,), on trouve que pour tout n € N :
Sonto — San = Ugpra — Uzny1 < 0 et Sopyz — Sapy1 = —Uznyz + Uzpa >0

ce qui donne les monotonies.

Et comme (u,,) tend vers 0 :
Sont+1 — Sop = —Uzpt1 — 0
Donc les suites (Sa,,) et (Sa,4+1) sont adjacentes.

2. Les suites (S2,) et (S2,41) convergent donc vers la méme limite [, qui est la limite de
(Sn), qui converge bien. Et on a par propriétés des suites adjacentes que pour tout

neN:
SZnJrlSlSSZn

donc [San, — | = Sapy — 1 < Sop — Sopt1 = Usny1-
Et de méme pour tout n € N :

Sont1 <1< Sopqga

donc |Sop+1 — | =1 — Sant1 < Sonya — Sont1 = Uano.

Ce qui prouve bien l'inégalité demandée par disjonction de cas, suivant la parité de
n.



