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DS n“
I Limites, équivalents et suites

Exercice 1 1. enO:

r?e® 2

(a) T o0
In(1 + z)cos(x )x—>0 z o

1 2 —2
(b) ] 61 ) ~ x2 = — qui n’a pas de limite en 0
n(l —a?) e=0 —x T

(¢) (42% — 52?2 + 2)e*®) ~ e.x — 0

z—0 x—0

(d) (e* — 1)sin(z) + tan(z)cos(x) ~ = — 0

z—0 r—0

In(l+z)—e€® -1
cos(z) — 1 ~ 5 ) = +o0o (pas de probléme de signe cette fois-ci) ;

(e)
2. en 3:
(a) cos(3z)e?” ~ cos(9)e’* — cos(9)e® (limite finie non nulle)

r—3 r—3

(b) In(z) — In(4) ot In(3) — In(4) = In(3) — In(4) (limite finie non nulle)

(¢) In(x) —In(3) =In <§> _z—3

r—3 3 r—3

1+ r—3
(d) In(1+4 ) — 2In(2) —1n( 1 >x33 T s
(€) VaT—8 - vVa¥—4-(e" —¢®) ~ 233z —3) — 0
r—3 z—3
3. en +00 :

h 21
(a) ch(z) etz 1 — 0

Ter z—too xe® 2 z—+oo
b St e

22In(z) — 23 + 22 a—>+00 —x3 2o+oo

T—r+00

(c) \/:1:—1—1—\/x—1:\/§<\/1+1/:c—\/1—1/x) m;m\/E(H%—H%JFO(Ux)) ~

x—>+oo ;L'12 T—r

@ o = -y = (-2 Baaagm)

() In(z?+2+1)=In(z*) +In(1+1/z+1/2*) = 2n(z)+o(l) ~ 2n(zr) — +oo

r——+00 Tr——+00 T——+00



Exercice 2 1. Vn €N, u, = 2" + 1 : formule vérifiée pour u; =5=22+1;
2. ¥n € N, u,, = —1 + 3n (suite arithmétique) : formule vérifiée pour u; = 2 ;
3.¥neN, u, =1—(=3)""": formule vérifice pour u; = -8 =1—9

4. VYn € N, u, = 8 : formule vérifiée pour u; = 8 = 8.

Exercice 3 1. Vn €N, u, =1+ 2" : formule vérifiée pour up = 9 = 1 4 23
2. Vn € N, u, = (1 —n)2" : formule vérifiée pour uy = —4 = (—1) - 22

3. Vn € N, u, = cos(nr/3) + v/3sin(nm/3) = 2cos((n — 1)7/3) : formule vérifice pour uy = 1 =
2cos(m/3).

II Matrices

Exercice 4
(1 =1\ 5 (2 =2\
() e (3, )
Par récurrence, on déduit que pour tout n € N* : A% = 2771 A, :

e initialisation : pour n = 1, c’est directement l'expression de A; (on a méme le cas n = 2)

e hérédité : soit n € N* tel que A7 = 2"t A;. Alors :
AT = AT Ay = 20 A Ay = 20 AR = 90 = 20 A = 27 A,

ce qui prouve bien le résultat par récurrence.

n __ _[2 si n =
Ay = { 2" 1A, si neN*

Et finalement :

Formule cohérente pour n < 2.

11 1 3
2 (DY) e (1),

On calcule les puissance de A, par bindme : soit n € N, les matrices I (scalaire) et B = <8 })

commutent et vérifient A = I, + B. Et on a :B?> = B. Et une récurrence immeédiate donne :
Vk € N*, B¥ = B. Par formule du binéme :

N4 " /n . 1 2n—1
A = (I, + B) :Z<k)Bk: I +Z(k>B:IQ+(2 —1)3:(0 on )
k= k=1

k=0 0
k#0

otl on vérifie la cohérence de la formule pour n < 2.

3. A; = (O 1) A2 = (g (2)) = 2[5. On montre par récurrence que pour tout n € N :

An — 2"/2[, si  n est pair
3 20=1/2 A, si n est impair

e initialisation : pour n = 0, qui est pair, on a bien A = I, = 2%/2], ;

2



27/2],  si  n est pair

2-D/2 44 si n est impair - Alors :

e hérédité : soit n € N tel que A% = {

— si n est pair :
At = AR - Ay = 2P Ay = 2" Ay = 20D Ay
qui est la formule voulue comme n + 1 est impair ;
— sl n est impair :

Angl _ Ag . A3 _ 2(n71)/2A§ _ 2(n71)/2 2, = 2(n+l)/2[2

qui est la formule voulue comme n + 1 est pair.

D’ou le résultat par récurrence.
Formule cohérente pour n < 2.

1 10 1 21 010
4. Ay, =10 1 1] :A2=(0 1 2]. On calcule par binoéme : sin € N, en posant J = [0 0 1
0 01 0 01 0 00

qui commute avec I3 et vérifie Ay = I3+ J, on a :

AT = i (Z) Jk

k=0
00 1
maisona: J2= [0 0 0] et J? =0, ce qui permet d’arréter la somme & 2 pour n > 2. Et on a
000
finalement :
( 15 si n=20
A4 si n=1
An = 1 n(n—1)
I3+nJ+(;)J2— 0 1 % si n>2
L 0 0 1
Formule cohérente pour n < 2.
111 3 3 3
5. As= |1 1 1] :A2= (3 3 3| =3A;5. On fait comme pour A; : par récurrence on déduit que
1 11 3 3 3
pour tout n € N*, A? = 3" 14 :

e initialisation : pour n = 1, c’est directement l'expression de As (on a méme le cas n = 2)

o hérédité : soit n € N* tel que A? = 3" A5, Alors :
AP AP Ag = 37 Ay As — 37T A% = 37134, — 37 A — 3714,

ce qui prouve bien le résultat par récurrence.

Et finalement :

Ar — I si n=
5 3n—1A5 si neN*

Formule cohérente pour n < 2.



5 1 1 27 11 11
6. Ag=|1 5 1]:42=(11 27 11
115 11 11 27

Et on retrouve la matrice As qui commute avec 413 et vérifie Ag = As + 413, et par bindme pour
tout n € N: Ay =37 (1) AF - 4nF

" mm _ ygn 1 ™4+ 24" T — 4" ™ —4"
=4"]5 + (Z (k‘) gk-1. 4n—k> As = 4"T5 + . As = 5 G TN, (ORI, T/ T (1
k=1 T — 4" =4 Tr 424"

Formule cohérente pour n < 2.

Exercice 5
1 10
1. L= |0 1 1| (inversible en tant que matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux
0 01
1 -1 1
sont non nuls) : Py = [0 1 —1] (et on retrouve la formule de A} pour n = —1).
0 0 1
11 2 1 -1 -1 3
2. Bb=11 2 1] : P, est inversible avec PQ_1 =1 -1 3 -1].
2 11 3 -1 -1
01 2 -1 1 0
3. =1 1 2| : Psestinversible d'inverse : P;' = [ -3 0 2
0 2 3 2 0 -1
147
4. P,= |2 5 8| : Py n’est pas inversible. En échelonnant sur les lignes, on obtient successivement
3 6 9
les étapes :
1 47 1 4 7 1 4 7
2 5 8 0 -3 —6 0 -3 —6
3 6 9 0 —6 —12 0 0 0
et la derniére matrice n’est clairement pas inversible (elle a une ligne nulle) donc P, n’est pas
1 0 0
inversible. Les mémes opérations transforment Isen | =2 1 0] et (1 —2 1) -P,=0.
1 -2 1
1 0 1 0 1 1
5 Ps=1| 2 —1 1 |: Psestinversible d'inverse P;' =1 0 1 |;
-1 1 -1 1 -1 -1
11 -1 -1 0 1
6. PBs=12 1 0 | : Psestinversible d’inverse : Pgl =2 1 =2
2 1 -1 0 1 -1



