PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°8 : Equations différentielles

Exercice 1 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (sur R)]
22% —2x + 1
4

2. Y +y=cos(z)+sin(z) : S ={r— Ae ® +sin(z) | A € R}; Cauchy : A =1;
3.y — 2y =va2+1-2:5 = {z— M1+2?)%?+ Arctan(z)(1 + 2?)*? + (1 + 2°) | A € R} ; Cauchy :

—_

3
) y'+3y:x26_‘”:5’:{x»—>)\e_3m+ e‘“\)\ER};Cauchy:/\:Z;
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A=0;
‘ A x?—2 5)
4. (1+22)y +x :xS:S:{xH + )\ER};CauCh A==
( )y +xy Vg 7 | y i

5. (I14+e ™)y —y=1:S={z— AN1+e")—1|XeR}; Cauchy : A =1;
6. v —y= ﬁ :S ={x— Ae® — 1 —exp(z) - Arctan(exp(z)) | A € R}; Cauchy : A =2+ /4.

Exercice 2 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (avec intervalle)]

1 2zy — 3y =a%: S = {x— \*?+ 2% |\ € R};

2. (z—1y —2y=(z—1)3: S={z—= ANz —1?+z(x —1)?| ) € R};

3. V1 —22y —y=2:8 = {x+ dexp (Arcsin(z)) — 2|\ € R};

4. zy — 2y = 2%sin(z) : S = {& — Aa? + (—a* + 22%)cos(z) + 22°%sin(z) | A € R} ;

5.y + tan(z)y = sin(2x) : S = {z > Acos(z) — 2cos?(z) | A € R};

r—2
x

6. x(x—?)y’—Zyz(x—l)(x—i%):S:{a:l—>/\ —i—x—%MER}.

Exercice 3 [Equations différentielles linéaires d’ordre 1 (avec recollement))]

Loy —2y=22": 8, ={z—~ \?+2' | NeR} et S_ = {&— pz®+ 2" | p € R}; tout recollement est
solution : .
B At 42 si x>0
S—{x»—>{lm2+$4 S <0 M,MER}.

1+ 22 2

2. z(2?+ 1)y — (22— 1)y =—-22:S, =x— A

1
—x|)\ER}etS—{xl—>u T

recollement continu impose A = p = 0, qui est alors dérivable :

—OCWER};

S ={x— —x}.

3. 22y —y = (22—1)e”: S, = {z > dexp(—1/z) + exp(x) | X € R} et S_ = {z > pexp(—1/z) + exp(x) | u € R}
recollement continu : p = 0; tous ces recollements sont dérivables en 0 (dérivée 1) :

g {x = { Aexp(—1/x) + exp(x) si x> 0 he R} '
exp(z) si <0

4. 2z — 23y + (x — 1)y = 2 : on coupe R\ {0,2} en I} =] — 00; 0[, I, =]0;2[ et I3 =]2;4+00[. On a: S =
{z =MW —2z+z|XeR}, S ={z— /2 —22+z|peR}et Sy ={z— V22 -2z +z|yeR};

tous les recollements sont continus ; dérivable pour A =pu=~v=20:

S ={xw— x}.



Exercice 4 [Absence de solution]

Lay=y+a:5; ={z—  +zn(z)| N € R} et S_ = {z — px + zln(—z) | u € R}; tout recollement
est continu ; aucun n’est dérivable (ni & gauche ni a droite, avec tangentes verticales) ;

2. y'sin(z) + yeos(z) = sin®(z) : sur [-m; 7] : Sy = {x — Sn(z) + QSir:f(aj) - COSQ(x) BYE R} et S_ =
T — P + 'x — cos(z) | € R 5 recollement en 0 impose A = g = 0. Mais impossible d’avoir
sin(z)  2sin(z) 2

une limite finie en 7.

Exercice 5 [Equations différentielles linéaires d’ordre 2]

Ly +2) +4y=0: X2 +2X +4= (X +2)>donc S = {x — Az + p)e** |\, un € K}; Cauchy : A\ = —3
et u=1;

cos(x) + 4sin(z)

2. y'—2y =3y = e “cos(r) : X?—2X -3 = (X+1)(X-3);S = {z — Ne "+pue*— T

K}; Cauchy : A =1/2 et p=19/34;

e\ pe

7
3.y —6y +8y=162": X? —6X+8=(X—-4)(X—-2); S={z— )\62$+ue41+2172+3x+1|)\,p e K};
Cauchy : A= —1/2 et p=—1/4;

: . 2
4. o' +y = sin(x)+sin?(z) : X241 = (X =) (X +i); Sc = {z A€Z$+M€_Z$+1+M—ECOS(£L’) |\, €

3 2
2
C} et Sg = {z — Acos(x) + psin(z) + 1 + cos(2z) _ gcos(x) |\, € R}; Cauchy : A= —1/6 —3i/4 et

p=—1/6+3i/4 (version C) ou A = —1/3 et u = 3/2 (version R);

3cos(2x) + 4sin(2x)

b, y' =2y +y =cos(2z): X?-2X+1= (X-1)*; S = {z = (\v+p)e” — 25

Cauchy : A =1/5 et u=28/25;

6. y' 4+ 4y +5y =sin(z)e ™ : X2 +4X +5= (X — (=2 —9)(X — (=2+1)); Sc = {x > N2z 1
pel=2=0e _ —:Ucos(:v)efh |\, 1 € C} et Sg = {x — (Acos(z) + psin(z))e > — —xcos(x)efzx |\, u € R}
Cauchy : A=1/2 —7i/4 et p=1/2+ T7i/4 (version C) ou A =1 et = 7/2 (version R);

Ty —y+(1+i)y=0: X2-X+(1+i)=(X—-)(X—(1—-1)); S ={x—= ™+ pe=9% |\ ucC};
Cauchy : A= (2—14)/bet p=(3+1)/5;

8.y —(1—i)y —20+i)y=0: X2~ (1—D)X —21+4i) = (X —2)(X = (-1 —1); S = {x —
e 4 pe=1=97 | \ € C}; Cauchy : A = (7+414)/10 et u = (3 —1)/10.

| A e K}

Exercice 6 [Recherche des solutions particuliéres]

1. a. On pose y = az® 4+ bz 4+ cx + d : y solution <y’ + 2y’ = 2* — x & 6az? + (6a + 4b)x + (2b+ 2¢) =

6a = 1
1 1
> —x &  6a+4b = —1 donc x — —x® — —2% + —x est solution (c’est 'unique solution
6 2 2
2b4+2c = 0

polynomiale de degré au plus 3).
b. Par superposition, il suffit de résoudre y” 4+ 2y’ = 2ch(x) = €® + ¢ *, donc il suffit de résoudre
y" + 2y =e" et Yy’ + 2y = e (par superposition) :

1 1 1 r
S:{x»—>/\+u6_2”5+6x3—§x2+§m+%—e_$|/\,,u€K}

2. a. On injecte : a = —1/2 et b = —1 est 'unique solution.
2

ueﬂ)\,ueK}

b.S—{xn—>)\e$+u62$+ 5

2



Exercice 7 [Systémes d’équations différentielles|

y = z+ a2’ y' = 24 2x=y+ 22 — 2? y = X+ pe %+ % —2x+2 -
1‘{2’ = y—a? :>{ 2 = y —a2? . = e — pe ™ — x? + 2z — 2 et réct
proque immédiate :
S={(z— A"+ pe " +2°—2x+2,0— X" —pe* — 2"+ 2z —2) |\, p e K},
y = —6r+z+1 2" = =5z 462 —36x+6 : .
2'{2’ _ 6y —5z :>{ y = 52/6+2/6 et idem :
S ={(z > Xe %+ pe” + 5z + 13/3,2 — —6Xe™ " + pe” + 6z +4) |\, p € K} .
5 y = y+8z+e” Yy +22 = by+10z+e® +2e73% = 5(y + 22) + ¥ + 27
1 Y = 2yt zte® Y —22 = —3y+6z+e -2 =-3(y—22)+e* -2
T —3z
y+2: = Aew ST
& A
y—22z = u6_3x+62 — 2ze73
A o e’ + (=1 —8z)e 3 A wo —3e® + (—1+ 8x)e™3®
S = ’_>_5a: P =3z ’_>_5a:__ 3z )\’ cK
{@3 ¢ Tt 8 e Tyt T 16 )12, m
"4 (=1 —8z)e ~3¢” + (—1 + 8x)e™
:{(xn—>2)\e5x+2u63“+e+( 5 z)e LT = Ae” — e 4 e+(16 z)e )|)\,MEK}

Exercice 8 [Equation fonctionnelle 1]
Analyse-synthése :
— Analyse : on dérive I’égalité par rapport & x puis par rapport a y :

Vr,y € R, f'(x+y) = f'(2)f (y)

puis y = 0 : a = f(0) donne f” = af’ puis f' : z — Ae™ = ae™ (comme X\ = f'(0) = a) puis
frz—=e”+c(ceR);
— Synthese : ¢ =0
donc S = {z — e*|a € R}.

Exercice 9 [Equation fonctionnelle 2]
Analyse-synthése :
— Analyse : on dérive I’égalité par rapport & x puis par rapport a y :

Va,y e RY, f(xy) +yxf'(xy) =0

puisy=1: f"(z)+ f'(z)/x =0 donc f':z+ a/z puis f: 2z — aln(z) + ¢ (c € R)
— Synthése : c=0oua=0et c=—1
donc S = {z — aln(z) |a € R} U {0}.

Exercice 10 [Equation fonctionnelle 3]
Analyse—synthése :
— Analyse : on dérive :

Vr,y €R, f(x) = —f(-x) = —f(z)

d’ou f : x +— acos(x) + bsin(x)
— Syntheése : a = b



donc S = {z — a(cos(x) +sin(z)) |a € R}.

Exercice 11 [Equation différentielle non linéaire]

n 1
1. y’+ay+by2:0<:>—(—> +a—=-b
Y Y

2.y +ay+ by =c=yy+ayo+bys < (v —vo) + (a+2y0)(y — yo) + by —y0)> =0

3. tan = yo est solution : z = solution de ¢’ +2tan(z)y = —1 donc 2 : & +— Acos?(x) —cos(x) -sin(z)

y — tan

) 1
puis y = — + yo donc :
z

1
5= {x ~ Acos?(x) — cos(z)sin(z)

+tan(a:)|)\eR}.



