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Feuille d’exercices n°7 : Primitives

Exercice 1 [Calcul de primitives]

1.

2.

10.

11.

12.

Donner sans calcul des primitives des fonctions suivantes :

t—

1 ( 2t
1+t2 — 2 12

t = 3tv/1+ 12 = 3(2¢)V/1 + 2 se primitive en t — (1 + 2)3/2;

o 1 9
) se primitive en ¢ éln(l +t%);

1

g o B .

t+— ﬂn( 2= Tz 5€ primitive en ¢ +— _ln(t) ;
> \/i;tiz) = %\/2;12% se primitive en t — /t(t — 2);
1
b te™ ¥ = —%(—81&)6*‘“2 se primitive en ¢ —ge*‘“z ;
1 1/t
t—= hm = mm Se primitive en t — In (|In(¢)|) ;
t m = Z?rf(()) se primitive en ¢t — In (|sin(t)]) ;
b ——— —211/00S ") se primitive en ¢t — 2/tan(t
CosQ(t)\/tan(t 2\ /tan(t) p
t— 35120(:;2” = _2(351210(32:;)8(75) se primitive en t — In(3 — cos?(t));
1
t s % = élf’(ttg)z se primitive en ¢ — 3aurctaun(l +13);
1/t
t— ﬂn%t)g = —%(—Q)IH(/)3 se primitive en t —> W;
ch?(t)—sh? sh’(t)ch(t)—ch’(t)sh ces Ch(t) 1

t— shgl(t) = (:l)lz(t) ) _ sh'(t) (st})lg(t) (t)sh(®) se primitive en ¢ — — = —

Exercice 2 [Une fonction complexe]

On pose « = a +ib :

o 1 B t—a . b
t—a (t—a)+ib (t—aP+b (t—a)2Ztb?

1 —
qui se primitive en ¢ — §ln ((t — a)* + b*) + iarctan <x 7 a).

Exercice 3 [Linéarisation]

2) + 1 in(2t) ¢
1.t~ cos?(t) = % se primitive en ¢ — w 3
2. t— sing(t) = _smi ) + SIZ( ) se primitive en ¢ +— co:i(Q ) — Coj( ) ;
in(2t i
3. t > sin(t)cos(t) = sin(2¢) se primitive en t — _—cosi ) :
4. t > sin(t)cos?(t) = sin(3%) + sin(t) se primitive en ¢ —COS( ) _ cosl )

4 4 12 4

sh(t)  th(t)

= coth(t).



Exercice 4 [Intégrales trigonométrique dépendant d’entiers]
Jp—q) —Jp+q)

I(p,q) = |"_sin(qt)sin(pt)dt = f (cos((p — q)t) — cos((p+ q)t)) dt = 5 ou J(n) =
™ - 0 si n#0
J7_cos(nt)dt = { or s 1m0
T sip=gq
Etdonc: I, =< —7 sip=—q
0  sinon
Exercice 5 [Utilisation des complexes]
. 1 . t in(t
1. t > sin(t)e~* = Im (e@~V*) se primitive en ¢ — Im (,—16(’1)t> = —Met;
/L —
(2420t |9 | (220}t 9 in(2t) + 2
2.t cos?(t)e?t = ¢ i 1 re se primitive en ¢ — cos(2t) +Zm( )+ et
12e(1+t 4 42001t ‘
3. t — t%cos(t)e! = 5 = Re (t201)") qu'on primitive avec deux ipp pour diminuer la
t? 2t 2 . t* — 1)cos(t) + (t* — 2t + 1)sin(t
puissance en ¢ : t — Re - — — + — | e+t ) = ( Joos(t) + ( + Dsin( >et
1+4 (1442 (1+4)3 2
Exercice 6 [Inégalité de Cauchy—Schwarz]
On considére f, g deux fonctions continues sur [a, b].
1. On développe le carré et on utilise la linéarité de 'intégrale :
b b b
P [P(f(t) +zg(t)2dt = (/ (g(t))2dt) a4+ (2/ f(t) -g(t)dt> T+ (/ (f(t))th).
=a b o
A=t~ dac =4 ([} /(1) dt) — 4 ([gyzar) ([2ore)2ar)
2. Par positivité sous I’ 1ntegrale :Vr € R, P(z) > 0donc A <0
Cas d’égalité : 3z € R, Vt € [a,b], f(t)+ zg(t) = 0ie f, g sont proportionnelles.
Exercice 7 [Intégrale et valeur absolue]
Pour tout t € [a,b] : —|f(t)| < f(t) < |f(t)| puis on intégre I'inégalité sur |a, b].
Cas d’égalité : f de signe constant (intégrale nulle d’une fonction continue de signe contant)
Exercice 8 [Intégrales polynomiale dépendant d’entiers]
Par ipp :
q ¢ q—1 9(¢=1(g=2)...1
I(p,q) = ——Ip+1l,q—-1)= ————I(p+2,qg—2)=-- = I(p+4q,0) =
(p.9) p+1 ( ) p+1p+2( ) p+1)(p+2)...(p+4q) ( )

1 1
GO ES

1
I ,0) =

Exercice 9 [Changements de variable 1]

In(2) 2t 2
Lo 2hdt = [ du=1—1n(3/2);
™ In(3
2. fO /° cosl(t)dt - 01/2 1—1u2du = né ) )
e In(t 1/e —In(1/u) e In(u) In(t
3. fl/e t2+idt L. 2+/1 du = — fl/e u2(+1du donc f1/ tQE&-idt =0;
T
4. fl =t =y u2+u+1du =In(3) - —=.

3v/3



Exercice 10 [Changements de variable 2|

T Var+2 2u
L [ gmdt=[ - _u = -2z +2—2In|\/z +2 -1
x Arcsin(z w . X
2. f W@dt = f (@) cosdQ(u) = tan(Arcsm(x)) = \/1—_73:2,
’ JF .
3. f \/Z+1\/ﬁ =/ " du = 2Arctan(y/7);
4. [F\/Hdt = =2 fArCCOS(x) cos?(u/2)du = — fArCCOS(x)(l + cos(u))du = —Arccos(x) — sin (Arccos(z)) =

—Arccos(z) — V1 — 22,

Exercice 11 [Régles de Bioche]

1. u=cos(t): [* lf:(gzt)dt =— fcos(m) l‘i‘u = —In(1+ cos(z));

o LT cos(t) __ prsin(z) du o \/E Sin(l') - \/5/2 ]
2u=sin): | serernd = 1 5 1 T T a1 v
T sin sin(xz 2u—3 .
3. u=sin(t): [ Coj(t)%dt J @ _27°% gy=1n |sin®(z) — 3sin(z) — 1];

u?—3u—1
5 3
4. u = COS f cos? SlIl )dt fCOS(X) —U2(1 _ uz)du _ COSE)(:E) o COSg(l’) '

Exercice 12 [Intégration par parties 1]
1. on dérive le polynome : ff(t2 —t+1)e tdt = de™! — 8e™?;
e —1 '

4 ?

2. on dérive le In : [ ¢(In(t))*dt =

V3r 1 N In(2)
3 2 37
4. on dérive le In (et on primitive le “x17) : f_ll In(t* + a)dt = 2In(1 + a) — 4 + 4y/aArctan(1/y/a) =
2In(1 4+ a) — 4 + 27v/a — 4/aArctan(y/a) ;
\/_ 1 1/2

5. on dérive la racine (et on primitive le “x17) : flﬁf V1—t2dt = +5- f—1/\/§ V1—t2dt + % + 2

4
3 1
puis : fl/f\/l—tgdt ——I—%—kz

3. on dérive le Arctan : fo‘/g t?Arctan(t)dt =

e~ w

6. on fait deux ipp en dérivant le sin (puis le cos qui apparait) : f:/f e 2'sin(3t)dt = = (e7¥/3 —¥) —

9

4 : . ™ . 3
Z f_7/r3 e—Qtsln(3t)dt puis f_T/r3 6—2t31n(3t)dt = 1_3 (6—27r/3 . 627r).

Exercice 13 [Intégration par parties 2]

t 3t 1 .. 3 .
1. tsin®(t) = —Zsin(?)t) + Zsin(t) = Im (—ZtBSZt + Zte”) qu’on primitive par ipp en dérivant le ¢ :
3t 3 t 1
t— —Zcos(t) + Zsin(t) + ECOS(3t) — %sm(i%t)

2. on dérive Arcsin et on primitive le “x1” : ¢t — tArcsin(t) + V1 — t?;
3. on dérive le ¢ : [“tsh(t)dt = zch(z) — sh(z);
4. on dérive le In : [* Mdt = In(z)In(In(x)) — In(z).



Exercice 14 [Primitive périodique de fonction périodique|
Toutes les primitives différent d’une constante ce qui assure (i) < (i1).
Si toutes les primitives sont T-périodiques : soit F' une telle primitive, alors :

/éﬂ&ﬂzF@U—Fm):O

Réciproquement si fOT f(t)dt = 0, considérons F' une primitive de f. Pour tout z € R :

z+T T z+T T T T
F@+ﬂ—ﬂ@:/ f@a:/f@a+é f@a:/f@u+lf@azlf@a:o
donc F' est T-périodique.

Exercice 15 [Primitives et parité]

1. Soit F' primitive de f. Pour tout z € R :

donc F' est paire.

2. Une fonction impaire s’annule en 0, donc s’il y a une primitive impaire, c’est F' : x +— fom f)dt
(I'unique primitive qui s’annule en 0).
Soit x € R : F(z) + F(—xz) = [} f(t)dt + [, f(t)dt = [ f(t)dt — [ f(—u)du = 0. Donc F est

impaire.

Exercice 16 [Fonction a partir d’une intégrale 1]
Changement de variable : f(z) = fj;x ellsin|u|du = F(1 — ) — F(—x) ou F primitive de t + ellsin|¢|
f dérivable comme composée avec :

Vz € [0;1] (ou R), f'(z) = —F'(1—2)+F'(—x) = —elsin|1—z|+e~lsin|—z| = e sin(z)—e' " sin(1—x).

Exercice 17 [Fonction a partir d’une intégrale 2| ¢~ e'/t est continue sur R* donc sur [z, 2?] (si
x € [1;400[) ou sur [z% 2] (si @ €]0;1]) donc f est bien définie sur R .
Si F primitive de ¢ — €'/t sur R :

Vr e R:, f(z)=F(z°) — F(x)

donc f dérivable sur R* (comme composée) avec :

2
x x 2¢%% _ ot
Vo € Ri, f/(ﬁ) — QZIZ'F,(ZL‘Q) — F/(ZL') — 21;2_2 _ % — %

*

D’ou : f'(z) > < 2? +1n(2) > x (toujours vrai) donc f strictement croissante sur R*
limites :
— en 0 : encadrement : e In(z) > f(z) > e*In(z) donc lir%f(gc) = —00;
T
— en 400 : encadrement : e“In(z) < f(z) < e*’In(z) donc lir%f(x) = 400.
T—r

Donc f réalise une bijection strictement croissante de R’ dans R.



Exercice 18 [Fonction a partir d’une intégrale 3|
Soient F, G primitives de ¢ — Arcsin(v/7) et t — Arccos(v/t) sur [0;1]. Alors f est bien définie sur R
(composée) avec :
Vr € R, f(z) = F(sin?(x)) — F(0) + G(cos*(x)) — G(0).

Par composée f est dérivable sur R avec :
Ve € R, f'(x) = 2cos(z)sin(z)Arcsin(|sin(z)|) — 2sin(z)cos(z) Arccos(|cos(z)|)
Comme f est clairement 7-périodique et paire, il suffit de 'étudier sur [0; 7/2]. Pour x € [0;7/2] :
sin(z), cos(x) € [0;1] puis Arcsin(|sin(z)|) = x = Arcsin(|cos(z)|)
d’ou f'(x) = 0 sur [0;7/2] puis sur R, donc f est constante.

Enz=mn/4:

)= [ dncsinyiar s [ arecosvina = [ (anesin(v + Arceostyiya =7

=7/2




