PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°7 : Primitives

Exercice 1 [Calcul de primitives]
Donner sans calcul des primitives des fonctions suivantes :
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Exercice 2 [Une fonction complexe]
Pour a € C, déterminer une primitive de ¢t — ﬁ

Exercice 3 [Linéarisation)]
A Taide d’une linéarisation, calculer des primitives des fonctions suivantes :

1.t~ cos?(t); 2.t sin’(t); 3. t — sin(t)cos(t) ; 4. t > sin(t)cos?(t).

Exercice 4 [Intégrales trigonométrique dépendant d’entiers]
Calculer, pour p,q € Z : I(p,q) = f:r sin(qt)sin(pt)dt.

Exercice 5 [Utilisation des complexes]
A Taide de calculs dans les complexes, déterminer des primitives des fonctions suivantes :

1.t~ sin(t)e™t; 2. t > cos®(t)e*; 3. t > t%cos(t)e’.

Exercice 6 [Inégalité de Cauchy—Schwarz|
On considére f, g deux fonctions continues sur [a, b].

1. On définit sur R la fonction P : z fab(f(t) + zg(t))?dt. Montrer que P est une fonction polynomiale
de degré 2, et calculer son discriminant.

2. En déduire I'inégalité suivante :

(/ ) g(t»dt)2 <(/ bf(t>2dt) (/ bg(tfdt) .

Exercice 7 [Intégrale et valeur absolue]
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que :

/ bf(t)dt] < [

Exercice 8 [Intégrales polynomiale dépendant d’entiers]
Calculer, pour p,q € N: I(p,q) = fol tP(1 — t)?dt (on pourra faire des intégrations par parties pour se
ramener a calculer I(p + ¢,0)).

et étudier le cas d’égalité.

Exercice 9 [Changements de variable 1]
Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable suggéré :
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1. fln(2) et -dt avec u = ¢’ 3. fle/e ydt avee u = 1/t;

Exercice 10 [Changements de variable 2]
Calculer les primitives des fonctions suivantes a ’aide du changement de variable suggéré :

1.t~—>#mavecu: t+2; 3. tr—>\/—\ﬁavecu—\/¥;
2. t e Ve tQ)\/— avec u = Arcsin(t) ; 4.t /1 avec u = Arccos(z).

Exercice 11 [Régles de Bioche]
A laide des régles de Bioche, calculer des primitives des fonctions suivantes :

sin(t) 9ty s . 3. 1y 2l 4.t cos?(t)sin’(t).

Lot 1+cos(t) ? sin?(t)—cos2(t) ’ cos(t)+3tan(t) ’

Exercice 12 [Intégration par parties 1]
A Taide d’intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :

Lo 282 — ¢+ 1)etdt; 3. [* 2Arctan(t)dt 5. [ g VI —Pdt;
2. [ t(In(t))*dt; 4. f n(t? + a)dt (pour a > 0); 6. f:/f e ?tsin(3t)dt.

Exercice 13 [Intégration par parties 2]
A Taide d’intégrations par parties, calculer des primitives des fonctions suivantes :

1. ¢+ tsin’(t); 2. ¢ — Arcsin(t); 3. & tsh(t); 4.ty @)

Exercice 14 [Primitive périodique de fonction périodique]
Soit 7' > 0. On considére f fonction continue sur R et T-périodique. Montrer I’équivalence entre :
(7) une primitive de f est T-périodique;
(77) toutes les primitives de f sont T-périodiques;
(731) f est de valeur moyenne nulle, ¢’est-a-dire : fOTf(t)dt = 0.

Exercice 15 [Primitives et parité]
Soit f continue sur R.

1. On suppose que f est impaire : montrer que toutes les primitives de f sont paires.

2. On suppose que f est paire : montrer que f posséde une unique primitive impaire, et la caractériser.

Exercice 16 [Fonction a partir d’une intégrale 1]
Montrons que la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = fol el==lsin|t — x|dt est dérivable sur [0, 1] et
calculer sa dérivée.

Exercice 17 [Fonction a partir d’une intégrale 2]

2
Soit f @ x f; %dt. Montrer que f est bien définie sur R7 et réalise une bijection strictement
croissante de R* dans R.

Exercice 18 [Fonction a partir d’une intégrale 3|

.2
Montrer que la fonction f définie sur R par : f(z) = [ ™) Arcsin(v/£)dt + fcos " Arccos(vE)dt est
constante, et donner sa valeur.



