PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n’6 : Les complexes

Exercice 1 [Formes algébriques]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1 (3+2)(1—i)=5—1i; 4. A = B i
. - 245i | 2-5i _ _q.
2. (1—14)* =—-2—2i; . 1—ti+1+i_—3’
1 2 | V3. V2 = '

3. g =240, 6. (55) = —% + i

Exercice 2 [Formes exponentielles]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle, ou 0,6 € R :
” 2cos(6/2)e??  si 6 € [—m; 7] mod 47
1. 1+€Z = 4(9/2_’_) . 5
(—2cos(0/2))e"?2*t™) si 0 € [m;37] mod 47

N 2sin(0/2)e’/2=m/2) i 9 € [0;27] mod 47
' “ = (—2sin(0/2))e’ 247/ i § € [-27;0] mod 47

5 1—e? tan(0/2)e’™? si 0 € [0;7[ mod 2
" 14ei? | (—2tan(6/2))e/?  si 6 €] —m;0] mod 27

L b 4 it 2cos((0 — 0')/2)e!®+9)/2 i (0 — @) € [-m; 7] mod 47
' T (—2cos((8 — 6)/2))el@+0)/24m) gi (9 — @) € [r;37] mod 4n

5. 1 —¢tan(d meiw si €] —n/2;7/2] mod 27
L) = )et s 9 elr/2:3m/2 mod 2

Exercice 3 [Inégalité de Ptolémée]
. Jal -y — 2| = oy — 22] = oy — yz + yz — 22| < |ay — y2| + lyz — 22| = |yl - |2 — 2l + || - ]z — y].
2. X=y—z,Z=z—zet Z=t—ux:

[z —yl-lz =t = [X]-IY = Z| <|Y[- |2 = X[+ |Z] - |[X = Y[ = |o— 2|y —t[ + [x =] - [y — =]

avec égalité ssi (vy — yz) = AMyz — xz) pour A € R,.

Exercice 4 [Un calcul de dérivées|

1
sin®(z) = —Zsin(3x) + Zsin(x)

3" 3 —3(=1)"2sin(3z) + (—1)"?3sin(z) si n pair
(n) . _2 2si — . 4 1 b
e 4 sm(31:—|—n7r/2)+4sm(ac+n7r/2) { —2 (1) 2co8(3z) + (—1)™"V/22cos(x) si  n impair

Exercice 5 [Systéme d’équation trigonométrique|
Résoudre les systémes suivants :

1. Analyse-synthése : on raisonne modulo 27 et © = —y ou 7™ + y puis x — y et 2cos(x) = —1 donc
x=22r/3 et y = F27/3.
COS @ + COS X + CoS Y
sina +sinz +siny = 0
l1+cos(x—a)+cos(y—a) =
0< . .
sin(z —a)+sin(y—a) = 0

2. Raméne au cas précédent : & el et Lol — () & 1deil@—a) eily—a) —

S r=a++2n/3 et y = a+ 27/3 (modulo 27)



Onposer =X, y=eV et z=¢%:Y =X +21/3 et Z=X F >3 puis :

e yn 4" =0e 1+ eZimr/S + e—2in7r/3 =0 n=1ou2mod3

Exercice 6 [Puissances des racines de 'unité]
ay = e = (e)* pour § = 27 /n

Sp =2 h_o(e®)* ‘

— si p multiple de n : e?’ =1 et S, =n;

— sinon : e = e2P™/" £ 1 et S, = 0 (somme géométrique)

Exercice 7 [Deux sommes classiques]|
Cp+1iSn = o (1)e*? = (1 + €)™ = (2cos(0/2)e/?)" = 2ncos™(6/2)e™?/?
C,, = 2"cos™(0/2)cos(nb/2) et S,, = 2™cos™(0/2)sin(nb/2)

Exercice 8 [Deux sommes trigonométriques
=" cos (9 + 2E1) ot B =Y 77, sin (6 + 1),
a+if =Y ;e %m/m) = donc a = =0

Exercice 9 [Autres sommes trigonométriques|

1S =3 _ysin(kd) et C ="} jcos(kf) : E=C+iS=n+1 (si § =0[2n]) ou sm(s('n £2/12))6’/2) emn?/2
in
(sinon) puis :

sin((n + 1)8/2)sin(nb/2)

5=0ou sin(6/2)

cos(260)
2

n+1 sin((n+ 1)8/2)cos(nb/2)
2 2sin(6/2)

=0 (si § = 0[27]) ou

1
2. on linéarise : Y, sin?(kf) = >}, 5

sinon ;

n+1 sin((n+1)0/2)cos(nd/2)

3. idem ou utiliser que sin*+cos? = 1: Y7 _ cos?(kf) = n+1 (si 0 = 0]27]) ou 5 25in(0)2)

sinon.

Exercice 10 [Demi-plan supérieur et disque unité]

1. SizeC\{—i}etweC:
14w
1—w

donc f bijection de C\ {—i} sur C\ {1}. Pour bijectivité de P sur D il suffit donc de montrer que
f(PYCDet ffY(D)CP:

f)=wez=1-

—sizeP:lz—1 <|z+1| doncf(z)zz_? €D;
z+1 ,
1 ' 1—
—siweD:z=f1w) :ili_z = ‘1_Zw’2 (1—|w|*+w—w) donc Im(z) = i —‘512 > 0 donc

z€D
2. ze R< |f(2)] =1donc f(R) =T\ {1}.

Exercice 11 [Homographies]

1. Siz€ P,alors z ¢ Rdonc cz+d=0< c=d=0 ce qui est impossible donc h bien définie sur P.



(az+b)(cZ+d  aczzZ+ bd+ (adz + bez)

2. h(z) = = et partie imaginaire se déduit de ad — bc = 1.
(2) ez + dJ? ez + dJ? P &
dw—0b
3. h(s) =w & ——
—we+ a
qui assure la bijectivité, et qui est de la méme forme que h donc préserve le signe de la partie
imaginaire.

Exercice 12 [Complexes de module 1 et réels]
ia i3 _ i(a+p)/2 —
On pose z = ¢ et u = ¢ ; — tu_ e re 2cos((a 6)/2)6,( ’ _ coslla=5)/2) eER
l+zu  1+el@th  2cos((a+ B)/2)eeth/2 cos((a+ B)/2)
zZ+u A—z 1 A—z 1A—=z2
=XeR Alors: u= = ———eU.
1+ zu < O E T zA—(1/2) A—z°©

On pose

Exercice 13 [Un polyndéme de degré 4]

B2+ 2+1)2 4+ (22422422 =0 (322 +2+ 1) +i(2* +22+2) (322 + 2+ 1) —i(2* + 22+ 2)) =
0 (3+0)2%+(1+20)2+(1+2i))=00u (3—i)2+(1—2i)z+(1—2)=0
1+

premiére équation : A = —7 — 24i = (3 — 44)? d’ont 2 = et 29 = —i

seconde équation : refait les calculs ou passe au conjugué : z3 =

Exercice 14 [Une équation polynomiale de degré n]
142242224+ +22" 142 =0 (1+z++2" N+ 2+ +2"1+2")=0& (1+2)(1 +
z4 42" ) =0 2=-1ouzeU\{l}

Exercice 15 [Systémes somme—produit|

L. {iy+y5:4 & z,y =2+ (racines de X? —4X +5);

2'{9631:4—32' & x,y=2+1, 1 —2i (racines de X* — (3 —4)X + (4 — 31));

3. { iy—i—_ylz 2cos(0) & 1,y = e (racines de X2 — 2cos(0)X + 1 = (X — ) (X — 7)) ;

r+y =7 @{xjty:? o ay =
= e ’

4. on transforme en un systéme somme-produit :
Inr+lny = 1

7E£+/49 —4e
2
: [ e = a r+2y = In(a)
5. idem : 2y = 1 <:>{ 2(2y) = 1
In(a)X + 1).

(racines de X? — 7X +e);

(racines de X? —

Exercice 16 [Identité du parallélogramme]|

On veut montrer que pour a,b € C : |a + b|*> + |a — b|*> = 2(|a|? + |b]?).

On développe avec les conjugués : |a+b|*> +|a —b]> = (a +b)(@+b) + (a — b)(a — b) = |a|> + |b]> + ab+
ba + |al? + |b|?> — ab — ba = 2 (|a|® + |b]?).

Exercice 17 [Un parallélogramme ?|
21+29 21— 2 ]z1—|—22]+|21—22]

— <
==t 5| < 2

cas d’égalité : z; — 29 et z1 + 2o sont positivement liés, ce qui équivaut & z; et 2o positivement liés.
interprétation : dans un parallélogramme, la somme des longueurs des diagonales est supérieure ou
égale au demi-périmétre, avec égalité ssi le parallélogramme est aplati.

et pareil avec z5 ce qui donne l'inégalité.



Exercice 18 [Equations géométriques]

2
-1
1. l,zetzzalignés:@Z 1:z+1€]R<:>z€R
22 -1 , ,
2. — rectangle en 1 : & 122+1€2R<:>z€{—1+2b|b€R};
Z_
22—z 4
— rectangle en 2z : & 1 c iR & 2z €iR;
Z_
22—-1 z+1 1
— rectangl SRS = R& -—e{-1+ib|beR} & beR
rectangle en z R €1 ZE{ +ib|b e R} Ze{—l+z’b| e R}
2 4 o 2t =22 1 .
3. 2z, 2° et 2 sont alignés : & — :z(z+1)ER@ZGRouRe(Z):—§<:>ZERU{—1/2+zb|b€
22—z
R}
4. 1, z et 2% sont les sommets d’un triangle équilatéral :
2_1 . 1 3
— direct : & ~ :z+1:—j<:>z:—1—j:j2:e_2”/3:———'i,
z—1 2 2
21 o 1 3
— indirect : & = 1:z+1:—j2<:>z:—1—j2:j:em”/‘S:—é—l—i%.
Z_



