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Feuille d'exercices no27 : Déterminants

Exercice 1 [Matrices antisymétriques]
Donner une condition nécessaire et su�sante sur n ∈ N∗ pour qu'il existe A ∈ An(K) inversible.

Exercice 2 [Déterminant d'une dérivation]
On considère n ∈ N, et on pose : Vn = {x 7→ exP (x) |P ∈ Rn[X]}. Montrer que Vn est un sev de

F(R,R), et que l'application f 7→ f ′ est un endomorphisme de Vn dont on calculera le déterminant.

Exercice 3 [Déterminant d'une primitivisation]

On considère n ∈ N et on pose : φ : f 7→
(
x 7→

∫ x+1

x
f(t)dt

)
. Montrer que φ est un endomorphisme de

Rn[x] = {x 7→ P (x) |P ∈ Rn[X]} et calculer son déterminant.

Exercice 4 [Déterminant de la multiplication matricielle]
On considère A ∈ Mn(K), et on s'intéresse à l'application φ ∈ L (Mn(K)) dé�nie par : φ : M 7→ A ·M .

1. Montrer que φ est inversible (en tant qu'élément de L (Mn(K)) si, et seulement si, A l'est (en tant
qu'élément de Mn(K)).

2. Pour i, j ∈ J1 : nK, exprimer φ(Ei,j).

3. En déduire une expression de la matrice de φ dans la base canonique de Mn(K), puis le déterminant
de φ.

4. Retrouver le résultat de la première question.

Exercice 5 [Calculs de déterminants]
Calculer les déterminants suivants :

1.

∣∣∣∣∣∣
6 3 5
2 4 8
1 9 7

∣∣∣∣∣∣ ;
2.

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
1 1 −3
2 2 1

∣∣∣∣∣∣ ;
3.

∣∣∣∣∣∣
0 1 3
1 3 9
3 9 28

∣∣∣∣∣∣ ;
4.

∣∣∣∣∣∣
24 −21 13
−11 16 −9
23 −19 12

∣∣∣∣∣∣ ;
5.

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
−1 a 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ ;

6.

∣∣∣∣∣∣
0 a b
a 0 c
b c 0

∣∣∣∣∣∣ ;
7.

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ ;
8.

∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ ;
9.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

cos(a) cos(b) cos(c)
sin(a) sin(b) sin(c)

∣∣∣∣∣∣ ;
10.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0
0 1 3 0
0 0 2 4
5 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

11.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0! 1! 2! 3!
1! 2! 3! 4!
2! 3! 4! 5!
3! 4! 5! 6!

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

12.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 a a a
1 a a2 a2

1 a a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

13.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a c c b
c a b c
c b a c
b c c a

∣∣∣∣∣∣∣∣.

Exercice 6 [Recherche de bases]
Dire si les familles suivantes sont des bases de E :

1. ((1 + i, 1, i), (i,−1, 1− i), (−2 + i, 0,−i)) dans
E = C3 ;

2. ((λ+3, 3λ+1), (2λ+3, 5λ+4)) dans E = R2 ;

3. (4X2 + 3X − 1, 2X2 − 2X + 3, 3X2 + 2X − 4)
dans E = R2[X] ;

4. (X2, X(X − 1), (X − 1)2) dans E = R2[X] ;



5. ((X−a)(X−b), (X−a)(X−c), (X−b)(X−c)) dans E = R2[X].

Exercice 7 [Introduction de variable pour un calcul de déterminant]

On considère a ̸= b et λ1, . . . , λn des scalaires et on pose la fonction∆ : x 7→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 + x a+ x . . . a+ x

b+ x λ2 + x
. . .

...
...

. . .
. . . a+ x

b+ x . . . b+ x λn + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Montrer que ∆ est une fonction a�ne, puis en déduire δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 a . . . a

b λ2

. . .
...

...
. . .

. . . a
b . . . b λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 8 [Calculs de déterminants par relations de récurrence]
Calculer les déterminant suivant (de taille n ∈ N∗) en cherchant à établir une relation de récurrence :

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 . . . 1

−1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
−1 . . . −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Indication : rajouter la dernière ligne/colonne
à la première)

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Indication : retrancher la dernière ligne/co-
lonne à la première)

3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 b
. . . . .

.

0 0

. .
. . . .

b 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 . . . 1

1 3
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 . . . 1 n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(à exprimer à l'aide de Hn =

∑n
k=1

1
k
) ;

5.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b b . . . b

a
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . b
a . . . a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Exercice 9 [Déterminant de Vandermonde]

Soit n ∈ N∗ et x1, . . . , xn ∈ K. On leur associe la quantité :

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
x1 x2 . . . xn−1 xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n−1 x2

n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1. Montrer que V (x1, . . . , xn) =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

2. En déduire une condition nécessaire et su�sante sur les xi pour que l'application :

φ :

{
Kn−1[X] → Kn

P 7→ (P (x1), . . . , P (xn))

soit bijective.

2


