PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°24 : Matrices et applications linéaires

Exercice 1 [Détermination de matrices d’applications linéaires]

On calcule a chaque fois les images des éléments de la base canonique de I’ensemble de départ, qu'on
exprime dans celle d’arrivée :

1 10
1. Matean(fi)=[-2 1 0
0O 1 3
1 -1 0
2. Maten(fo)=[ 0 1 -1
-1 0 1
1 111
3. Matcan(fg) = (O 1 2 3)
1200
|34 00| /4 o . , .
4. Matean(f1) = 001 2|~ (02 A) (en blocs 2 x 2) si on numérote la base canonique dans
00 3 4
Vordre (Ey 1, Eo1, E19, Eo1). Si on numérote la base canonique plutot (E 1, Ey o, Es 1, Eo1), on trouve :
1 0 2 0
010 2 o L
Matean(f1) = 30 4 0 (mais c’est moins joli).
03 0 4
011
5. Matean(f5) = (0 0 2
000
2 000
0110 . o . ,
6. Matean(fs) = 01 1 ol Peu importe la numérotation de la base canonique de Ms(R) tant qu’on
0 0 0 2
commence par £ ; et qu’on finit par Ej .

Exercice 2 [Matrice de Vandermonde]
On considére x4, ...,z, € K, et on définit ’application : ¢ : {

1. On a pour tout k € [0;n — 1] :
P(X*) = (.., ap)

et ainsi : X
1z 23 zy”
1 zy 23 zy !
Matgc(p) = :
2 n—1
1z, x7 ... xy

2. Si une telle base B’ existe, application ¢ doit étre inversible, donc injective, donc les x; doivent étre
deux-a-deux distincts.

Réciproquement, si les x; sont deux-a-deux distincts, considérons la famille (L4, ..., L,) définie par :
, X —z;
Vi € [1;n], Li:H ]
oLy — Xy
J#i

qui est bien une base de K,,_1[X], et qui vérifie bien que ¢(B’) = C. Donc cette base convient.



Exercice 3 [Calcul d’inverse d’une matrice] ‘
On considére n € N, et on pose A = (a;;) € M,41(K) définie par : Vi, j € [1,n+1], a;; = (/_}).

1. Si on note f cet endomorphisme, on aurait :

n+1 n k
VEk € [0;n], FIXF) =) apnX T =) (?) Xt=>3" (’;) X"k = (1 4+ X)F

=1 =0 =0

en reconnaissant un binéme, et donc f : P +— P(X + 1) (la composition par X + 1).

2. Ainsi f est bijective, d’inverse f~!: P — P(X — 1) (la composition par X — 1). La matrice A est
donc inversible, et son inverse est la matrice de f~! dans la base canonique. Mais on a également
par binéme :

N S S (AU 9 ( ETEIEE be

ot A7 = (b;;) avec : Vi,j € [L,n+1], b; = (—1)"(17])

i1
3. On utilise les écritures de A et A~!. En utilisant que A- A~! = I,,, on déduit que pour tous i, 7'n[0; n]
avec 1 < j,0n a:

J . n . n
(kN (] AN 4 _
E (1) k(2> (k) = E (1) k(z) (k) = E iyt pirbpij +1=[A-A 1L+17j+1 = 0it1,5+1 =0
k=0

k=1 k=0

Exercice 4 [Quelques calculs de rangs]
Déterminer les rangs des matrices suivantes :

1. La matrice est non nul donc son rang est au moins 1. Elle n’est pas inversible (par déterminant, ou
comme les deux lignes sont proportionnelles) donc son rang n’est pas 2. Donc son rang est 1.

2. On échelonne par pivot :

1 11 1 1 1 11 1
rg|l2 0 1) =rg|0 -2 -1 =1g|(0 -2 —1]| =2
1 3 2 0 2 1 0 0 0

3. Pareil mais on commence par échanger Ly <> Lo et C <» C5 pour faciliter les calculs :

3 0 2 1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
Slm2roj_ foo3 2| foo3 o2 _ o 3 2| _,
Sl o 34|73 0 4|7 "o 6 4| "o o o~
4 1 4 1 4 4 0 6 4 0 0 0
4. Directement par pivot :
1 i —i 1 1 i —i 1 1 i —i 1
rgli —i 1 1 |=rg(0 —i+1 0 1—-i]=rgl01 0 1|=2
0 147 0 141 0 1+4i 0 14 00 0 0

Exercice 5 [Rangs de matrices & paramétres]|
Discuter suivant les valeurs des paramétre des rangs des matrices suivantes :



1. On échelonne :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
rg|b+c c+a a+b] =1rg|0 a—-0 a—c | =12|0 a—2>b a—c
be ca ab 0 c¢la—>) bla—-c) 0 0 (b—ca—c)
1 si a=b=c
) 2 si a=betab#c B
) 2 si a#bet(b=coua=c) Card{a, b c}.
3 si a#betb#ceta#c

2. On échelonne :

1 cos(f) cos(20) 1 cos(0) cos(20)
rg | cos(f) cos(26) cos(30) | =rg |0 cos(20) — cos*(6) cos(36) — cos(#)cos(20)
cos(20) cos(30) cos(40) 0 cos(30) — cos()cos(20) cos(40) — cos(260)cos(26)

1 cos(6) cos(260)
=1g |0 sin?(0) sin(6)sin(26)
0 sin(f)sin(20)  sin?(26)
et on procéde par disjonction de cas :

— sisin(d) = 0 (¢’est-a~dire # = 0 [r]) : alors le rang vaut 1 (seule la premiére ligne est non nulle) ;
— sinon : on continue d’échelonner :

1 cos(f)  cos(260) 1 cos(0) cos(20)
rg | cos(f) cos(20) cos(30) | =rg | 0 sin*(f) sin(f)sin(20) | =2
cos(26) cos(30) cos(40) 0 0 0

et finalement : 1 ) )
cos cos _ B

rg | cos(f) cos(20) cos(30) | = { ; sl gzg 7]

cos(20) cos(30) cos(40) o # 0[]

3. On veut faire un pivot. On distingue si a = 0 ou non :
— sia =0 :le rang vaut 0 si b = 0 et n sinon (les n colonnes sont, & multiplication par b # 0 et
réindexation, les vecteurs de la base canonique de K");
— si a # 0 : on fait un pivot. On fait les opérations

02 — an — bCl, Cg — a203 — bCQ, R ,Cn — Clnilcn — an,1

et finalement :

a b 0 a
rg c =1g '
0 “ob a
b 0 a a® — (=1)"b"
ou la derniére matrice est diagonale, posséde des a # 0 sur la diagonale et un a" — (—1)"b". Et
finalement :
a b 0
B n st a"#(=b)"
'8 0 b _{n—l si a” = (=b)"
b 0



Exercice 6 [Matrices de rang 1|

Soit A de rang 1 : alors A est non nulle, et si famille des vecteurs colonnes engendre une droite, donc A
posséde une colonne non nulle (notons la Cj,) et toutes ses colonnes sont proportionnelles a C;,. Il existe
donc Aq,... A, tels que :

(avec en particulier \;, = 1). Et ainsi :

A=Ciy- (M X ..o X)) =X-YT
A1
en posant X = C;; € M,,1(K)etY =] : | € M,1(K) sont bien tous les deux non nuls.
)\p

Réciproquement, une telle matrice est :

— non nulle (donc de rang au moins 1) : si on note i l'indice d’un coefficient non nul de X et j celui
d’un coefficient non nul de Y, alors le coefficient d’indice (4, j) de XY est non nul (c’est le produit
de ces coefficients) ;

— de rang au plus 1 : toutes ses colonnes sont proportionnelles & X ;

donc de rang 1.

Une telle écriture n’est pas unique : on peut multiplier X et diviser Y par un méme A\ # 0 pour avoir

une autre écriture. Plus subtile : il s’agit en fait de toutes les écritures possibles de cette forme.

Exercice 7 [Changement de base pour un vecteur]
On écrit P la matrice de B’ dans la base canonique B de R*. On a directement :

OO O
OO = =
O~ = =
— = =

qui est inversible (triangulaire supérieure avec des coefficients non nuls sur la diagonale). Donc B’ est une
base. Et on a P = Pp_p5.

1 -1 0 0
0o 1 -1 0
2 . -1 _ o , .
On déduit P~ = 00 1 -1l|7 Pr _p et finalement :
0O 0 0 1
20 3
Matg (u) = Pp_p - Matg(u) = P~ ig = ?7)
7 7

Exercice 8 [Changement de base pour un endomorphisme 1]
On calcule la matrice P de (e, €}, €5) dans la base canonique :

P =

— W N
— oW
(NI NI

et on trouve (par pivot) que P est inversible d’inverse :
-6 5 =2

Pt=|(A44 -3 1
1 -1 1



ce qui assure bien que (€], ey, e4) = B’ est une base de R?, et avec les notations précédentes on a :
~1
P ="Pp,p et P~ =Pp_p

et par formule de changement de base :

Matlg/(f) = Pr_APp_p = PlAP =

O O =
O N O
w o O

Exercice 9 [Changement de base pour un endomorphisme 2|

1. Cette matrice est :
2 -2 1
A= 2 —1 1

2. 1l suffit de montrer que P est inversible. Elle l'est (par pivot) et on trouve :

)
0 1/2 1/2
Plt=11/2 0 1/2

1/2 1/2 )

et par changement de base la matrice de f dans B est :

0
B=PAP ' = [ -1
0

w o O

1
0
0
3. On a directement B* = —3I;5 est la matrice de f o f o f dans B. Donc f = —3id.

Exercice 10 [Changement de base pour un endomorphisme 3]

2 xt? + yt + 2
On considére f € L(R?,R) définie par : f(z,y,2) = / —_—
1. La matrice de B dans la base canonique est :
0 0 1
P=[1 1 =2
1 -3 -3
qui est inversible (par pivot) d’inverse :
9/4 3/4 1/4
Pl=|-1/4 1/4 —1/4
1 0 0

ce qui assure que B est bien une base.

2. On peut directement reconnaitre que :

12 2 1

2 2 t
f:(x,y,z)Hx-/Omdt+y/o mdt—l—z/{) —(t+1)(t—3)dt

qui est donc de la forme (z,vy, z) — ax + by + cz, et est donc bien une forme linéaire.

5



Et on a:

2 t4+1 2 1
]”((),1,1):/0 mdt:/o (t_g)dt:—ln(iﬂ)
t—1

2 2 1
f(O,l,—B):/O mdt:/o ERE

2 —2t -3 ?

3. On déduit que la matrice dans B (pour R?) et la base canonique (pour R) de f est :
A= (-In(3) In(3) 2)

et par formule de changement de base on déduit :

flz,y,2)=A-P1|y]| = _lnf) (92 + 3y + 2) + lniS) (—x+y—2)+2
—5In(3) In(3) In(3)
= ( 5 + 2) T — 5 Yy — 5 z.

Exercice 11 [Matrices semblables & une matrice nilpotente]
Par double implication :
1. si A est nilpotente : elle est semblable a elle-méme, qui est nilpotente, donc est semblable a une
matrice nilpotente ;

2. si A est semblable a une matrice nilpotente : notons B nilpotente et P inversible telles que A =
P~'BP. Posons n € N* tel que B" = 0. Alors :

A"=P'BP.-P'BP.....P"'\BP =P 'B"P =P 0P =0

en notant que les PP~! se simplifient. Et finalement A” = 0 : donc A est nilpotente.

Exercice 12 [Décomposition d’une matrice]
2 -1 -1
On considére la matrice A= | =1 2 —1], et on note B = (ey, 9, €3) la base canonique de R? et f
-1 -1 2
I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
1. La somme des colonnes de A vaut 0, donc ses colonnes sont liées. Comme les deux premiéres colonnes
(par exemple) sont non proportionnelles, on déduit que :

2 —1
Imf=Vect | | 1|, 2 ={(z,y,2) eR*|z+y+2=0}
—1 —1

qui est un plan.
Par théoréme du rang, son noyau est de dimension 1, donc il suffit de trouver un élément non nul de
son noyau pour avoir un générateur de Kerf. On trouve que (1,1,1) € Kerf donc

1
Kerf = Vect 1 ={(z,z,x)|x € R}.
1

Comme Imf est de dimension 2 dans R3, c¢’est un hyperplan : pour montrer que Imf et Kerf sont
supplémentaires, il suffit de voir que Kerf est une droite non contenue dans Imf : on a déja que c’est
une droite; et comme (1,1,1) ¢ Imf (comme 1+ 1+ 1 =3 # 0), elle n’est pas contenu dans Imj.

Et finalement : R?® = Imf @ Kerf.



2. Pour une base adaptée, il suffit d’'une base de Imf et d’une base de Kerf, ce qu’on a fait avant. Une
base adaptée est donc (par exemple) :

B=((2,—1,-1),(~1,2,—-1),(1,1,1))

oll les premiers éléments sont ceux de Imf et le dernier un élément de Kerf.
On calcule directement leurs images :

f(2,-1,-1)=(6,-3,-3) =3(2,—1,—-1), f(—-1,2,—1) =(-3,6,-3) =3-(—1,2,—1) et f(1,1,1) = (0,0,0)
donc la matrice de f dans B est :

Mat[g(f) =

o O W
o w o
o O O

3. On déduit que f et la composée du projecteur sur Im f parallélement a Kerf, et de 'homothétie 3id.

Exercice 13 [Endomorphisme nilpotent d’indice maximal]

1. On considére x € E tel que f"'(x) # 0 (qui existe bien comme f"~! # 0), et un tel x convient :
la famille (z, f(x),..., f""1(x)) est libre (voir feuille sur la dimension finie) et est de bon cardinal,
donc c’est une base de E.

2. Si on note (ey,...,e,) cette base, on a directement :
Vie [Lin—1], f(e;) =eiy1 et flen) =0
et ainsi la matrice de f dans cette base est :
0 O
1 0
A=1o
O ... 0 1 0
(des 1 juste en dessous le la diagonale et des 0 partout ailleurs).

En faisant les puissances, la diagonale de 1 descend d’un cran. Et on obtient notamment la matrice
suivante pour f*!:

0O ... ... 0
An—lz : :
0 :
1 0 ... 0

(un 1 en bas a gauche et des 0 partout ailleurs).

3. Par double inclusion :
— les polyndmes en f commutent bien avec f, comme toutes les puissances de f commutent avec f
et que cet ensemble est stable par combinaisons linéaires ;
— si g commute avec f : comme la famille (x, f(z), ..., f"~'(x)) est une base, il existe A;,..., A, € K
tels que :

g(z) = Z Xif TN (@)



et en appliquant f on déduit :

9(f (@) = Flo(@)) = D_Nif'(w) = 32 (f ()

et en répétant ce processus :

vk € [0;n — 1], g(f(a ZA FrEEY( Zf’ H(fF )

=1

ce qui assure, comme les applications g et Y | A; f*~! coincident sur la base (z, f(z),..., " (z)),
qu’elles sont égales. Donc finalement :

g=> NfTheVect(id, f,..., 7).
=1

D’ou I’égalité par double inclusion.



