PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

Feuille d’exercices n°23 : Formules de Taylor et développements
limités

Exercice 1 [Manipulations de dl]
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3. sin(z) = sin(r/4+ (v — 7/4)) =

V2
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4. tan(z) —sin(z) = le +o(zY);
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6. cos (In(x)) = 1—(r—1)+ %(x C 1) tof(z— 17):

1 1
7. In(1+¢€%) = In(2) + 3T T ng +o(z?);
1 1

1
8. In(2 + sin(z)) =, In(2) + 5%~ ng — ﬂx:)’ +o(z?);
1 1 1
9. In(e” + cos(z)) =, In(2) + 5%~ ng + gaj?’;

1
10. /3 + cos(x) = 2— gxz + o(x3);
z—

1 3 1
11. In(3e® + %) = 2In(2) + 5T+ gIQ — ga:?’ +o(z?);

12. sin(z)tan(z) = 22 + o(2?) (faire avec équivalent et parité).
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19. €$—1z:01 2x+12x + o(z?);
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18.

1 1
20. (1 —cos(2z)) (e — 1) (z — sin(z)) = —§x6 + 6x7 + o(z") (il suffit de faire un dl & un terme pour
z—>

1 —cos(2z) et x —sin(x), et & deux termes pour e~ *

— 1 car tous les autres termes sont négligeables ;



21. V1 —+1—2a2 \/_ \/—33 3+ o(x?).
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Exercice 2 [Développement limité d’une réciproque 1]
La fonction f est dérivable sur R (produit et composée) avec :

froxe (14 22%)e” >0

donc f est strictement croissante sur R. Comme lim f(z) = 400 et lim f(z) = —oo, on déduit par
xr——+00 T——00

théoréme de la bijection monotone (f étant continue sur R par produit et composée) que f réalise une
bijection strictement croissante de R dans R.

Par produit et composée, la fonction f est C>°. Comme de plus f’ ne s’annule jamais, alors f~! est
également C*, donc f et f~1 admettent des dl & tout ordre en tout point.

Comme f(0) = 0, on déduit le dI5 en 0 de f~! de celui de f. Comme f est impaire, alors f~! aussi
donc son dI5 en 0 est de la forme :

) = ax +b2® + ca® + o(2?).

z—0
On a par dl de 'exponentielle en 0 (et composition & droite et produit) :

flx) = x+2°+ Lo + o).

x—0 2

et en utilisant que f~'o f = fo f~! =idg on déduit :
— avec la premiére écriture :

v = xv+o(x°) = af(z)+bf(x)*+cf(x)’ +o(f(z)°) = ax+ (a+0b)z®+ (a/2+3b+c)z’ +o(z”)

z—0 x—0 x—0

et par unicité d’un dl on déduit :
a=1,a+b=0eta/2+3b+c=0

donc :

5
f () =T z® + §x5 + o(z?).

— avec la seconde écriture :

v = x+o(x®) = f )+ fH2)+ %fl(x)‘:’ =, ar+ (a® + b)2® + (a°/2 + 3a®b + ¢) + o(z”)

xz—0 x—0 r—

et par unicité d’un dl on déduire :
a=1,a*>+b=0eta’/3+3a’+c=0

et on retrouve comme ci-dessus :

Exercice 3 [Développement limité d’une réciproque 2]
Meéme méthode qu’avant : f est dérivable sur R (combinaison linéaire) avec :

et 4+ 2

fixe— >0

donc f réalise une bijection strictement croissante de R dans R (pas de FI sur les limites en +00).
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Et f est C* sur R avec f’ ne s’annulant jamais donc f~! est C*® sur R : les fonctions f et f~! admet
des dl & tout ordre en tout point.
Comme f(0) =0, le dl 3 en 0 de f~! se déduit de celui de f, qui est :

_ Lol 3 3
f(z)$:0x+6:1: IR + o(z”).

Ici on n’a pas de symétrie pour f~!, donc on se contente de I'expression générale de son dl 3 en 0.
Comme f(0) = 0 et f/(0) = 1, on peut déja utiliser que f~1(0) = 0 et f~'(0) = 1 donc ce dl est de la
forme :

f () = o az® + bz’ + o(z?).

T—
En utilisant que f~(f(z)) =z =, o(z?) et en composant les dl, on trouve :
T—

r = v+o(z*) = v+ (a+1/6)2® + (a/3+b+1/18)2° + o(2?)

z—0 z—0

ce qui donne :
a+1/6=0=a/3+0b+1/18

donc a = —1/6 et b = 0, c’est-a-dire :

Exercice 4 [Ordre d’un développement limité 1]
On a déja :
fl) = O(a") =o(z"™") = 0+ o(a""")

x—0

donc f admet un dl a ordre (n — 1) en 0.
Elle n’en admet pas a 'ordre n : par 'absurde, si c¢’était le cas, on aurait une écriture de la forme
x
f(z) = oz 4+ o(a™). Et donc /(@)
. . xﬁo . . xn
limite en 0. Contradiction.
Et ainsi, par troncature, f admet un dl a Pordre k en 0 pour tous les k < n — 1 (et c’est tout).

1

xT

= sin( ) aurait pour limite o en 0. Or cette quantité n’a pas de

Exercice 5 [Ordre d’un développement limité 2]
Pour tout n € N, on a :
1
f(I) _ _671/:102 _ 0(1)

xn T x—0
par croissances comparées. Donc f admet le dln : f(x) = o(z") en 0.
Et ceci est vrai pour tout n.
Donc f posséde les mémes dl que la fonction nulle en 0. Et pourtant f n’est pas la fonction nulle (ni
au voisinage de 0 ni ailleurs). Donc, plusieurs fonctions peuvent avoir les mémes dl a tout ordre sans pour
autant étre égales.

Exercice 6 [Application des développements limités aux matrices]
Soit N € M,,(R) nilpotente d’ordre k, c’est-a-dire que N* = 0.
1. La fonction x — x + 1 est C* sur R, donc au voisinage de 0, et envoie 0 sur 1.
La fonction x — /z est C* sur R, donc au voisinage de 1.

Par composée, la fonction z — /1 4+ x est C>° au voisinage de 0 : elle admet donc, par formule de
Taylor—Young, des dl a tout ordre en 0.

Pour l'ordre 2, on obtient 'expression :

1 1
Vitzr = 14+ -2 — -2 +o(z?).
x—0 2 8
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2. On a déja par définition du dlm précédent :
V1 +tr = Zoaix +o(z™)

et en mettant au carré :

m 2 m 2
1+$$i0 <ZOG@$ —i—O(QJ )) = (Zoaz(l}> —I—O(l' )

en développant.

Posons alors P, = (1+X) — (3%, aiXi)Q, qui est un polynome. Par propriété des polynomes en 0,
il est équivalent a son mondéme de plus petit degré en 0. Mais par le point précédent on a également :
P(x) =, o(z™). Et donc le monéme de plus petit degré de P, est de de degré au moins m + 1.
C’est-a-dire que P, est divisible par X™*!. Et on conclut en écrivant @Q,, le quotient de P,, par
X™+ (qui vérifie bien les propriétés demandées).

3. En évaluant I'égalité précédente en IV, et en prenant m =k — 1 on a :

=0

k—1 2
Q+N:<ZMM>+NWWWZM

en posant A = Zi:ol a;N?, et en notant que N* = 0 donc N¥Q(N) = 0. Et ce A convient bien.

010
4. Onaici N= |0 0 1| quivérifie N> =0 donc k = 3 convient. Il suffit d’utiliser le dI2 calculé au
000
début, et on trouve :
L 1 1/2 —1/8
A=L+-N—--N*=(0 1 1/2
28 0 0 1

(et on vérifie que I'on a bien la bonne matrice pour A? bien siir).
5. On écrit le dl en 0 de x — %/1 4 x & l'ordre k£ — 1, qui donne une écriture :

k—1
m o ol k
Vi+zx =, Zoalx + o(z")

qu’on réécrit en passant a la puissance m :

HX:(

pour () un polynoéme. Et en évaluant en N il vient :

k—1 *
Q+N:< %M>
=0

Exercice 7 [Calculs de développements limités sans calculs]

o
—

am’) + X*Q(X)

Il
o

k-1 ; :
et donc A=)"" a;N' convient.



1. On reconnait le dl de exp(x) au voisinage de 0 :

65536
SEk $65537

_ 65537
exp(r) = D 7 T omsam o)
k=0

puis en composant avec In :

65536 65537 ss537 99537 65537
In ; S In (e ~ Geea] + o(x )) =In(e”) +In <1 ~ 5eal¢ +o(z™")e )

65537 1'65537

—x 65537\ ,—r _ __
oosam© Ol = =

mais comme €* = 1+ o(1) en 0, on déduit que — + 0(2%5537) et

finalement :
05536k 09937 65537 T 65537
| > 5] 5@+ (1 — e ol >> S0 " Gmman PO

2. On reconnait le dl de In(1 + z) au voisinage de 0 :

= (_1>k+1 k 1 21589 21589
In(1+ ) =, Z P T + o(x*%)
k=1

et on trouve comme ci-dessus :

exp 2§8 (—1)k+1xk = exp(In(1 + z))exp _;121589_'_0(1‘21589)
=k v=0 21589

1 1
= (1+1x) (1 _ 21589x21589 i O(x21589)) 4 215891,21589 + o(£215%9),
Exercice 8 [Calculs d’équivalents]
On fait des dl jusqu’au premier ordre non nul :

1
1. on fait le dl4 de cos et le dl5 de sin en 0 : (2 + cos(x)) — 3sin(x) ~ @x‘f’.
T—r

2. on fait le d13 de Arctan : Arctan(2x) — 2Arctan(x) ~, —223.
T—

3. onapourx — 0" :

2 — (sin(z))" = 2” (1 ~exp (m (Si“;@))) el (@)

- 2 2
et on utilise In <sm(3:)> = In (1 — % + O(IQ)) ~ —% et que z* ~ 1 (limite finie non nulle) et

T x—0 xr—

donc :
x : iy ‘%3
x® — (sin(x)) vt

Exercice 9 [Calculs de limites]
On fait des dl jusqu’au premier ordre non nul (pour avoir un équivalent) ou alors & un o(1) prés (ce
qui permet d’avoir la limite). On compose les limites si besoin :



' =@ In(si
1 (Sm(l’)) = exp (_n(sm(x)/x)) et avec les d12 de cos et dl3 de sin en O :

x 1 — cos(x)
sin(z)\ x? 5 x?
In (T) =, In <1 % + o(x )) 06
2
x
1 — cos(x) ol

— 1
le quotient dans I’exponentielle tend donc vers /2 =—3 et finalement :

lim (M>” = exp(—1/3).

z—0 x

3

2. (1 + —) e™® = exp (#3In(1 + 1/2?) — x) et avec le d12 de In en 1 on trouve :
1 1 1
2 _
(1) = e pnto ()

et en réinjectant :

3

1\° _, 1 1 1 1
(14—;) e :C_Hrooexp(x—%—aH—o(E))z_ﬁ@exp(—g—i—o(E))gc_}—}rwl.

1 1 1 sin?(z) 1 22 2 122 1
3. == 1— - 1—(1-% 2 ~ =T
sin?(x) a2 sin®(z) < x? > 2—0 sin®(z) ( ( 6 +ole?) 2=0 12 3 2-0 3

td li ! ! L
et donc : lim —— — = = =
2=0 sin’(r) 22 3’
1 1 1 In(1 1 1 - 1
L Lo _ n( +9€)_1 :—<1_§_1+O(x)),v_._x~__
r In(l+z) In(l1+x) T 2—0 In(1 + ) 2 s=0 x 2 250 2
1 1 1

et donc : lim — — ————— = ——;
=0z In(1+x) 2

In(1+2z) _ In(1+1/x) _ 1/x +o(1/x) _ 1 o 1
In(x) b In(z)  a—+oo L+ In(x) z—+00 bt zln(z) * < )

et en injectant dans le In :

ln(z) - In (M) @) _

In(x) >0 xln(z)

- . : . In(1 4+ z)\"™"®
et en injectant cette limite dans ’exponentielle : lim _— =e;
T—-+00 In(x)

6. PardldeInen 1on a:

(1+2)Y* = exp <M) = exp (1 - g + o(m)) = e-exp (—g + o(x)> =, (1 Ty 0(x)>

€T z—0



et en réinjectant :
(14 2)Y* —¢ —ex/2 e

~ ——

T z—0 T z—=0 2

. 1+z)/* —e e
et donc : lim # =_—_
z—0 T 2
On pouvait faire par taux d’accroissements, en reconnaissant le taux en 0 de =z — (1 + x)l/x -
In(1+x . ) o o
exp (—( )), qui est dérivable sur R*. (par composée), prolongeable par continuité en 0 (limite
x
r—(1+2z)n(l+x)

22(1+2)

classique) et dérivable en 0 (par limite de la dérivée, car sa dérivée est = —

dont on détermine la limite (qui vaut —1/2) en 0 par le d12 de In.

7. On fait le dl1 de a® au voisinage de 2, qui est donné en posant x = 2 + h par :

a” = exp (zIn(a)) = exp((2 + h)In(a)) = a* - exp(hIn(a)) a® - (1+ hln(a) + o(h))

h—0

et en réinjectant, on obtient (toujours avec x =2+ h) :
2° 4 3 13 + (41n(2) + 9In(3))h + o(h) Aln(2) + 9In(3) — 8In(2) — (5/2)In(5)
_ - h+o(h)
27+ 4+ 52/2 p0 13 + (8In(2) + (5/2)In(5))h + o(h) h—o 13
4In(2 1 — 8In(2) — (5/2)1 1 9.
et on pose a = n(2) +9In(3) — 8n(2) — (5/2)In(5) = —In M pour simplifier.
13 13 2453
Et alors : )
2" +3% \*E In(1+ ah + o(h) R (—a)
2a+1 4 Hz/2 oo P —h o P ATA
1 1/13
¢ donc - 1i 248 N ey = (35 "
e onc : ILI% m = exXp Oé) = 24—53 ;

8. On regarde séparément numérateur et dénominateur. On pose x =a + h :
— 2% —a® = exp(aln(a+ h)) —exp((a + h)In(a)) = exp(aln(a) + h+ o(h)) — exp(aln(a) + hln(a))
T—a

= a® (exp(h +o(h)) — exp(hln(a))) = a® (1 + h — 1 — hln(a) + o(h)) o~ a®(1 —In(a))h

h
— Arctan(x) — Arctan(a) = Arctan’(a)-h+o(h) ~ a2
T—a r—a

Et en réinjectant :
x4 —a”

Arctan(x) — Arctan(a) ia (1+ a2)a“(1 — In(a)).

% — q¥
Etd i = (1 Ha(1 -1 .
o e Arctan(z) — Arctan(a) (1+a%a( n(a))

Exercice 10 [Développement asymptotique d’une suite définie implicitement]

On a une suite implicite : on reprend la méthode habituelle.

On pose f, : © + x° + nx — 1 (pour n € N*). La fonction f, est strictement croissante sur R (somme
de 2°, strictement croissante sur R, et de & — nx — 1, strictement croissante sur R car affine de pente
n > 0). De plus, par calcul direct, f, tend vers —oo et +oo respectivement en co et +oo. Enfin, f, est
continue (polynome).

Par théoréme de la bijection monotone, f, réalise une bijection strictement croissante de R dans R. En
particulier, 0 posséde un unique antécédent par f,.

Comme f,(0) = —1 < 0, cet antécédent est strictement positif.

Ceci assure bien que (u,,) est bien défini.



De plus, pour n € N* on a :
frr1(uy) = ui +(n+Du,—1= ui +nup, — 14+ up = fro(uy) + uy =y > 0= fri1(Upy1)

et par stricte croissance de f,,; on déduit que u, > Up41-
Comme ceci est vrai pour tout n € N* la suite (u,,) est donc strictement décroissante.
Etant minorée (par 0 par construction), elle converge par limite monotone vers ¢ > 0.
Par "absurde, supposons que £ > 0. On a pour tout n € N* :

0= fn(u,) :ui—i—nun —1

oll par continuité de x — 2%, u> tend vers (5 > 0, et par opérations sur les limites nu, tend vers +oo (pas
de FI comme ¢ > 0). Et finalement : 0 = f,(u,) tend vers +oo. Contradiction.

Donc ¢ = 0.

On réinjecte dans Pexpression de f,(u,) en notant que, comme u,, tend vers 0, alors u>
donc pour tout n € N* :

aussi. On a

11— 1 1 1
Uy = U/n: —"_O()N—

n n n

ce qui donne le premier équivalent.

1 1
On peut donc écrire u, = — + o0 (—) En réinjectant a nouveau il vient :
n n

(oo Q) g i) Lo

un: —= —= = 6
n n n n n

qui est le développement asymptotique demandé.

Exercice 11 [Calculs de développements asymptotiques]
On se raméne a chaque fois en des points connus en factorisant par un équivalent (ou pas?).

1 1 1 1 1 1
1. 1 = 1 - = 1 _— — _ —3/2 .
VIte=yo +xx—>+oo\/_( +2 82 o <x2))x—>+oo\/i+2\/5 83/2+0( )3
1 1 1
2. zln(14+2) — (x+1)n(x) = zln(z) + zln(1+1/2) — zln(z) — In(z) it (E —ga2t 33 + O(x_3)) —
1
ln(x)x_ioo n(z) + 1——+3—+0( 2);
x 1 1 1 1
3. (=) < (x+ >) = exp (zln(1 + 1/2)) LS. X <x (;—ﬁ+$+o(gﬁ3))) =
1 + +(*2) = 1+1+(*2) = 1 1+11+(*2)
P T2 T st COP\ T2 32 TV ) e S T T2 T a2 TV
e . 11 ( _2)
e— — r%);
20 2dex ’
4. On utilise que, pour > 0 : Arctan(x) + Arctan(1l/z) = 7/2. Et donc :
T ™ 1 1
A = ——A 1 = ———4+— -3
rctan(zx) 05 rctan(1/x) e ® 2 + 329 +o(z77)
Exercice 12 [Développement asymptotique et asymptote 1]
On a par dI2 de 'exponentielle en 0O :
1 1 3
_ z _ - — _
F@) = @0 = @) (143 o) = a2 ol

et ainsi la droite d’équation y = x+2 est asymptote a la courbe de f en +oo, et comme f(z)—(z+2) ~
r——+00

3 .
o > 0 on déduit que la courbe de f est au-dessus de son asymptote.
x



Exercice 13 [Développement asymptotique et asymptote 2]
Méme méthode :

1 1 1 1 1
=zln(24+=| = In(2) + — — — -2 = zln(2)+ = — — -1
o) =ain (24 1) = o (m@)+ 5 - g bola) | = aln(2) 45— ool
1
et ainsi la droite d’équation y = In(2)x + 3 est asymptote a la courbe de g en 400, et comme g(z) —
1 1
(In(2)x + =) ~ —— >0 on déduit que la courbe de g est en-dessous de son asymptote.

2" z—+c0 81

Exercice 14 [Etudes d’asymptotes]
On commence & chaque fois par déterminer les ensembles de définition.
(z+1)n(z+1)
In(z) '
D¢ =]0; 1[U]1; +o00] donc on étudie en 0, en 1 et en +00 :
— en 0 : pas de Fl et f(x) = 0 donc pas d’asymptote ;

1. f:x—

— enl:pasdeFlet f(z) — —ooet f(x) —_ Foo donc une asymptote verticale en 1 (a gauche
=1~ z—1

et a droite) ;
— en +o00 : on utilise que :

1 1 In(1+4+1 1 1
ntl) | W0l Y
In(x) In(z)  a—+oo xln(x) zln(z)
et en réinjectant :
1
f(z) NiwTU n(z) + o(1/In(z))
ce qui donne I'asymptote d’équation y = x + 1, et la courbe de f est au-dessus de son asymptote.
5 . %+ 2x
. X T
g v — 1|+«

D, = R (on distingue suivant que = > 1 ou z < 1 pour voir que le dénominateur est toujours non
nul) donc on étudie en +oo :
— en +oo:pourz > 1:

r*4+2r 1 5 5/4

9@) =5 T =57t o

1 5
par réduction en éléments simples. Et donc la droite d’équation y = §$ + 1 est asymptote a la

courbe de g en +o00, et g est au dessus de son asymptote en +00;
— en —oco:pourx < 1:
g(x) = 2%+ 2z

qui n’a pas d’asymptote en —oo (par croissances comparées)
2

3. hiwe — Arctan(x) :
r+1
Dy =R\ {—1} =] — 00; —1[U] — 1; +00[ donc on étudie en —1 et en +oo :
— en —1 : pas de Fl et h(z) — +oo et h(x) —_ —oc donc une asymptote verticale en —1 (a
z—1- z—1
gauche et a droite) ;
. T 1 3 .
— en +oo : on utilise que, pour z > 0 : Arctan(x) = — — —+ — +o(x~°) et en réinjectant :
T—+o00 2 i 3x3
s T s 1
2. e+ (1) (30 ot
(@) = _37+(-3 +(5+1) - +oz™)

et donc la droite d’équation y = gx + (—g — 1) est asymptote a la courbe de h en +oo, et la

courbe de h est au-dessus de son asymptote en 4o0.

9



— en —oo : on utilise que, pour x < 0 : Arctan(z) = —=— —+ — +o(z7?) et en réinjectant :

™ T T 1 _1
ho) = —Ze+(5-1)+(-5+1) —+o(a™)
et donc la droite d’équation y = —gx + (g — 1) est asymptote a la courbe de h en —o0, et la

courbe de h est au-dessus de son asymptote en —oo.
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