Nom :

Interrogation 7

Exercice 1 1. Soit n € N*. Rappeler la définition de ce qu’est une racine n-eme de

. Résoudre le systeme : {

I'unité. Et donner explicitement ’ensemble U,,, en écrivant ses éléments sous la
forme e pour 6 €] — ;7).

. Donner les racines carrées de —2i¢ sous forme algébrique, et sous forme trigonomé-

trique.

. En déduire les racines du polynéme X2 — (1 +4)X + 1.

r+y = 1+
ry = 1 ’

. Une racine n-eme est un complexe z tel que 2" = 1. On a :

U, = {e**/" |k € ZN] — n/2;n/2]}

On peut passer par le systeme, ou directement reconnaitre que —2i = 2e~™/2 dont
les racines carrées sont :I:\/§e*”/4, cest-d-dire 1—i = /2 /4 ot —1+47 = /2e37/4,

. Le polynome est de discriminant A = (1 + i)* — 4 = —2i. Les racines sont donc :
141 1—14 14+7)—(1—14
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On a un systeme somme produit : les solutions sont les couples formant les racines

de X? — (1 +14)X + 1, donc les solutions sont (1,7) et (7,1).

Exercice 2

1.

Soit z € C. Donner la valeur de e* sous forme algébrique puis sous forme trigono-
métrique.

Soit a € C. Résoudre I’équation e* = a d’inconnue z € C.

e = e®@eos(Im(z)) + ief*Fsin(Im(z)) (forme algébrique) ou eRe)e™E) (forme

trigonométrique).

. Sia=0: pas de solution.

Sinon e* = a a pour ensemble solution : {In(|a|) + i(arg(a) + 2k7) | k € Z}.



Exercice 3
1. Rappeler les formules d’Euler et de Moivre.
2. Linéariser cos?(z).
3. Exprimer sin(3z) comme un polynéme en sin(x).
1. Euler : cos(f) = M et sin(f) = ! 5 -~
Moivre : cos(nf) + isin(nf) = e’ = (coé(@) + isin(0))".

2. On utilise la formule d’Euler :

; eix+eim 3 e3im+€—3im+3ei$+3e—i$ COS(3$) 3003(33)
cos’(@) = | —5— ) = 3 R

3. On utilise la formule de Moivre :
sin(3z) = Im ((cos(z) + isin(x))?’) = 3sin(x)cos?(z) — sin®(x) = —4sin®(z) + 3sin(z)

Exercice 4 Dire pour quelle(s) valeur(s) de x les expressions cos(2arccos(x)) et sin(2arcsin(z))
ont un sens, et les simplifier.

Les deux expressions sont définies pour x € [—1;1]. Pour un tel x, on a arcsin(z) €
[—7/2;7/2] donc cos(arcsin(z)) > 0 puis cos(arcsin(z)) = /1 — 22, Et par formules de
duplication :

cos(2arccos(x)) = 2cos?(arccos(z)) — 1 = 222 — 1

sin(2arcsin(x)) = 2cos(arcsin(z))sin(arcsin(x)) = 2v'1 — z2z.



