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Interrogation 19

Exercice 1 On considere application f : P — X P’ définie sur £ = R, [X].

1.
2.

Montrer que f est un endomorphisme de E.

Déterminer le noyau et le rang de f. L’application f est-elle injective ? Surjective ?
Bijective ?

. Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires dans FE.

. Soit P € R,[X]. Alors deg(P) < n donc deg(P’) < n — 1 puis deg(f(P)) = 1+

deg(P’) < n. Donc ¢(P) € R,[X]. Ce qui assure la stabilité.

Pour la linéarité : soient P,Q € R,[X] et A\,u € R. Alors par linéarité de la
dérivation :

FOP+pQ) = X (AP + pQ) = X AP+ pQ') = AXP'+ uXQ' = M (P) + pf(Q).
D’ou la linéarité.

Donc f est une application linéaire de E dans F : c¢’est un endomorphisme de

E.

. Pour le noyau : soit P € E. Alors :

f(P)=0& XP' =04 P =0 P e Ry[X]

(par intégrité du produit entre polyndmes). Et ainsi : Kerf = Ro[X].
On a directement que dim(Kerf) = 1. Par théoreme du rang :

rg(f) = dim(E) — dim(Kerf) = (n+1)—1=n

et ainsi :
— f n’est pas injective : son noyau n’est pas réduit a {0} ;
— f n’est pas surjective : son rang de vaut pas (n + 1) = dim(E);
— f n’est pas surjective : elle n’est ni injective ni surjective.
Et on pouvait aussi utiliser que, en tant qu’endomorphisme sur £ de dimension
finie, on a équivalence entre injectivité, surjectivité et bijectivité de f.
On a déja, par théoreme du rang, que : dim(Imf) + dim(Kerf) = dimE. Pour
montrer qu’ils sont supplémentaires, il suffit de prouver qu’ils sont en somme directe.
Soit P € Kerf NImf. Alors P est constant, et il existe @ € R, [X] tel que
P = f(Q) = XQ'. Mais alors, par considérations de degrés, @ = 0 (sinon P ne
serait pas constant). Donc P = 0. Et finalement : Ker fNImf = {0} (I'autre inclusion
est toujours vérifiée, comme ce sont des espaces vectoriels).
Et finalement : Imf & Kerf = E.



Exercice 2 Soient F de dimension finie et f,g € L(F). On suppose que rg(f + g) =
rg(f) +rg(g).

1. Soit y € Im(f + g). Notons z € E tel que y = (f + g)(x). Alors y = f(x) + g(z) €
Imf + Img. D’ou I'inclusion.

2. Par formule de Grassmann, on a :
dim(Imf NImg) = dim(Imf) + dim(Img) — dim(Imf + Img)

et comme Im(f +g) C Imf + Img, on a donc : dim (Imf + Img) > dimIm(f + g) =
rg(f + g). Et finalement :

dim(Imf N Img) <rg(f) +rg(g) —re(f +g) =0
donc dim(Imf N Img), c’est-a-dire Imf N Img = {0}.
3. On a déja prouvé une inclusion. Il suffit d’avoir I’égalité des dimensions. Mais avec
la question précédente on a :

dim(Imf + Img) = dim(Imf) + dim(Img) — dim(Imf N Img) = rg(f) +rg(g) — 0

= 1g(f +9) = dim(Im(f + g))
et donc par inclusion et égalité des dimensions, on a bien 1’égalité cherchée.

4. On déduit que Imf C Im(f + g) et Img C Im(f + g) et comme on a de plus :
Im(f+g) = Imf +Img et ImfNImg = {0}, par caractérisation des supplémentaires
en dimension finie on a bien le résultat.

On aurait aussi pu utiliser le résultat des dimensions (cela revient au méme).
Le point clé est de ne pas oublier que Imf C Im(f + g) et Img C Im(f + g)
(la formulation de la question aider a ne pas 'oublier) mais sinon il manque une
information.

Exercice 3 1. Les racines de B = X* — 1 sont les racines quatrieme de 1'unité, toutes
simples, donc +1 et +i, et B est unitaire. D’ou les décompositions sur C et R :

B=(X-1)X+1)(X =X +i)=(X - 1)(X+1)(X*+1).

2. On a une écriture :
X—4 14 a n b n c n d
Xt—1 X—-1 X+1 X—-1 X+
et on trouve a,b, c,d en multipliant par X =1 ou X F 1 et en évaluant en +1 ou
+i. On peut aller plus vite avec des symétries (changer X en —X par exemple, qui

donne a = —b et ¢ = —d) et on obtient :
X4 1/4 1/4 i/4 i/4
m:1+x/—1_x/+1+x/—i_x/+i
3. On regroupe les éléments complexes. On trouve :
X+ 14 1/4 B 1/4 B 1/2
X+—-1 X-1 X+1 X241



