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Interrogation 15

Exercice 1 1. Sia#0:alors (0,0,0) ¢ E donc E n’est pas un espace vectoriel.
Sinon : (0,0,0) € E. Et pour (z,y,2),(a,b,c) € Eet \,u € K, on a A(z,y,2) +
p(a, b, c) = (Ax + pa, \y + pb, Az + pc) qui est bien un élément de E car :

(Ax + pa) + (Ay + pb) +6(Az + pc) = Mz +y +62) + pla+ b+ 6¢) =0

Donc E est un sous espace vectoriel de R? : c’est un espace vectoriel.

2. Pour trouver une base, considérons (z,y,z2) € R3. Alors :

x —y — 62 -1 —6
(x,y,2) e Ecaty+6z=00=—y—6z2& |y | = Y =yl 1 |+z| O
z z 0 1
-1 —6
< (z,y,2) € Vect 11,10
0 1
-1 —6 -1 —6
et ainsi £ = Vect 11,10 . Et la famille 11,10 est bien
0 1 0 1

une base de F : elle est génératrice (par construction), et elle est constituée de deux
vecteurs non colinéaires (des 0 pas au méme endroit dans les coordonnées) donc elle

est libre.
Remarque : avec le nouveau chapitre, on peut aussi noter directement que £ = Kerg
1
pour ¢ : (x,y, z) — x+y+62 est Papplication linéaire canoniquement associée & A = | 1
6

ce qui donne que c’est directement un espace vectoriel. Il faut en revanche refaire les calculs
pour avoir une base (pas le choix).

Exercice 2 On pourrait montrer que F' contient la suite nulle et qu’il est stable par com-
binaison linéaire. On va montrer tout en une seule fois.

Les éléments de F' sont exactement les suites de la forme (u,) = (A2" + u3") = A+ pw
pour A, 1 € R : on reconnait en effet les suites linéaires récurrentes d’ordre 2 de polynome
caractéristique X? —5X +6 = (X — 2)(X — 3).

Et ainsi F' = Vect(v,w). Mais les suites v et w ne sont clairement pas proportionnelles,
donc forment une famille libre. Et donc (v, w) est bien une base de F.

Et on retrouve au passage que v,w € F en prenant A = 1 et u = 0 ou l'inverse.



Exercice 3 Montrer que la famille (idg, sin, exp) est libre.
Soient A, u, v € R tels que \idg + psin 4 vexp. Alors :

Vo € R, Az + psin(z) + vexp(z) =0

En évaluant en 0, il vient : v = 0.
En évaluant en 7, et en utilisant que v = 0, on déduit : Aw = 0, donc A = 0.
En évaluant en /2 et en utilisant que v = A = 0, on déduit : u = 0.
Et donc A = = v =0 : la famille est libre!

Exercice 4 1. Pour f: I — R, donner les définitions de :
(a) f tend vers [ en —co (pour [ € R);
(b) f tend vers —oo en a (pour a € R).
2. Donner le théoreme de caractérisation séquentielle de la limite.

3. Montrer que la fonction z +— sin(1/x) n’est pas prolongeable par continuité en 0.

l.(a) Ve >0, dzp e R, Vo eI, x <zg=|f(z) 1] <e.
(b) VBeR, In>0, Ve el, |t —a|<n= f(z) <B.

2. Soit f définie sur I, a € R adhérent & I, et [ € R. Il y a équivalence entre :
— f tend vers [ en a;
— pour toute suite (u,) € IV, si limu,, = a, alors limf(u,) = [.

3. On montre par caractérisation séquentielle que sin(1/x) n’a pas de limite en 0. Pour

1 . . , .
cela, on pose (u,) = | ——= |, qui est une suite de réels non nuls qui tend vers
nm + /2
0 (par quotient). Pour tout n € N, on a :
1
sin (—) =sin((n+1/2)7) = (-1)"
Unp,

qui n’a pas de limite.
Donc z + sin(1/z) n’a pas de limite en 0 (par caractérisation séquentielle), donc
n’est pas prolongeable par continuité en 0.



