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Corrigé du DS commun du samedi 25 Mai 2024

Exercice

2
1. Le support de la variable aléatoire W = (X,Y) est inclus dans [1, n].
Pour i € {1, 2}, notons X; la variable aléatoire donnant le numéro de la boule obtenue lors
du i-eéme tirage. On a alors que X; et Xo sont indépendantes et suivent toutes les deux la loi
uniforme U ([ 1, n]).

2
Soit (i,7) € [1, n].

o Sii> j,alors P(X =ietY = j) =0 car le maximum des numéros obtenu ne peut étre
plus petit que le minimum.
e Pouri¢=j,0na
{X:ietY:i}:{Xlziet XQZi}.
Or X, et X3 sont indépendantes et suivent la loi U ([ 1, n]), donc

e Pouri < j,ona
{X:ietY:j}:{Xlziethzj} U {XlzjetXQZi}
Et de méme, on obtient
. . . . . . 2
PX=ietY =j)=P(X; =9)P(Xo=7) +P(X; =j)P(X2=1) = 3

En résumé :

) 0, sit >
V(i) e[l nl, piy Y PUXY)=(5) = 1/m?, sii=j
2/n? sii<j.

I1 est clair que p; ; > 0 pour toutes les valeurs de (i, j) et on calcule "sans peine" :

n n

- 2 1
DDopis = Y )

i=1 j=1 1<i<j<n i=1
2 nln—1 1
_ 2y 1
n 2 n
=1

On a donc bien obtenu une distribution de probabilité.
2. Les supports des variables aléatoires X et Y sont inclus dans [1, n].

(a) Soit i € [1, n]. En appliquant la formule des probabilités totales sur le systéme complet
d’événement associé a la variable aléatoire Y on a

P(X =i) = En:}P’(X:z‘etY:j)
j=1

n

1 2
= 2t 2



=1
i—1
1 =2
= S+
i=1
1 2 .
= ﬁ‘f‘ﬁ(ﬂ—l)
. . 25 -1
Viel[l,n], PY =j) = 3

(c) Lorsque n = 1, les variables aléatoires X et Y sont certaines (constantes et égales & 1 en
loccurrence) et donc X et Y sont alors indépendantes.

1 1

(d) Lorsque n > 2, on peut remarquer par exemple que P(X =n) = —, P(Y = 1) = — et
R — n n
P(X,Y)=(n,1)) =0#P(X =n)P(Y =1). Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. Notons Z =n+ 1 — X. On remarque que Z a le méme support que X et Y car

Xe[l,n] <= —Xe[-n,-1] < Z=n+1-Xe[l,n]

Pour tout j € [1, n], on a de plus

P(Z=1i) = P(X=n+1-})
m+1-2n+1-j) 2—1

n? n2

Ainsi Z ~ Y.

De plus Z ~ 'Y et 'espérance est linéaire donc

EY) = E(Z)=En+1-X)=n+1-BE(X)

(n+1)(4n —1)

BY) = 6n

On est rassuré (allez savoir pourquoi) de constater que pour n = 1 on obtient bien E(X) =
E(Y) =1 et plus généralement E(X +Y)=n+1=FE(X;+ X3) ...
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Probléme

Partie A : Exemples en dimension 3.

0o -2 -2
1. Soit A= [ -4 —4 —8| et f ’endomorphisme de C3 canoniquement associé.
2 2 4
!
(a) Premiére présentation : On peut utiliser la méthode classique : pour Y = | 4o | € C3, on
Y3

résout I’équation AX =Y

—2r1 233 =Wy
AX =Y — —4x7 —4xo —8x3 = Y2
2r1 +2x9 +dx3 =3
—2x1 —2x3 =UY1
— 0 =y2+2y3s Lo+2L3
2x1 +2x9 +4xz =ys3

Le systéme est échelonné, et on en déduit que Y appartient a Im(f) si et seulement si
I’équation de compatibilité yo + 2y3 = 0 est vérifiée. Donc Im(f) est le plan d’équation
cartésienne ys + 2y3 = 0. Ainsi rg(f) = 2 et la famille des deux vecteurs non colinéaires

1 0
0] et | 2 | constitue alors une base de Im(f).
0 -1
En prenant Y = 0 et en terminant la résolution du systéme, on trouve dim(Ker(f)) =1 et
1
vg = | 1 | est une base de Ker(f).
-1

Seconde présentation : On pouvait aussi remarquer que Cy + Co — C3 = 0 et C1, Cs ne sont
pas proportionnels donc rg(f) = 2 et d’apres la formule du rang dim(Ker(f)) = 1. Ainsi

1 0 2
vg = [ 1 | est une base de Ker(f) et (C1, Ca) = 41,14 est une base de
—1 2 2
Im(f)
-2 -2 =2
(b) La matrice A—2I3= | -4 —6 —8 | vérifie que C; —2Cy+ C3 =0 et C1, Co ne sont pas
2 2 2
proportionnels donc rg(f — 2Id) = 2 et d’apres la formule du rang dim(Ker(f — 2Id)) = 1.
Donc
1
v3 = | —2 | est une base de Ker(f — 2Id).
1
2 =2 =2
De méme, la matrice A+ 2[5 = | —4 —2 —8 | vérifie que C; +2Cs — C3 =0 et Cy, Oy
2 2 6
ne sont pas proportionnels, donc dim(Ker(f + 2Id)) =1 et
1
vy = | 2 | est une base de Ker(f + 21Id).
—1
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(c) Notons & la base usuelle de C.
On commence par montrer que V = (v1, vg, v3) est un base de C3, par exemple en calculant

1 1 1
detg(vi, vo,v3) =12 1 =2/=—-4+#0
-1 -1 1

Ces vecteurs vérifient f(v1) = —2vy, f(v2) = 0g et f(vs) = 2v3, d'out

—2
D=My(f)=1{ 0
0

o O O

0
0 avec )\1:—2, )\2:0, )\3:2
2

(d) On commence par montrer que V' = (v}, vh, v3) est aussi une base de C3, par exemple en

calculant
1

0|=-2#0

1
detv(V/) =10
1 -1

S = O

Ainsi Fy = Vect(v], vh) et G = Vect(v}) sont bien supplémentaires dans C>.
f est linéaire, donc on calcule aisément

f(v]) = =201 + 203 = =205, f(vh) =0g, f(v5)=—2v; —2v3=—2u0]
et on en déduit
f(Fy) = Vect(f(v]), f(v5)) = Vect(vy) =Gy et f(Gy) = Vect(f'(v3)) = Vect(v)) C Fy

Donc f est bien échangeur.

2. (a) o Ech(Fa® Ga) C L(E).
» Notons fy ’endomorphisme nul de E. On a fy(F) = {0} C Ga et fo(G2) = {0r} C F»
donc fy € Ech(Fs & Ga).

o Soient f,g € Ech(Fy ® G2) et A € C. Posons h = f 4+ Ag.
Pour tout z € Fy, on a alors f(z) € G2 et g(x) € Gy donc h(x) = f(z) + Ag(z) € Go
car (G est un espace vectoriel. Ainsi h(Fy) C Go.
De méme h(G2) C Fy. D’ou h € Ech(Fy» @ Ga).
Donc Ech(F> & G2) est un sous-espace vectoriel de L(E).

(b) W = (w1, wa, ws) est une base de E car c’est la réunion des bases de deux s.e.v. supplé-
mentaires de E. De plus, u est linéaire et Fy = Vect(wi,ws), Ga = Vect(ws) donc

u € Ech(Fa® G2) <= u(wr) € Ga, u(wz) € G2, u(ws) € Fy

— 30&, Ba s 0eC ; u(wl) = Jyws, U(UJQ 5w3a u(’UJ3) = awi + 6’[[12

):

0 0 «

<~ da,B,7,0€C; Mpy(f)=10 0 B
v 6 0

Ainsi: | u € Ech(Fy ® Ga) <= Mw(u) € K.|
(c) Notons (E; j)1<i <3 la base usuelle de M3(C).

La famille Z = ( E31, F32, F13, E2,3> est libre car c’est une partie de la base usuelle. De

plus Z engendre K. Donc Z est une base de K et dim(K) = card(Z) = 4.
L’application de représentation matricielle My, : u € L(E) — My(u) € M3(C) est un
isomorphisme et d’apres la question précédente Mp (Ech(Fy @ G2)) = K, donc

dim (Ech(Fy ® G2)) = dim(K) = 4
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Partie B : les endomorphismes nilpotents sont échangeurs

p—1
3. Soient (Ag)o<k<p—1 € CP tels que Z)\k fk(xo) =0g.
k=0
Supposons que les \; ne soient pas tous nuls, et notons j = min {k € [0, p—1] tel queA, # 0}

p—1
de sorte que la relation précédente se réécrive Z M f¥(20) = 0g.
k=j
En composant par I’application linéaire fP~'77 et en utilisant que f*¥ = Oz(p) pour k > p, on

obtient :
)\j fp_l(.%'o) = OE

Comme \j # 0 et fP7(z0) # Op, on a une contradiction. Ainsi notre supposition était fausse et
donc

la famille £ = ( fk(xo))0<k< est libre.
SREPp—

Comme pour toute famille libre, d’apres le théoreme de la base incomplete, il s’ensuit que

p=card(L) < dim(E) =n

4. Dans cette question, on suppose que p = n.

(a) La famille £ est libre et card(£) = n = dim(E) donc L est une base de E. Pour tout

je[l,n—1],ona f (fj_l(xo)) = fi(x) et f (f”_l(:co)) = f"(x9) = 0g donc la matrice
de f dans cette base est :

0 0

1 0

0 1 € M, (C)
0 0O 1 0

(b) On remarque :
e Tout entier étant soit pair, soit impair, on voit que la réunion des familles génératrices

de Ey et Eq constitue la base £ de E. Donc | E = Ey® E; |
= Vect (f2k+1(l‘0))

o f est linéaire donc f(Ey) = Vect (f2k+1(x0)>

1<2k+1<n 1<2k+1<n—1

car f"(xo) = 0g. Donc| f(Ep) = E1 |

+ Deméme f(Ey) = Vet ( /+2(a) ) = Vect (£%(20)) ;- Donc| f(E1) € By |

2<2k+2<n

En conclusion : f est échangeur.

5. Dans cette question, on suppose que n =3 et p = 2.

(a) fof=0gg), donc pour tout x € K, on a f(f(z)) = 0g et donc f(z) € Ker(f). Ainsi

Im(f) C Ker(f) et donc rg(f) < dim (Ker(f))

Or f # Og(g) donc rg(f) > 1 et d’apres la formule du rang, on sait que rg(f)+dim (Ker(f)) =
3. Il n’y a donc pas le choix :

rg(f)=1 et dim (Ker(f)) =2
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(b) f(zo) € Ker(f) et f(zo) # O donc (f(xo)) est une famille libre de Ker(f). D’apres le théo-
réeme de la base incompléte, on peut trouver un vecteur z; € Ker(f) tel que < f(zo), wl)
soit une base de Ker(f).

La famille (f(:xo), ml) est libre et 2y & Vect (f(xg), ZL‘1) = Ker(f) donc d’apres le théoréme

de "la famille libre élargie", il s’ensuit que la famille B = (af;o, f(xo), :n1> est libre. De plus
card(B) = 3 = dim(F), donc

B= (:co, f(xo0), xl) est une base de E.

= FEs;

0 0
Mg(f)=1{1 0
0 0

o O O

(c) Prenons Ey = Ker(f) = Vect(f(zo), 1) et By = Vect(zg). D’apres ce qui précede, on a
E=Ey®E et f(Ey) ={0g} C Ey et f(E1) = Vect (f(x9)) C Ep. Donc f est échangeur.

6. J> = Eq 3, J? = 033 et de méme K? = 03,3 donc f et g sont nilpotents et par conséquent
échangeurs.

0

det(h) =det(J + K) = 1| = 1 donc 'endomorphisme h = f + g est bijectif.

Supposons que h est échangeur, c’est-a-dire qu'il existe deux s.e.v. F et G de C? tels que C* =
Fa&Get h(F)CGet h(G) CF.
Les isomorphismes préservent les dimensions, donc on devrait avoir

dim(G) = dim((h(Q))) < dim(F) et  dim(F) = dim(h(F)) < dim(G)

d’ott dim(F') = dim(G). Mais on a aussi dim(F') + dim(G) = 3, puisque £ = F & G,. Ce qui
aboutit & 2 dim(F') = 3. Il y a un clairement un probléme de parité!

Donc & ch((CS) n’est pas stable par addition, ce n’est donc pas un espace vectoriel.

Partie C : La condition (C1) implique (C2) et (C3).

7. Pour tout z € F, on a pp(x) € F et donc a(zx) = u(pr(x)) € G. 1l s’ensuit que pr(a(x)) = 0
et pg(a(x)) = a(z). D’ou

proa=0gpg), pcoa=a etdeméme ppob=>, pgob=0.mp

8. pr et pg sont des projecteurs associés donc pr + pg = Idg. De plus u est linéaire donc :
a+b=uopr+tuopg=uo(pr+pc)=uoldg =u
De plus par associativité de la composition, on a
2

a :uopFanUOOE(E):()ﬁ(E) et de méme bzIUOpGobZUOOE(E):OE(E)

On obtient donc u = a + b avec a? = Oz(k) et = Oc(E)-
On voit ainsi que tout endomorphisme échangeur vérifie (C2).

9. s est la symétrie par rapport & F parallelement & G donc s est bijective et s~1 = s.

§0UO0S = PFOUOPF —PGOUOPF — PF O UO PG+ PG O u°Pa
= proa—pgoa—prob+tpgob
= OE(E)—a—b—&—OL(E)

= —Uu

On voit ainsi que tout endomorphisme échangeur vérifie (C3).
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Partie D : La condition (C3) implique la condition (C;) : cas d’un automorphisme.

Dans cette partie, u désigne un automorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension finie. On
suppose qu’il existe deux endomorphismes a et b de E tels que

u=a+b et a2:b2:0£(E)

10. Soit f un endomorphisme de E tel que f2 = Oz(E)-

Pour tout y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(z). On a alors f(y) = f%(x) = Og et donc
y € Ker(f). Ainsi Im(f) C Ker(f) et donc rg(f) < dim (Kerf).
D’apres la formule du rang, on a alors

n = rg9(f)+dim (Kerf) < 2 dim (Kerf)

11. Soit z € Ker(a) NKer(b). On a alors u(x) = a(z) + b(z) = 0g. Or u est bijective et donc z = 0.
Ainsi :

Ker(a) NKer(b) = {0g}

On en déduit que

dim (Ker(a)) + dim (Ker(b)) = dim (Ker(a) + Ker(b)) <dim(F)=n

Or, d’apres la question précédente on a dim <Ker(a)) > g et dim (Ker(b)) > —. On a donc

nécessairement

n
2

dim (Kera) = dim (Kerb) = g

Ainsi dim (Ker(a)) + dim (Ker(b)) =n et Ker(a) N Ker(b) = {0g}, d’ou

E = Ker(a) ® Ker(b)

D’apres la formule du rang, on a aussi rg(a) = n—dim <Kera) = % et rg(b) = n—dim (Kerb) =
n

5.
On a donc Im(a) C Ker(a) et dim (Kera> = rg(a), d’ou

Im(a) = Ker(a) et de méme Im(b) = Ker(b)

12. Pour tout x € Ker(a), on a u(z) = a(z) + b(z) = b(z) € Im(b) = Ker(b). Ainsi
u(Ker(a)) C Ker(b) et de méme u(Ker(b)) C Ker(a)

Comme E = Ker(a) & Ker(b), cela implique que u est échangeur.

Partie E : Interméde ; un principe de décomposition.
On se donne dans cette partie un C espace vectoriel ¥ de dimension finie, ainsi qu'un endomorphisme
fde E.
13. Soit k € N. Pour tout z € Ker(f*), ona ffl(z) = f (fk(x)) = f(0g) = 0g donc z € Ker(f*1).
Ainsi Ker(f*) c Ker(f*+1).

La suite <Ker( fk)>k N est donc croissante pour l'inclusion.
€

Pour tout k € N, on a Im(f*1) = fAY(E) = fR(f(E)) =c f*(E) = Im(f¥), car f(E) C E.

La suite (Im( Ik ))k N est donc décroissante pour l'inclusion.
€
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14. La suite des dimensions (dim <Ker( fk)>)k N est croissante et ne peut prendre qu’'un nombre
€

fini de valeurs (les entiers compris entre 0 et n), donc cette suite est stationnaire :
JpeN; Vk>p, dim (Ker( f’“)) — dim (Ker( fp))

Pour la suite, on prend la plus petite valeur de p vérifiant cette propriété.
FE est de dimension finie et f est un endomorphisme non-bijectif, donc f n’est pas injectif et

Ker(f) # {0g} = Ker(Id). Ainsi | p > 1 |
Ayant choisi p minimal, on a dim (Ker( fp_l)) % dim (Ker( i )) et donc

Ker(f7~) # Ker(f?)

Pour k > p, on a ainsi Ker(f?) € Ker(f*) et dim (Ker(fk)) = dim (Ker(fp)>, donc

Vk >p, Ker(f*) = Ker(fP)

Pour tout k € N, d’aprés la formule du rang appliquée a f* et f**1 on a

rg(fF) — rg(fEH) = <n — dim (Ker(fk))) — (n — dim (Ker(fk+1)>>
= dim <Ker(fk+1)) — dim (Ker(fk)>

On voit ainsi que rg(fP~1) # rg(fP) et pour k > p, on a rg(f*) = rg(fP) et Im(f*) c Im(fP),
d’out

Im(f~") #Im(f?) et Vk>p, Im(f*) CIm(f?)

15. On a 2p > p donc Ker(f?") = Ker(f?).
Soit y € Ker(fP) NIm(f?). Puisque y € Im(f?), il existe donc = € E tel que f(z) = y.
y € Ker(f?), donc 0p = fP(y) = f?P(x) et par conséquent = € Ker(f?F). Or Ker(f??) = Ker(f?),
donc y = fP(z) = 0p.
Ainsi Ker(f?)NIm(f?) = {0g}. De plus, d’apres la formule du rang, on a dim(Ker(f?))+rg(f?) =
n. Donc

E = Ker(f") & Im(f")

16. « On commence par montrer que Ker(f?) est stable par f : pour tout x € Ker(f"), on a
(@) = F(P(@)) = F(0) = O done f(x) € Ker(?).
Ainsi f réalise bien un endomorphisme f; sur Ker(f?).
De plus, pour tout = € Ker(f?) on a évidemment f¥'(z) = fP(z) = 0 donc f; est nilpotent
d’indice inférieur ou égal a p.
Or Ker(fP~1) ¢ Ker(f?), donc il existe zg € Ker(f?) \ Ker(f?~1) pour lequel on a donc
Pl (o) = P (xo) # Op. Ainsi ’ f1 est nilpotent d’indice p. ‘

o De méme, on montre que Im(f?) est stable par f : pour tout y € Im(f?), il existe z € E
tel que y = fP(x). Donc f(y) = fP™(z) = fP(f(z)) € Im(fP). Ainsi
‘ f réalise bien un endomorphisme fo sur Im(f? )‘

De plus Ker(f2) = Im(f?) N Ker(f) C Im(f?) N Ker(f?) = {Og} donc fa est un endomor-
phisme injectif. Comme on est en dimension finie, cela implique que

‘ f2 est un automorphisme sur Im( f?). ‘

Partie F : La condition (C3) implique la condition (C}) : cas non bijectif.
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17.

18.

19.

20.

21.

2

On calcule : u? = a®4aob+boa+b? = aob+boa. On en déduit que aou? = a?ob+aoboa = aoboa

et u?oa=aoboa+boa’>=aoboa.

On voit ainsi que a o u? = u? o0 a. Et de méme bou? =u?o0b.

Considérons l'entier p obtenu dans la partie £. Pour tout k& > p, on a
Ker(f¥) = Ker(f7), Tm(f*) =Im(f?) et B = Ker(f?) & Im(f?)
En prenant n’importe quel entier pair ¢ supérieur ou égal a p, on obtient £ = Ker(f?) @ Im(f?).

a et b commutent avec u? et ¢ est pair donc a et b commutent avec uf.
Pour tout y € Im(u?), il existe x € E tel que y = u?(x). On a alors a(y) = a (u?(z)) = u? (a(z)) €
Im(u?). Donc

‘Im(uq) est stable par a. Et de méme Im(u?) est stable par b.‘

Ainsi, a et b induisent des endomorphismes sur £} = Im(u?). Dans la partie F, on a vu que u
induisait un automorphisme u; sur Fq. On a donc u; = a1 + b1 avec a% =0, b% = 0 et uq bijectif.
D’apres la partie D, cela implique que u; est échangeur.

D’apres la partie E, u induit un endomorphisme uy nilpotent sur Ker(u?). Et d’apres le théo-
réeme © de la partie B, cela implique que us est échangeur.

D’apres la question 19 il existe deux sous-espaces vectoriels F} et G de E; tels que
Eit=F1aG e u(lF)=u(F)CG, ulG))=u(G)CF
De méme d’apres la question 20 il existe deux sous-espaces vectoriels Fy et Go de Es tels que
Ey,=F,®Gy et u(Fy) =ug(Fr) C Gay, u(Ga) =ux(Ge) C Fy
Puisque F = E1 @ Es, on en déduit que
E=F &G &FaeG,
On pose F' = F1 + F», G = G1 + G4 et voit que

E=F®G et uwlF)=ull)+u(F) CG1+G u(G)=u(G1)+u(Gs)C F+ F,

Ce qui prouve que ‘ u est échangeur. ‘
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