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I Exercices

Exercice 1

1.

Par définition, on a déja que F est un sev : c’est le sev engendré par uy.
Pour G :
—avecr=y=z=t=0,0onabienx+y=0=2+t, donc (0,0,0,0) € G et ainsi G == ;
— soient u,v € G et A\, u € R. Notons u = (x1,y1, 21,11) et v=(xa, Y2, 22, 2). Posons w = Au + pv.
Alors : w = (Azy + pxe, Nyt + 1o, A21 + 22, Aty + pts). Mais on a, comme u,v € G :

(Azy4pae)+(Ayr+py2) = Mo1+y1) Fu(zety2) = AMtr+21)+p(tat22) = (Az1+pze)+ (M1 +puts)

ce qui prouve que w € G.

Et finalement G est bien un sev de FE.

. Pour montrer que F' et G sont en somme directe, il suffit de montrer que F' NG = {0} (et méme

seulement ' NG C {0}). Soit u € FF N G. Alors :
— comme u € F' = Vect(uyp), il existe X € R tel que : u = dug = (A, A,0,0);
— comme u € G : 2\ =0 donc A =0;

et finalement u = 0 : les espaces F' et GG sont bien en somme directe.

Avec les mémes notations, pour tout A € R on a :
u—Aug=(x—A\y— A z1)
et donc : N ;
x —z—
u—AUOEG(:)a:—/\+y—/\:z+t(:)/\:yf

ce qui montre bien I'existence d’un tel \.

Comme on a déja montré que F' et G sont en somme directe, il reste a prouver que £ = F' + G (et
méme seulement £ C F + G).

Soit u € E. Notons A € R tel que u — Aug € G. Alors :

U= \Nug +u—Aug € F+G
~ ~——

er eG

Et finalement : £ = F @ G, c’est-a-dire que les espaces F' et GG sont supplémentaires.

1+3-5—-7
D’apreés la question 3, on a A = % = —4.

Et la décomposition est : (1,3,5,7) = (—4,—4,0,0) 4+ (5,7,5,7).

. i .

g

~
=4upeF eG

Exercice 2

1.

La fonction f, est définie sur R* a cause du In qui apparait dans son expression.



6.

Notons déja que, si x €]0;1], on a : In(z) < 0 et 2 > 0. Par produit, il vient : f,(x) < 0, et donc
fulz) # 1.

L’équation f,(z) =1 n’a donc pas de solution sur |0; 1].

Sur [1;+o0[, la fonction f,, est continue (en tant que produit de fonctions continues), et méme
dérivable (en tant que produit de fonctions dérivables). Sa dérivée est donnée par :

1
=2""'. (nln(z) +1) >0

Vo € [1;+oo], fi(z) =na" 'In(z) + 2" - =
T

n

donc f, est strictement croissante sur [1; 400

On a f,(1) =0, et par limite d’un produit IEIEOO fo(x) = 400.

Par théoréme de la bijection continue, la fonction f, réalise une bijection strictement croissante de
[1; 400 dans [0; +o0].

Et donc I'équation f,(z) = 1 admet une unique solution dans [1; +o0].

Comme f,(1) =0, on a méme z,, €]1; 400, c’est-a-dire x,, > 1.

Par croissance de la fonction f,, pour montrer que (z,) est strictement décroissante, il suffit de
montrer que : Vn € N*, f,(z,41) < fu(xy).

Mais on a pour tout n € N* :

n+1
" o n(z, a1 (Tn 1
Jn(@ny1) = xn-&—lln(xn-&-l) = ot (1) = fo1(@nt) = <1= fu(zn)
Tn+1 Tn+1 Tn+1

en utilisant que f,(z,) = for1(zTny1) = 1, et que z, 1 > 1.

Ce qui prouve bien le résultat voulu.

Donc (z,,) est strictement décroissante.

En tant que suite décroissante minorée (par 1), la suite (z,,) est donc convergente. Sa limite ¢ vérifie
0 e [1; 400l

Supposons par I'absurde que ¢ # 1. Comme on a déja que ¢ € [1;4o00], on a donc : [ > 1.

Par décroissance de la suite (z,), on a :

VneN, z, >1

et donc : f,(z,) = 2"In(z) = ("In(L).

Comme [ > 1,on a: lim " =400 et In(l) >0, donc lim ("In(l) = +o0.
n—-+4o00 n—-+00

Par encadrement, il vient : lim f,(z,) = +o0.
n—+oo

Mais la suite (f,,(x,)) est constante de valeur 1.
D’ou la contradiction.
Donc ¢ = 1.

Remarque : au lieu de faire une minoration, on pouvait aussi voir par calcul direct que lim  f,(x,) =
n—-+o0o

+0o (le fait que ¢ > 1 assure qu’il n’y a pas de forme indéterminée).
(a) Comme (u,) tend vers +o00, pour n suffisamment grand on a u,, > 1 et v,In(v,) > 1. Ceci assure
que les quantités In(u,) et In(v,In(v,)) sont bien définies et non nulles pour n suffisamment
grand. Pour un tel n, on a :

, (vnln(vn))
In(v,In(v,)) _ In(v,In(vy)) — In(uy,) + In(u,) _ Un +1
In(u,,) In(uy,) In(u,,)

Mais on a par hypothése que :



nl n LR . Tll n
— U, ~ v,ln(v,), donc w tend vers 1, et par composition : lim In (M> =0;
Unp, n—+00 Uy

— u, tend vers +o00, et par composition : hr_{l In(u,) = +o0.

n—-+0oo

nl n
o (’U n(v )>
Par quotient, il vient : lim Un =0.
n—+00 ln(un)
Et finalement : | |
T G C)

n—+o00 ln(un)

Ce qui traduit bien que In(u,) ~ In(v,In(vy,)).
Posons g définie sur |0; +oo| par : g : x — zln(z) — 22

Alors g est dérivable sur ]0; +oo] avec :
Vo €]0; +oo|, ¢'(z) =In(x) + 1 — 2z.

Mais par inégalité classique (de convexité) on a pour tout x €]0;+oo[ : In(x) — 2z +1 < 0. Et
donc: ¢'(z) =In(z) —z+1 -2 < —x <0.
Ainsi la fonction g est strictement décroissante sur ]0; 4+o00].

Mais on a : lim zln(x) = 0 (par limite classique). Et donc : lim g(z) = 0.
z—0*t z—07F

Ceci assure que :
Vx>0, g(x) <0

ce qui donne :
Vo >0, zln(z) —2* <0
et on retrouve bien I'inégalité demandée.

Les équivalents préservent les limites : comme u,, tend vers +o0 et que v,In(v,) ~ u,, on déduit
que : lim w,ln(v,) = +o0.

n—-+00
Il vient par encadrement que lim v? = +o00, comme pour tout entier naturel n on a : v> >
n——+00
vpIn(vy,).

En composant avec la fonction racine carrée, on trouve bien que : lim v, = 4o00.
n—-+00o

Pour n suffisamment grand pour que In(v,) > 0, on a :
In(v,In(vy,)) = In(v,) + In(In(vy,)).

Mais on vient de montrer que v, tend vers +oo. Par composition, In(v,) tend aussi vers +oo.
Par croissances comparées, il vient donc :

In(ln(v,)) = o(Iln(v,))

n—-+o0o

et donc :
In(v,In(v,)) = In(v,) +o(n(v,)) ~ In(v,)

n—+oo n—+o0o
ce qui est le résultat demandé.
Comme on a déja vu que In(u,) ~ In(v,In(v,)), on déduit par transitivité que : In(u,) ~ In(v,).

Par quotient, on a déja :
un

In ™ In(v,

Et avec la question précédente on a : In(u,) ~ In(v,). Ce qui donne bien :



7. Pour tout n € N*, on a: 1 = f,(x,) = 2l In(x,).

En appliquant la fonction In, il vient :

0 = nin(x,) + In(In(z,)).

B _ln(ln(xn)) _ 1 N 1
T T () 1n(acn)1 <ln<xn))'

Et finalement :

8. Posons (u,) = (n) et (v,) = (lnL

( ) Alors on est dans le méme cadre que la question 6. On a
Tn

n
In(x,) In(n)
9. Notons déja que, comme z,, tend vers 1, (z,, — 1) tend vers 0.

In(n)

On a aussi : In(x,,) ~ - (par la question précédente, en passant a I'inverse dans ’équivalent).

donc :

Mais on a :
In(z,) =In(1+ (z, — 1)) ~z, —1
en utilisant que In(1 + u) ~, U
u—
Et finalement : |
Ty, —1 ~ n(n)
n—-+0o n

Remarque : par croissances comparées, on trouve bien que xz,, — 1 tend vers 0, ce qui est cohérent
avec les résultats déja montrés.

IT Probléme

II.1 Structure de £
1. On utilise directement les expressions de M (0,1) et M(1,0). On a :

3 =2 2 0o 2 -1
A=|-1 4 2| etB=|-1 -3 1
0 4 -1 -2 —4 1

2. Montrons directement que E = Vect(A, B), ce qui prouvera les deux parties de la questions.
On a par définition pour tout x,y € R :

3w —2x+2y 2x—vy 3 =2 2 0o 2 -1
Mz,y)=|-2r—-y 42-3y -2z+y|l=z-(-1 4 -2|4y-|-1 -3 1 |=xA+yB
—2y dr—4dy —x+vy 0 4 -1 -2 —4 1

ce qui assure que :
E={M(z,y)|z,y e R} = {zA+yB|z,y € R} = Vect(A, B).

3. Les matrices A et B ne sont pas proportionnelles (on peut voir qu’elles des 0 en des coordonnées
différentes) : en tant que famille a deux vecteurs, cela assure que la famille (A, B) est libre.
4. On déduit que la famille (A, B) engendre E et est libre : ¢’est une base de E.

Siz,y € R, on a vu que M(x,y) = xA+ yB : ainsi les coordonnées de M (z,y) dans la base (A, B)
sont (z,y).



5. (a) Raisonnons dans la base (A, B). Pour A\, u,z,y € R, on a:
AM (a,b) + uM(c,d) = (Aa+ pc)A+ (Ab+ pd)B et M(z,y) = A+ yB

et par unicité de Pécriture (comme (A, B) est libre) :

AM (a,b) + pM(c, d) zM(x,y)é{ iZIﬁZ} _ ; < (Z ccl) (2) B (ZD

ce qui donne bien I’équivalence demandée.

(b) Par définition, la famille (M (a,b), M(c,d)) est une base de E si, et seulement si, tout élément
de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de M (a,b) et M(c,d). Cela veut
dire que, pour tous z,y € R, 'équation (d’inconnues A\, u € R) AM (a,b) + uM(c,d) = M(x,y)
admet une unique solution.

. . . : A
Par la question précédente, c¢’est équivalent au fait que I’équation (Z 2) (M) = (‘;) posséde
une unique solution.

Or, c’est le cas si, et seulement si, la matrice (Z 2) est inversible.

Et finalement la famille (M (a,b), M (c,d)) est une base si, et seulement si, la matrice (Z 2)

est inversible. Et c’est le cas si, et seulement si : ad — be # 0 (condition pour qu’un systéme
linéaire 2 x 2 admette une unique solution).

I1.2 Réduction des éléments de F

—1
0
1

S =N

1
6. On échelonne P. On trouve que P est bien inversible avec P71 = [ 1
2

7. Un calcul direct donne :

1 00 0 0 O
Dy=10 2 0| eteDg=10 -1 0
00 3 0 0 -1

8. Soient z,y € R. Posons D(z,y) = P~'M(x,y)P. 1l suffit de montrer que D(z,y) ainsi définie est
diagonale.

Or,on a: M(z,y) = xA+yB. Par bilinéarité de la multiplication matricielle (distributivité a gauche
et & droite) :

x 0 0
D(z,y) = P ' (xA+yB)P = (xP'AP) + (yP7'BP) =a2Ds+yDp= |0 2z —y 0
0 0 3r —y

x 0 0
et donc D(z,y) = [0 22—y 0 convient, et est bien diagonale.
0 0 3r —y

9. Comme P et P~! sont inversible, la matrice M (x,y) = PD(z,y)P~" est inversible si, et seulement
si, D(x,y) est inversible.

Or, en tant que matrice diagonale, D(x,y) est inversible si, et seulement si, tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls. Donc M (x,y) est inversible si, et seulement si :

x#0, y+#2rety# 3.

5



Par inverse d’une matrice diagonale, sous ces conditions, on a :

0
1
2r — vy

S 8|

D(w,y)™" =

- o O

3xr —y

Par inverse d’un produit, pour de tels x,y :

-1

M(z,y)™" = (PD(z,y)P~") = (P"")"'D(z,y)"'P™" = PD(x,y)"'P".

Au passage, on trouve bien que A est inversible, cohérent avec le fait que D4 est inversible, et que
B n’est pas inversible, cohérent avec le fait que Dpg ne ’est pas non plus.

10. (a)

(c)

Par définition de Dp :

0 00
B*= (PDgP "2 =PD3P'=P |0 1 0| P'=PD(0,-1)P"' = M(0,-1)
0 01
et donc B? € E (et méme on vient de montrer que B> = — B, qui est donc dans E comme c’est

un espace vectoriel).

De méme avec D4 :

A= (PDyP ') =PD3P'=P P!

S O =
O = O
o O O

n’est pas de

O = O
© O O

1
et, pour montrer que ce n’est pas un élément de FE, il suffit de voir que | 0
0

1 00
la forme D(z,y). Pour cela, on résout 'équation {0 4 0] = D(z,y) (d'inconnues x,y). On
009
1 00 1 = = r =1
04 0]=Dx,ye 4 =20-—y &y = —2
009 9 = 3xr—y y = —06

qui n’a pas de solution.
Et ainsi : A% ¢ F.
Les matrices D4 et Dp sont diagonales, donc commutent. On déduit que :

AB = PDoP~'PDpP™" = PD4DpP~" = PDpDsP~' = PDpP ' PDsP™" = BA.

donc A et B commutent.

I1.3 Application & I’étude de suites

11. On a par définition :

1
XO - bQ - 0
Co 0



12.

13.

14.

15.

De plus, par relation de récurrence satisfaite par les suites :

a1:3a0+4b0—c():3, b1:—4a0—5b0+00:—4 et 01:—6a0—860+200:—6

et donc :
3
X, =|—-4
—6
Par définition, on a pour tout x € N :
3a,, + 4b, — ¢, 3 4 -1 anp
Xpi1 =1 —4a,—bb,+c, | =|—-4 =5 1 |-|b ]| =CX,
—b6a,, — 8b, + 2¢, —6 -8 2 Cn
3 4 -1
onC=[—-4 =5 1 | =M(1,3)€ E (donc z =1 et y3 conviennent).
—6 -8 2

On procéde par récurrence :
— pour n = 0 : par définition, C° = I3, et on a bien X, = I3Xj;
— hérédité : soit n € N tel que X,, = C"X,. Alors :

XnJrl - CXn - C . CnXo = Cm+1X0
ce qui prouve I’hérédité.
D’ou le résultat par récurrence.

Par calcul direct, on a :

On a:
C=M(1,3)=PD(1,3)P"

et en passant A la puissance n, pour n € N, les facteurs P~'P du produit matriciels disparaissent,
ce qui donne :

C" = PD(1,3)"P".

1 0 0 1 0 0
Mais, d’aprés 'expression de D(z,y),ona: D(1,3) = |0 —1 0| etdonc D(1,3)" =10 (=1)" 0
0 0 O 0 0 0

En réinjectant, il vient pour tout n € N* :

si  n impair

[ O VARG R R
Tl C? si nopair

Et par la question précédente :

an 1 12 (—1)
b | =x,=c" 0] = -143 (1)
Cn 0 —244-(=1)"

et donc pour tout n € N* :
an=1-2-(-1)", by=—1+3-(-1)", ¢, =—2+4- (1™

les formules n’étant pas valables pour n = 0 (au méme titre que l'expression précédente de C™ pour
n =0).



I1.4 Application a I’étude d’un systéme d’équations différentielles

Remarque : petit cadeau & cette question comme on donne en fait ’expression de P~! dans ’énoncé.

16. Soient f1, fo, f3 constantes de valeurs respectives z,y, z € R. Alors elles sont solution du systéme (.S)
si, et seulement si :

0 = 3+ 2y
0 = —3r—2
0 = —dr—4y+=z
c’est-a-dire si, et seulement si (par pivot par exemple) : z = —z/2 et y = 32 /4.

Et donc les solutions forment 'ensemble {(—z/2,3z/4,2) |z € R} = Vect((—1/2,3/4,1)) = Vect((—2, 3,4)
Et finalement, les solutions constantes sont les fonctions de la forme :

f12$|—>—2)\, f2i$|—>3)\, f32$'—>4/\

pour A € R.
17. On montre séparément les deux implications :

— si les f; sont dérivables : chacune des fonctions ¢, g2, g3 est combinaison linéaire des fonctions
f1, f2, f3, qui sont dérivables; par linéarité de la dérivation, les fonctions g; sont bien dérivables ;

g1 fi fi g1
— siles g; sont dérivables :ona | g | = P 1| fo| etdonc | fo | =P [ g2 |, c’est-a-dire que :
93 E E 93
fi(x) g1(z) = 2g2(w) + gs(z)
Ve R, ¢ fo(x) = —gi(x)+ 3g2(2) — gs(2)
fs(@) = —2g1(z) +4g2(z) — g3()
Et donc les f; sont chacune combinaison linéaire en les f; : & nouveau par linéarité, les f; sont

dérivables.
On a donc bien I'équivalence demandée.

18. Ecrivons tout matriciellement. Notons déja que, par la question précédente, comme les fonctions
f1, fa, f3 sont dérivables si, et seulement si, les fonctions g1, g2, g3 le sont, il suffit de considérer
f1, f2, f3, 91, G2, g3 dérivables telles que G = P~1F.

On reconnait I’écriture matricielle pour (S) : F' = M(1,2) - F. Et ainsi :
F solution de (S) & F' = M(1,2)F & P'F' = P"'M(1,2)PP7'F & G' = D(1,2)G

ol I'équivalence au milieu vient de l'inversibilité de P et de P~ (donc multiplier, & gauche ou a
droite, par 'une des deux préserve I’équivalence).

La derniére équation matricielle s’écrit :

9% 1 0 0\ (o 0
dgl=1000]lg]l=]|0
95 00 1/ \gs g3

qui est bien de la forme voulue, avec « =v=1¢et § = 0.

19. On résout séparément chaque équation de (S’). On a & chaque fois une équation différentielle linéaire
homogéne du premier degré a coefficients constants. On trouve que (g1, g2, g3) est solution de (S5’) si,
et seulement si, il existe des réels A, p, v (unique, déterminés entiérement par les conditions initiales,
comme on le verra aprés) tels que :

gr:x—= Ae®, go x> et g3ix > vet.



20.

21.

Comme F' = PG, on déduit que (f1, fo, f3) est solution de (.5) si, et seulement si, il existe A\, u, v € R
tels que :

i v gi(@) = 292(2) + gs(x) = (A +v)e” — 2p

for v —gi(2) +3g2(2) — g3(x) = (=A —v)e” + 3p

fs: o= —2¢1(x) +4g2(x) — g3(x) = (—2\ —v)e® +4u

Des solutions de () vérifient cette condition initiale si, et seulement si, les réels A, u1, v correspondants
vérifient :

a fi1(zo) (A +v)e™ —2pu Ae™o
0| = (o) | = [ A—vem a3 | =P
c f3(zo) (—2X —v)e™ +4pu ve®o

et par inversibilité de P, on trouve directement que le systéme est équivalent a :

Ae%o a a’
-1 /

w | =P bl =1%b
vero c c

d’ott 'unicité de A, p, v, car 'unique solution avec condition initiale est donnée par :

A=de ™ pu=10etv=ce ™,

D’aprés la question 19, on a directement que les solutions de (S) forment I’ensemble F suivant :
AN+ rv)e* —2u

F=Ra—= | (=A=v)e"+3u | |\ pveR ) =Vect(Fy, Fy, F3)
(—2X —v)e” +4pu

er -2 e’
Fr:o— | e |, Fh:x— | 3 et Fz:x— | —€
—2e* 4 —2e”

Cette écriture assure que F est un espace vectoriel, et qu’il est engendré par la famille (F, Fy, F3).
L’unicité prouvée a la question précédente assure que la famille (F, Fy, F3) est libre.
Et ainsi : F est un espace vectoriel, et (Fy, Fy, F3) en est une base.

Remarque : on trouve au passage que I’ensemble des solutions constantes trouvé en question 16 est
Vect(F), qui est un sev de F (c¢’est méme une droite vectorielle).



