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I Intégrales et primitives

Exercice 1
Déterminer primitives des fonctions suivantes, en précisant bien a chaque fois l'intervalle sur lequel
cette primitive est valable :

1. On linéarise : pour tout t € R, on a :

i —it\ 3 i —3i i —i
cos? (1) — e +e "\ _ e¥t 4 e 4 3e't 4 3e _ cos(3t) N 3cos(t)
2 8 4 4

L 5 1 . 3.
et donc une primitive sur R de ¢ +— cos®(t) est ¢ — Esm(Bt) + Zsm(t).
Remarque : on pouvait aussi faire par les régles de Bioche, et le changement de variable u = sin(t)
donne comme primitive : ¢ — sin(t) — gsing(t).

2. On passe par la complexes en notant que, pour tout t € R :

cos(t)e’ = Re (1)

et on a de plus :

Re (et} — Re (L20e0) Z € (cos(t) + sin(t)
141 2 2 '

t
et donc une primitive sur R de ¢ — cos(t)e est ¢ % (cos(t) + sin(t)).

3. On va procéder a deux intégrations par parties, en dérivant le polynéome devant I'exponentielle. On

a:
[Pt2eldt = z?e” — [T 2teldt
= 2%e® — 2ze” + [ 2e!dt
= 2%e® — 21 + 2e*
= (22 — 2z +2)e”

ce qui donne que t — (1> — 2t + 2)e’ est une primitive sur R de ¢ — t2e'.
4. On passe par les complexes, puis on fait une intégration par parties. Pour tout ¢ € R, on a :
tsin(t) = Im (te")
et comme ci-dessus : . , .
[Ttettdt = —ize™ + [Tietdt

= —jxe'™ 4 e

= (1 —iz)e™
et comme : '

Im ((1 — iz)e’) = sin(z) — zcos(z)

on trouve finalement que ¢ — sin(t) — tcos(t) est une primitive sur R de ¢ — tsin(¢).

5. On procéde par intégration par parties en dérivant le In. Comme la fonction In est seulement C* sur
R? , celle-ci n’est que légitime sur RY, et on a :

x 21 x 21 2
/ tin(t)dt = = n(z) —/ Ly = vn@) 2
2 2 2 4

t’In(t) ¢

2 4’

et finalement, une primitive sur R* de ¢ — ¢In(t) est t —




6. On procéde par intégration par parties :

v 1, L[
tArctan(t)dt = % Arctan(z) — 5

1+ t2

ou la seconde primitive se calcule par :

T tQ T 1
/1+t2dt_/( 1+t2)dt—x—Arctan(x)

t+1 0t
2 2
7. On a au dénominateur un polynome de degré de discriminant A =1 —4 = —3 < 0. On passe par la

forme canonique :
ﬁ+t+r—t+12+3—3 g 2
- 2 4 VAV

oL 2 2t+1
et donc t — ——— se primitive sur R en : { — — Arctan (—)

2+t+1 V3 V3
8. On a (1 étant racine évidente) : ¢* +2t — 3 = (t — 1)(t + 3).
On écrit sous forme d’éléments simples :

et finalement, une primitive sur R de ¢ +— tArctan(t) est ¢ — Arctan(t)

1 14 —1/4
24+2t—-3 t—1 t+3

ce qui donne pour primitive :

1. [t—1
t+— —In
4 |1t+3
Et la primitive ci-dessus est valable sur les trois intervalles maximaux sur lesquels la fonction est
définie, & savoir : | — oo; =3[, | — 3; 1] et |1; +o0].

Exercice 2
A Taide des changements de variables donnés, calculer :

1. des primitives des fonctions suivantes :
(a) Sur R¥ on a:

/ /f 2u /ﬁ 2 du = 2Arctan(y/)
J+\/_ TENTA L+u2

est t — 2Arctan(v/%).

donc une primitive sur R de ¢t — ———=
\/f + V3
(b) Sur R* on a:

T 1H(t> In(x) uel In(z) u 1 ,
Y _gt= [ — _du- =t (141
/ TN / ot o / e =g (1 n@)?)

In(t)
t+ t(In(t))?

1
et donc une primitive sur R* de ¢ — est ¢ — Eln (1+In(t)?).

(c) Sur Ron a:

x

/z < dt—/ew al d—/e 1oL Y duz e — (1 +e9)
et+1 u+1u_ 14+u “=e . c

2t

et donc une primitive sur R de ¢ — 1 est t — e” —In(1 + ¢%).

e



(d) Sur | —1;4o00[on a:

T ¢ Vitz ) 2\/_3 \/_
dt = 2 — Ddu = =+/1 — 24/1
/ T / (u )du 3 +x +x

et donc une primitive sur | — 1; +oof de t —

T 2 3
estt— =1+t —2/1+1.
Vit 3

2. les intégrales suivantes :

()

1 w/2 /2
/ V1—12dt = / 1 — sin®(u) cos(u)du = / cos?(u)du = %
0 0 N———’ 0
=cos(u)

ou on calcule la derniére intégrale en linéarisant (par exemple), ou en notant que, par parité :

/2 1 w/2
/ cos?(u)du = 5/ cos? (u)du
0

—7/2

tandis que par m-périodicité de u — cos?(u) on a :

w/2 T T
/ cos?(u)du = / cos?(u)du = 5
0

—7/2

(résultat montré en cours).

(b)

1 0 w/2
/ 2V1 — 12dt = / cos?(u) /1 — cos?(u)(—sin(u))du = / sin?(u)cos?(u)du
0 /2 %f()—’ 0

et on peut calculer la derniére intégrale en linéarisant, ou plus simplement en notant que :

sin(u)cos(u) = §sin(2u) et donc :

1 1 w/2 1 T
/ V1 — 12dt = Z/ sin?(2u)du = g/ sin?(v)dv
0 0 0

avec le changement de variable v = 2u. Et on reconnait a nouveau l'intégrale de sin? sur [0; 7],
ce qui donne :

1
/ 2VI—edt = -
. 16

Plnt) [V _ Vi _
/1 Wdt = /1 An(u)du = 4 [uln(u) — u]Y? = 2v/2In(2) — 42 + 4.

/6 1 1/2 1 1 1/2 1
/ dt:/ du:/ sdu
L T, Vimevie T, T

1 1/2 1/2
comme dans le cours, en notant que = — , ce
1 —wu? 1+u 1—u

/61 1. /1 12
/ dt = [=ln [ )| = Zm(@3).
o cos(t) 2 1—u/], 2

et on primitive u — 5
—u
qui donne :

avec u = sin(t)



II Equations différentielles

Exercice 3
A
1. 5_{:5H e |>\6R}
1+ 22
1
Solution au probléme de Cauchy : = — e )
1+ 22
)\ x
2. § = {xl—>—+x+e |)\€]R}
1+e”
1 z
Solution au probléme de Cauchy : z +— —1—|—+x te .
633

3.8 = {x = Ae " 4 %(2COS($) +sin(z)) |\ € R}

Remarque : pour une solution particuliére, on passe par les complexes pour primitive x — cos(z)e?®.

¢ 187 2
Solution au probléme de Cauchy : z — 37" + %(QCOS(CC) +sin(z)) (en notant que - = 37+ 5)
A+1
4. S =4z A+ In(z) IAeR
1+ In(x)?
7341
Solution au probléme de Cauchy : = — —|——n(:c)
1+ In(x)?

Exercice 4
Tous les seconds membres, quitte a passer dans les complexes, se traitent comme des exponentielles

(comme dans le cours). On donne 'ensemble solution puis I'unique solution au probléme de Cauchy :
—2z

62 xeos(x) |\, € R}

1. S = {x — e 2% (Acos(z) + psin(z)) —

—2x

Solution au probléme de Cauchy : z — e=%* (cos(z) + 3sin(z)) — ‘ 5 zcos(z) (A =1et pu=3)

2. 5= {x = Ae™T + pe” — % (cos(2x) —sin(2x)) | A\, p € ]R}

xT

Solution au probléme de Cauchy : x +— —% (cos(2x) —sin(2z)) (A= p =0)
-1

S.S:{x»—>()\x+,u)e_“”+x eIM,,uER}

-1
Solution au probléme de Cauchy : x +— (37z +1)e ™ + &

e (AN=37, u=1)

1 1
4. § = {:1: = (Ax 4+ p)e® + §:B2e“ + Ze“” |\, 1 € R} ou on utilise le principe de superposition pour

trouver une solution particuliére.

1 1 1 1
Solution au probléme de Cauchy : z — (371: + Z) e’ + 51:26”” + Ze“” (A=3Tet u= Z)



