PCSI2 Lycée Champollion 20232024

DS n°3

I Exercices

Exercice 1 [Calcul d’intégrales et de primitives, résolution d’équations différentielles]
1 —cos(2t)
= 5 ,

2w 2w
1-— 2t
/ sin?(t)dt = / L()dt =T.
0 0 2
exp(t?)

2. Directement : F' : t — —5— en est une.

1. Pour tout ¢ € [0, 27], sin®(¢) onc

3. Par intégration par parties,

1 1 ) 1 1 1 t2

/ tarctantdt = = [t* arctan(t)], — —/ ——dt,

; 2 2 J, 1+¢2

2 1
et comme pour t € [0,1] on a Pl 1-— 118 on obtient
1

1 1w 1
tarctantdt = = [(#* + 1) arctan(t) — t]. = — — =.
/0 arctan 2[( + 1) arctan(t) }0 173

4. On obtient

2 In(2) u In(2)
Int 1 n
/ D—Zdt:/ LQdu:/ U= L ()
1 t+t(Int) 0o evHFetu 0 1+u 9 0

et donc finalement

2 Int 1
——_dt=—-In(1+1n(2)?).
/1 t+t(nt)? 2 ( 27)

5. — L’équation homogeéne y' + 2y = 0 posséde comme solutions les x — \e 2%, \ € R.

— On cherche une solution particuliére & 3’ + 2y = cos(z). Soit on complexifie I'équation en
cherchant une solution particuliére a 2z’ + 22 = € sous la forme z(z) = Ke™ (K € C a
déterminer) puis on prend la partie réelle. Soit on regarde ’équation dans le blanc des yeux et
on la cherche sous la forme y,1(z) = Acos(z) + Bsin(z). Quelle que soit la méthode choisie,

on obtient une solution y,;(x) = %;Sm(x)

— On cherche une solution particuliére a ¢’ + 2y = e 2%. On est dans le cas de résonance et on
cherche donc une solution qu’on trouve : y,o(x) = ze 2"

— Par principe de superposition, y,(x) = ze 2" 4 2 ot done solution particuliére de

I'équation y' + 2y = cos(x) + .

— Par théoréme de structure, les solutions de cette équation sont donc toutes les fonctions de la

forme . 5
= (A +a)e ¥ + sin(z) +5 cos(a:)) AeR
6. Remarquons tout d’abord que sur |—1,1[, /1 — 2 # 0 donc ’équation différentielle est équivalente
a
1 1

(1) — ———y(t) =
v - =tV = e
— On reconnait la dérivée de arcsin, et les solutions de ’équation homogéne sont donc les t —
)\earcsin(x)7 )\ € R.




— Une solution particuliére évidente est la fonction constante égale a —1!
— Par théoréme de structure, les solutions sont donc les ¢ — Ae@@) — 1 )\ € R,

— La condition initiale donne A\ = 1 puis

arcsin(z) 1

y:t—e

Exercice 2 |Une équation trigonométrique]

1.

Si p est pair (mettons p = 2k, avec k € N), alors cos(pm) = cos(2km) = 1.
Si p est impair (mettons p = 2k + 1, avec k € N), alors cos(pm) = cos(2km + 7) = cos(m) = —1.

Conclusion : |cos(pr) = (—1)?
On en déduit que

;(—Uljcos(pw) = pz;(_l)l’(_l)p — pz;(__ll) P = 2n+1+£0

Donc 7 n’est pas solution de (F).

Si Pon considére la fonction f : = — Z o(=1)Pcos(pz), définie sur R, alors I'équation (F') est
I'équation f(z) = 0. Or, f est 27- perlodlque car, pour tout r € R :

2n 2n
fla+2m) = (=1)Pcos(p(x +2m)) = Y _(~1)? cos(pz + 2pm) = f(x)
p=0 p=0 v
=cos(px)
Donc si 'on connait les solutions de I’équation f(z) = 0 sur | — 7, 7|, on en déduit les solutions sur

R par translation de 2k, avec k € Z. (remarque : 7 n’est pas solution, donc tous les 7 + 2k7 non
plus)

Soit z €] — 7, 7[. On a donc €™ # —1, qui implique —e™ # 1, ce qui permet d’appliquer la formule
sur la somme des termes d’une suite géométrique :

2n 2n ; ;
) ) 1 — ei)2n+1 1 — (—1)2n+1 i(2n+1)z 1 i(2n+1)z
S mrpem = Sy - AP - SO e
p=0 p=0 - (_6 ) + (& + e
On poursuit le calcul (factorisations par I’angle milieu) :
i(2n+1) ei(znjl)x 37’(2 )z + e( n2+1)"’3 2n+1 2n+1
1+ etenTT i(2ntl 1y, 2cos( JE) ine cos( x)
I +e® 'z (e7'2 +¢'2) 2 cos (5) cos (5)
2n 2n
On remarque que pour tout x €|—m, 7[, le nombre Z(—l)p cos(px) est la partie réelle de 2:(—1)5"6”””7
p=0 p=0
cos (25 x)

c’est-a-dire cos(nz) d’apreés la question précédente.

cos (5)
On a donc les équivalences :
cos (24t g)

cos (%)
<= cos(nz)=0  ou cos (25Ha2) =0

x solution de (F) <= cos(nz) =0

Soit z €] — m, 7|



» Résolvons I’équation cos(nz) = 0.

cos(nz) =0 <= nx =75 +kr pour un certain k € Z
— r=5+%r=72(2k+1) pour un certain k € Z

Le fait que x €] — 7, 7| permet de restreindre les k € Z possibles :
—T<5-2k+1)<7m = -2n<2k+1<2n

— -n—-3<k<n-—3
< —n<k<n—1 (cark est un entier)

Finalement : |cos(nz) =0 <= x = 21(216 +1) pour un certain k € [—n,n — 1]
n

» Résolvons 'équation cos (25z) = 0.

cos (2Hz) =0 <« 22y =724 kr pour un certain k € Z

— =55+ 23{“1177 = 5.5(2k +1) pour un certain k € Z

Sachant que = €] — 7, 7[, on restreint les k € Z possibles :

T <552k +1) <71 = -2n—-1<2k+1<2n+1
— -—n—-1<k<n
< —n<k<n-—1 (cark est un entier)

T
2n+1

2 1
Finalement : | cos ( nT :1:) =0 < = (2k + 1) pour un certain k € [-n,n — 1]

2

Conclusion : les solutions de (F) sur | — 7, 7[ sont la réunion de ces deux familles de solutions, et les
solutions de (F) sur R sont I’ensemble de ces solutions translatées de 2pm, pour tous les p € Z.

Remarque : En fait, il s’agit de la réunion des :
® 7-(2k+1) pour ke Z;

e ;75(2k+1) pourles k € Z qui ne sont pas de la forme k =n + p(2n + 1), avec p € Z.
Pour les k£ de cette forme, le nombre | (2k + 1) est égal a m modulo 27, ce qui correspond au

cas que 'on a exclu plus tot.

IT Probléme

Autour d’une fonction
Etude de f

1. Comme f(z) = ﬁ, alors f(x) n’a de sens que si In(x) est bien défini, donc x > 0, et non nul,

donc x # 1, et finalement :
D =R%\ {1} =]0; 1[U]1; 4-00].

2. La fonction f est le quotient de deux fonctions dérivables sur leurs ensemble de définition (fonctions
id et In) : f est donc dérivable sur D avec :

1
In(z) —z= ) -
Vre D, fl(z)= In(z)? r- lgl()av)21




3. Etude de fen 0 :
(a) Par limite d’un quotient, on a directement :

lim f(x) = lim )

20+ 20+ In(z)

(pas besoin de croissances comparées ici, comme on n’a pas de forme indéterminée).

Et donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

(b) On étudie la dérivabilité par limite du taux d’accroissement. Pour tout x €]0; 1], on a

@)~ £(0)  Tn@) "

1
r—0  x-0 —ln(x)xjoo

ou on calcule directement la limite par quotient (toujours pas besoin de croissances comparées).
Et ainsi le prolongement de f est bien dérivable en 0, avec f’(0) = 0.
(c) En tant que quotient de fonctions de classe C', f est déja de classe C' sur D, donc sur ]0; 1].
Comme elle est dérivable en 0, il suffit de montrer que f’ est continue en 0 pour avoir que f est
C! sur [0;1].
Pour tout = €]0;1[, on a :
CIn(z)-1 1

, 1
Jw) = In(z)?2  In(z) In(z)? 30 0+0=0

car chaque terme tend vers 0 par limite d’un quotient (toujours pas besoin de croissances
comparées...).

Et ainsi : 1ir%f’(x) = 0= f(0) : donc f’ est continue en 0.
T—
Donc f est de classe C! sur [0;1].
4. On a les limites :

limz= limz =1, limIn(z)=0" et limIn(z)=0"
x—1— z—1t z—1- z—1+t

donc par quotient on déduit :

lim f(z) = —oc0 et lim f(z) = +o0

r—1— z—1+

(donc toujours pas de croissances comparées)

La fonction f n’est donc pas prolongeable par continuité en 1 (ni & gauche ni a droite) : elle n'admet
pas de limite finie en 1.

La courbe de f posséde la droite d’équation x = 1 comme asymptote verticale.
5. Par croissances comparées (enfin!), on a :

lim f(x) = 4oc0.

T—>+00

6. De la question 2. on déduit que f'(z) est du signe de In(z) — 1 sur D, et ainsi :
— sur [0; 1] : f est strictement décroissante ;
— sur |1;¢e] : f est strictement décroissante ;
— sur [e;+o00] : f est strictement croissante.

D’ou le tableau de variations suivant :



z 0 1 e +00
1 0 — — 0 +
0 +00 +00
—0 e

Solutions d’une premiére équation différentielle
On considére ici 'équation différentielle (Ey) : —z%2/(z) + xz(x) = 2%(z). On cherche les solutions de
(Ey) sur I =]1;+00[ qui ne s’annulent pas sur /.

7. Des variations de f, on a déja que f ne s’annule pas sur /.
De plus, f est dérivable sur I, et pour tout x € [ on a :

—2?In(z) + 22 z? x?

—oif' (@) + o f (@) = In(x)? * In(x) - In(x)? = f(@)”

et donc f est bien solution au probléme.
8. (a) La fonction z étant solution au probléme, elle est dérivable sur I et ne s’annule pas sur I, donc

y = — est dérivable sur I, et pour tout x € [ on a :
z

Mais z est solution de (E;), donc pour tout = € I on a également :

22(x) — xz(x)
/ J—

—Z (.Z') - 22

et finalement pour tout x € I :

oy 2@ —w2@) 1111
y(fl') - xQZ(Jj‘)Q ( )

donc y est solution de I’équation différentielle linéaire :

(B) o/ () + —yla) = 5.

(b) L’équation homogéne associée a (Fy) est :

(BD) /(@) + ~y(x) =0

dont les solutions sont les fonctions de la forme :

SR

x +— dexp(—In(z)) =

pour A € R.
On pourrait chercher une solution particuliére par méthode de variation de la constante. Mais

Lo 1 : . . . .
on sait déja que — est une solution (et I’énoncé donne la forme générale des solutions, donc on

pourrait en vérifier une).



Ainsi, les solutions sont les fonctions de la forme :

A+ In(2)

i

X —

In(ax)

pour A € R, qui est bien de la forme z +— en posant a = exp(\) € RY.

(c) Le signe de g, est celui de ¢, :  — In(az) = In(a) + In(x). Or, cette derniére fonction a les
variations suivantes sur [ :

Pa /

donc g, ne ’annule pas si, et seulement si, In(a) > 0 (par théoréme des valeurs intermédiaires),
c’est-a-dire : a > 1.

1
9. On déduit donc que les seules solutions possibles sont les fonctions de la forme z, : © — @) =
Ja(z
x
—— pour a > 1.
In(az) P

Il est clair que de telles fonctions ne s’annulent pas sur I et y sont dérivables. Reste a vérifier qu’elles
sont bien solution de (E) :sia > 1et x € I, alors :

In(ax) —1
/ p—
Zalr) = In(az)?
et donc : *n(az) 1 o ) )
2 _ —xIn(az) + @ _ 9
v 2(@) + 220(7) = In(az)? * In(az) In(az)? %a(®)

ce qui prouve bien que toutes les fonctions z, de la forme précédentes sont bien solutions.
Par analyse-synthése, on déduit que les solutions au probléme sont exactement les fonctions de la
x

forme x — pour a > 1.

In(az)

Etude d’une autre fonction
22 —1
On considére ici la fonction g : © — ——.
zln(x)
10. (a) Siz € D, alors In(x) est bien défini et non nul. Si de plus x # 0, alors zln(z) est bien défini et
non nul, donc g(z) est bien défini.
Et donc g est bien définie sur D \ {0}.
En tant que quotient de fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, g est dérivable sur
son ensemble de définition, avec pour tout z € D\ {0} :

(z) = 22 - wln(z) — (2 = 1)(In(x) + 1) _ 2?In(z) + In(z) — 2% + 1
! 2?In(x)? 22In(z)? '

(b) En tant que produit et combinaison linéaire de fonctions dérivables (fonctions polynomiales ou
fonction In), la fonction ¢ est dérivable sur son ensemble de définition, & savoir R, avec :

1 1
Vo € RY, ¢/(x) = 2zIn(z) + 2 + — — 22 = 2zln(z) + — — 2.
x x

6



11.

12.

13.

14.

(c) Pour tout x € R*, on a donc :

st (e s 1) = (At (L)) ot

1
otu=— —1>-1
T

Par inégalité classique (qui découle de la concavité de la fonction In, ou tout simplement de
I'étude de u +— In(1 +u) —u), on a : u —In(1 4+ u) < 0 pour tout u > —1, avec égalité si, et
seulement si, u = 0, c¢’est-a-dire ici x = 1. Et ainsi :

Ve >0, ¢'(z) >0

avec égalité si, et seulement si, z = 1.

(d) La fonction ¢ est donc strictement croissante sur R7 .
Du fait des expressions de ¢ et de ¢/, on a :

p()
Vo e D\ {0}, ¢(z) =
re D\ (O} ola) = 0
donc le signe de ¢’ est celui de .
On a enfin (1) = 0. Donc ¢, et donc ¢, est strictement négative sur ]0; 1] et strictement
positive sur |1; 400/
Soit x € D\ {0}. Alors :

r? -1 _@-D+l) rt+la-—1
xln(z) xln(z) z In(x)

g(z) =

ou le premier quotient tend vers 2 (calcul direct) et le second tend vers 1 (limite classique, en
reconnaissant I'inverse du taux d’accroissement de In entre x et 1). Et finalement :

limg(x) = 2.

z—1

Donc g est prolongeable par continuité en 1, en posant g(1) = 2.
On a les limites suivantes :

— par calcul direct : limaz? — 1= —1;
z—0

— par croissances comparées : lin(l)a:ln(:c) =0".
T—
Et donc par quotient : lirrég(x) = +o00.
T—
La courbe de g posséde donc ’axe des ordonnées comme asymptote verticale en 0.

Pour x > 1, on a :

-1 1-3 1 T
9(@) zln(z) In(z) ( ) oo =ee

par croissances comparées et produit.

@:(1_i) L, 10-0

2?2 ) In(x) a—+oo

De plus, on a :

par produit (par besoin des croissances comparées ici).

On déduit finalement le tableau de variations suivant :



x 0 1 +o00
g - +

+00 +00
p \ /

2
15. Pour tout z € D\ {0}, on a :
x 2?2 -1 1
f(x) = g(x) =

- In(z) aln(z)  22n(z)

Et ainsi la courbe de f est en-dessous de celle de g pour les points d’abscisse dans ]0; 1], et au-dessus
pour les points d’abscisse dans |1; +o0l.

16. Pour a > 1, la courbe de f est au-dessus de celle de g entre les points d’abscisse a et a?. Ainsi, on a :

2

At = [ ) — () di = / ' @dt.

Par dérivée d’'une composée, la fonction ¢ — In(In(¢)) est dérivable sur |1;+oo[, de dérivée t +—
1/t
1/t = f(t) — g(t). Et ainsi on a :

In(t)

A(a) = [In(In(#))] = In (1;;(&))) — In(2)

ce qui prouve bien que A(a) ne dépend pas de a > 1, et vaut In(2).

Solutions d’une seconde équation différentielle

1
17. Du fait du —, la fonction H n’est pas définie en 0.
x

De plus, I'intégrale qui définie H n’a de sens que si f est continue entre 0 et x, donc pour x € [0;1]
comme f est continue sur [0; 1[U]1; 400 mais pas en 1.
Et finalement : H est définie sur ]0; 1.

18. Par théoréme fondamental de I’analyse, la fonction F': x — fox f(t)dt est 'unique primitive de f sur

[0; 1] qui s’annule en 0. Ainsi, par produit, la fonction H : x — —F(z) est dérivable sur J avec pour
x

tout x € J : . . . .
H'(2) = ——F(@) + —F'(2) = —H(z) + - f(z)

et donc en multipliant par x, on a bien que pour tout = € J :
cH'(z) 4+ H(z) = f(x)
donc H est solution de (Ej3).

19. (a) Soit x € J. La fonction f est décroissante sur [0; 1] donc sur [0; z]. Et ainsi :
vt € [0;2], 0= f(0) = f(t) = f(x)
En intégrant cette inégalité sur [0; z], il vient :
0= F(z) > - f(x)
et en la divisant par x > 0, on trouve bien que :

0> H(z) > f(x).

8



20.

(b)

Comme lir%f(x) = 0, on déduit par théoréme d’encadrement que : lin%H(:v) = 0.
T z—

Considérons G une solution de (Ej3). Alors G est de la forme G = g+ H, ol g est une solution
de I’équation homogéne associée a (F3). Cette équation est :

(E3) - xy/(z) + y(x) =0

A
donc les solutions sont les fonctions x — —, pour A € R. Et finalement G est de la forme :
x

A
x— —+ H(x)
T

pour un A € R.
Comme on a vu que H admet une limite finie en 0, alors G admet également une limite finie

en 0 si, et seulement si, la fonction z — — tend vers une limite finie en 0 : c’est le cas si, et
x

seulement si, A = 0, c’est-a-dire H = G.

D’ou 'unicité demandée.

Pour la dérivabilité de H en 0, on reprend I'inégalité précédente. Pour tout « € .J, on a en effet :

H(z) H(x)—H(O) _ fx) 1
0> r x—0 > v In(z)
H(z) - H(0)

Et le membre de droite tend vers 0 en 0 (par quotient), donc lim = 0 (par enca-

z—0 xr — O
drement).

Et ainsi le prolongement de H en 0 est bien dérivable en 0, avec H'(0) = 0.

1
Sur J, on a vu que H : z — —F(x) qui est donc le produit de deux fonctions C' (la fonction
x

inverse est C' sur R*, donc sur J, et la fonction F est dérivable sur J de dérivée f, qui est
continue, donc F est C! sur J). Par produit, la fonction H est donc C' sur J.

En 0, on a déja montré que H est dérivable. Il reste a montrer que H’ est continue en 0,
c’est-a-dire que lirr(lJH’(x) = H'(0) =0. Or, pour z € J on a :
T—

H(x) 1
x In(z)

H'(e) =~ H(x) + - f(x) = -

Pour x tendant vers 0, le premier terme tend vers 0 (on reconnait le taux d’accroissement, dont
on a montré la limiet par encadrement) et le second tend vers 0 (limite d’un quotient).

Et finalement on a bien lir%H’(x) = 0, donc H’ est continue en 0.
xT—r

Et finalement : H est C' sur [0;1].

Sizel};1,ona:

1
22> = donc r < —
4 x
. 1
et donc en les multipliant par —— < 0, on trouve :
In(x)
T 1

flw) = In(x) S 4xin(x)

ce qui est I'inégalité demandée.



(b) Considérons x € [5;1[. Alors :

1 x 1 1/2 1 x
H(z) = - dt = — d — d
() / F(t)dt / st o [ o

T x x Ji
<0 >l T
< F(t)dt
1/2 .
< dt
< 5 In(In@®)
< 1 In(x)
4 In(1/2)

Or, on a par quotient :

. In(z)
| =0"
) Y

donc par composition :

In(z
xliglﬁdfracllﬂn (ln(i/;)> = lim 1ln(y) = —00

et donc par majoration :

lim H(z) = —o0

r—1—

(c) Si G est une solution de (E3), alors G est de la forme :
A

r+— —+ H(x)
T

pour un A € R.

A .
Mais — tend vers une limite finie en 1, peu importe la valeur de A. Et donc on aura toujours :
x

lim G(z) = —o0.

z—1—

Donc il n’existe pas de solution de (FEj3) prolongeable par continuité en 1 : toutes tendent vers
—oo en 1.

10



