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DS n’3

I Exercices

Exercice 1 [Calcul d’intégrales et de primitives, résolution d’équations différentielles| Les questions sont
indépendantes.

2
1. Calculer/ sin®(t) dt.
0

2. Déterminer une primitive sur R de ¢t — t exp(t?).

1
3. Calculer/ t arctant dt.
0

2

Int

4. Calculer / n—2 dt (on pourra opérer le changement de variable v = Int).
1 t+t(Int)

5. Trouver toutes les solutions de y' + 2y = cos(x) + exp(—2x) sur R.
6. Résoudre /1 —t2y/(t) — y(t) = 1 sur | — 1, 1] avec la condition initiale y(0) = 0.

Exercice 2 [Une équation trigonométrique| Soit n € N*. On souhaite résoudre I’équation d’inconnue
reR:

1 — cos(x) 4 cos(2z) — cos(3z) + - - - — cos((2n — 1)x) + cos(2nz) =0 (F)
qui peut s’écrire :
> (=1)7cos(pz) =0 (F)

1. Sip € [0,2n], que vaut cos(pm)? En déduire que x = m n’est pas solution de (F).

2. Justifier qu'il suffit de résoudre (F) pour x €] — m, 7|, en expliquant comment en déduire toutes les
solutions sur R.

3. Montrer que pour tout z €] — 7, 7| :

2 : 2
n . 1 i(2n+1)z n . . COS MZL’
E (—1)Pe?* = _I—e—ix et en déduire que E (—1)Pe?* = emw#

pr Lhe pr cos (3)

4. En déduire que = €] — 7, 7| est solution de (F) si, et seulement si :

2 1
cos(nz) =0 ou Ccos ( n2—i— x) =0

5. Résoudre (F) sur | — 7, [ puis sur R.



II Probléme

Autour d’une fonction
Pour tout le probléme, on considére f : x —

x
In(x)
Partie 1 : Etude de f
1. Donner I’ensemble de définition D de f.
2. Justifier que f est dérivable sur D, et donner sa dérivée.
3. Etude de f en 0 :
(a) Calculer Ili)r(r)lJr f(x), et en déduire que f est prolongeable par continuité en 0, en précisant bien
la valeur de ce prolongement en 0.
Remarque : pour la suite du sujet, on notera également f ce prolongement.
(b) Montrer que le prolongement de f ainsi obtenu est dérivable en 0, en précisant bien son nombre
dérivé en 0.
(¢c) Montrer que f est de classe C* sur [0;1].
4. Etude de f en 1 : calculer mlir{l_f(x) et mlg{{rf(x)
La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 17 Quelle particularité posséde la courbe de f
a ’abscisse 17
5. Etude de f en +oco : calculer lim f(x).

T—r+00
6. Déduire des questions suivantes les variations de f, en faisant bien apparaitre les différentes limites
calculées précédemment.

Partie 2 : Solutions d’une premiére équation différentielle
On considére ici 'équation différentielle (E;) : —z%2/(z) + xz(x) = 2%(z). On cherche les solutions de
(E1) sur I =]1; 400 qui ne s’annulent pas sur 1.

7. Vérifier que f est bien solution au probléme.

1
8. On considére pour cette question z une solution de (E;) ne s’annulant pas sur I, et on pose y = —.
z

(a) Montrer que y est solution sur I d’une équation différentielle linéaire (Es).
(b) Résoudre (FEy) sur [.

In(ax
Indication : on vérifiera que les solutions sont de la forme g, : © +— L

(c) Etudier le signe de g, sur I selon la valeur de a.

9. Conclure.

Partie 3 : Etude d’une autre fonction
2
s —1

zln(z)

On considére ici la fonction g : © —

10. (a) Justifier que g est définie et dérivable sur D \ {0} et calculer sa dérivée.
(b) On définit sur R% la fonction ¢ : x — 2?In(x) + In(z) — 2 + 1. Justifier que ¢ est dérivable sur
R et exprimer sa dérivée.
(c) Montrer que, pour tout € R, on a : ¢'(x) > 0, en précisant bien pour quelle(s) valeur(s) de
xona ¢ (x)=0.
Indication : on pourra faire apparaitre 'inégalité classique In(1 + u) < u.
(d) Calculer ¢(1) et en déduire le signe de ¢’ sur D\ {0}.



11.

12.
13.
14.

15.

16.

Etudier la limite de g en 1, et en déduire que g est prolongeable par continuité en 1, en précisant
bien la valeur de ce prolongement en 1.

Remarque : pour la suite du sujet, on notera également g ce prolongement.
Calculer lirr(l)g(x). Que peut-on en déduire sur la courbe de g7
T—
Calculer lim g(x).
T—+00
Déduire des questions précédentes les variations de g, en faisant bien apparaitre les différentes limites
calculées précédemment.

Déterminer le signe de f(z) — g(z) suivant la valeur de x € D\ {0}, et en déduire la position relative
de la courbe de g par rapport & celle de f.

Pour a > 1, on note A(a) l'aire du domaine délimité par les courbes de f et de g, ainsi que par les
droites d’équations = a et x = a®. Montrer que A(a) ne dépend pas de a, et donner sa valeur.

Partie 4 : Solutions d’une seconde équation différentielle

On considére ici I'équation différentielle (E3) : xy/'(z) + y(x) = f(x). On cherche les solutions de (Ej3)
sur J =]0; 1], dont on étudie les comportements en 0 et en 1.

1 T
On considére H : x — —/ f(t)dt.
T Jo

17.
18.
19.

20.

Donner I’ensemble de définition de H.
Montrer que H est solution de FEj.
Etude de H en 0 :
(a) Montrer que, pour tout z € Jona: 0> H(z) > f(z).

(b) En déduire la limite de H en 0, puis que H est 'unique solution de (Ej3) prolongeable par
continuité en 0.

Remarque : pour la suite du sujet, on notera également H ce prolongement.
(c) En déduire également que H est dérivable en 0, et calculer sa dérivée en 0.
(d) A laide des questions précédentes, montrer que H est de classe C! sur [0; 1].
Etude de H en 1 :

1
M t 9 t t e l; 1 Y : < )
(a) Montrer que, pour tout z € [3; 1], on a: f(z) < 4xln(x)

(b) En déduire la limite de H en 1.

(c) Existe-t-il des solutions de (F3) prolongeables par continuité en 17



