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DS n°1

I Exercices

Exercice 1
On procéde par double implication :

— <« :sixz =0, alors pour tout € > 0 on a : |z| =0 < £ (c’est méme une inégalité stricte).
D’ou la premiére implication.

— = : procédons par contraposée. Montrons donc : x # 0 = (e > 0, |z| > €).

x
Considérons donc z # 0, de sorte que |z| > 0. Posons ¢ = % Alors un tel ¢ vérifie bien € > 0 et
|z| > €.

Ce qui prouve la contraposée, donc la seconde implication.

D’ou I’équivalence cherchée.

Exercice 2
On procede par double implication :

— si f est bornée : notons m, M € R un minorant et un majorant de f. Soient z,y € I. On a :
m< f(r) <K Metm< f(y) < M.
En multipliant la seconde inégalité par —1(< 0), on a ainsi :
m< fz) < Met —M < —f(y) < —m.
Et en additionnant, on a finalement :

m—M < f@)— fly) <M —m

ce qui prouve la propriété voulue avec ‘a =m-—-Metb=M-—m|

— Si f vérifie la propriété de I’énoncé : considérons = € I quelconque, et fixons y € I. Alors :

a< flx)— fly) <0

et donc :
a+ f(y) < flz) <b+ f(y)

donc f est bornée comme elle est minorée (par a + f(y)) et majorée (par b+ f(y)).

Ce qui prouve bien I’équivalence.

Exercice 3

1. On procéde par équivalences. Pour tout x € R, on a :

20 - 2| <2* —1e1-2°< 2

|
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N\
Hw

|
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¢
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et on va résoudre séparément chaque inéquation.
— pour la premiére :
1-2°<2r -2 0<2° +27 -3

donc est ramené a étudier le signe de z° + 2z — 3 = (x — 1)(z + 3), qui est positif a extérieur
de ses racines (comme le coefficient dominant est 1 > 0), donc sur : | — co; —3] U [1; +00[;



— pour la seconde :
21 —2< -1 0< 2> -2+ 1= (v —1)?

et 'inégalité est donc toujours vérifiée.

Et finalement ’ensemble solution est : |] — oo; —3] U [1; +00[ |

2. Notons que 'égalité a un sens seulement pour z > 2 a cause de la racine.
Procédons par analyse—synthése.
Considérons z > 2 une solution. Alors :

Vr —2 =2+ 1 donc en mettant au carré x —2 = (v +1)> =2 + 2z + 1 donc 0 = 2° + = + 3

et on reconnait un polyndéme de discriminant : A =12 —4-3-1=1- 12 = —11 < 0. Qui n’admet
pas de racine.
Et donc I’équation n’admet pas de solution : | S = 0|.

Exercice 4
1. Montrons le résultat par récurrence sur n € N* :

— Iinitialisation : si n = 1, alors :

n 1 2)  1x2
Shx(htl)=1x2=ge T D0ED _1x2x3

3
k=1
ce qui prouve le résultat pour n = 1.
& 1 2
— hérédité : soit n € N* tel que Zk; X (k+1)= nn + ;(n—i— ) Alors :
k=1
n+1
ka(k—i—l) = (ka k—l—l) (n+1) x (n+2)
k=1
2
an nln ¥ %(“ ) 1) +2)
1
= (n+ >3 (n+3)
(A +2)(n+3)  (n+1D)((n+1)+1)((n+1)+2)
B 3 B 3

ce qui prouve I’hérédité.

D’ou le résultat par récurrence.

2. Montrons le résultat par récurrence sur n € N* :
— initialisation : si n = 1, alors :

D kx2 =1x2=1let(n—1)x2"+1=0x2+1=1
k=1

ce qui prouve le résultat pour n = 1.

— hérédité : soit n € N* tel que Z kx 281 = (n —1) x 2" + 1. Alors :

k=1
n+1 n
D kx2 = (Zk X 2’f—1> + (n+1)2m+i-t
k=1 k=1

Dt —1)x 2" + 1+ (n+1) x 2°

(n—1+n+1)2"+1=2nx2"+1=nx2"" 41
= ((n+1)—1)x2" +1

ce qui prouve I'hérédité.




D’ou le résultat par récurrence.

Exercice 5
Posons © = |z| + 7 et y = |y] + ro avec 71,75 € [0; 1. Raisonnons par disjonction de cas :

— ler cas : siry,re € [0;1/2[. Alors :

r+y=|x|+ +ri+ry, 2o =2z + 2r; et 2y=2y| + 2r
y=lz]+ [y 1T 72 %] 1 Y Ly 2

€[0;1] €[0;1] €[0;1]
et ainsi, par définition de la partie entiére :
x4yl = o] + [y, [22] =2[z] et |2y] = 2]y]
ce qui prouve bien l'inégalité, qui est méme une égalité.
— 2¢me cas :sir € [1/2;1] et ro € [0;1/2]. Alors :

r4+y=|z|+ |yl +ri+re, 20 =2|x] + 2r; et 2y=2|y| + 2r,

€l1/2;3/2] €[1;2] €051
et ainsi, par définition de la partie entiére :
eyl <lz]+ 1yl + 1 [20] =2[z] +1et [2y] = 2]y]
ce qui donne finalement :
o] + e +yl + ly] < o] + o]+ ] + 14+ [y) =2[x] + 1+ |y] = [22] + |2y]

et on retrouve l'inégalité voulue.

— 3éme cas : sir € [0;1/2 et ro € [1/2;1]. Alors les mémes calculs que ci-dessus, en échangeant les

roles de x et y, donnent I'inégalité demandée.

— 4éme cas : si rq,79 € [1/2;1]. Alors :

r+y=|z|+ +ry+1re, 20 =22+ 2r; et 2y =2|y| + 2r
y=lz]+ y] 1 2 Ed 1 Y ly] 2

€[1;2[ €[1;2] €[1;2]
et ainsi, par définition de la partie entiére :
lz+y| =|z|+ |y +1, [22] =2|x] +1et [2y] =2]y] +1

et finalement :

2]+ [z +y] + y] = [z] + 2]+ |y + 1+ [y] =2[z] +2[y] +1 <2[z] +1+2]y| +1 = [2z] + [2y]

ce qui donne bien I'inégalité voulue.

Exercice 6

1. On cherche a montrer que, si tous les réels x; sont compris entre 0 et 1, alors il en existe deux

consécutifs éloignés d’au plus —.
n

1
2. La contraposée est : si tous les x; consécutifs sont éloignés d’au moins —, alors les x; ne sont pas
n

tous dans [0;1].
Ce qui donne en symboles mathématiques :

(Vie{o,...,n—l}, xi+1—xi>%):>(E|i€{0,...,n}, z; ¢ [0;1])|.
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3. Montrons le par récurrence sur k :

e . . . . k . . , o .
— initialisation : si k = 0, alors Y . (241 — @) = To41 — Zo)x1 — To qui est bien I'égalité voulue,
et prouve |’assertion au rang k = 0.

— héredité : soit k € {0,...,n — 2} tel que Zf:o (Tig1 — x;) = g1 — x. Alors :

k+1 k
(HR)

E (i1 — E (i1 — @) + Thy141 — Thp1 = Thy1 — To + Thyo — Thp1 = T2 — Lo

=0 1=0

ce qui prouve I’hérédité.

Et on a bien le résultat par récurrence.

4. Pour montrer I'implication de 1’énoncé, on montre sa contraposée.

1

Supposons donc que : Vi € {0,...,n — 1}, x;;; — x; > —. Alors en sommant ces inégalités pour
n

i€{0,...,n—1}, on déduit :

n—1
g xzﬂ—xz >§ —
i=0

La somme de gauche vaut x,, — xy par la question precedente. Celle de droite est la somme de n fois

o1
la quantité —, et vaut donc 1.
n

Et finalement : .

Si tous les z; étaient dans [0; 1], on aurait pourtant z,—z < 1. Et donc|l'un des z; n’est pas dans [0; 1]

(et méme il s’agit nécessairement de xy ou de z,,).

Exercice 7

1. Par définition, on a :

. N — N
ldN::L’r—>x‘

Posons f = idy. Alors pour tout n € N on a :

f(n)+ f(f(n)=n+f(n)=n+n=2n

et ainsi idy vérifie bien (x). En tant que fonction de N dans N; elle est donc solution du probléme.

2. (a) Comme f:N — N, alors:|Vn € N, f(n) > 0], ce qui montre déja la premiére inégalité.
Mais pour un tel n, on a également que : f(f(n)) € N, donc f(f(n)) > 0. Et ainsi :

f(n) =2n—f(f(n)) <2n

ce qui donne la seconde inégalité.

D’ou le résultat.

(b) D’aprés la question précédente, on a :

0< f(0)<2x0=0

et donc | f(0) =0

(c) D’aprés la question a), on a déja que :

0< f(1)<2x1=2

et donc f(1) =0, 1 ou 2.
Supposons par l'absurde que f(1) # 1. Alors :
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— _lercas: f(1) =0 : on aurait alors f(f(1)) = f(0) =0 et donc :

f)+f(f(1))=0+0=0#2
donc f ne vérifierait pas (%) ;

— 2¢me cas : f(1) = 2 : on aurait alors f(f(1)) = f(2). Mais f(2) # 0, car sinon, du fait de
(%), on aurait :

F@)+f(f(2) =0+ f(0)=0#2x2
donc f(2) > 0. Et finalement :

FO+f(fA))=2+Ff2)>2=2x1

donc f ne vérifierait pas (x).
Dans les deux cas, on arrive a une contradiction.
Et ainsi : | f(1) = 1|
(d) Soient m,n € N tels que f(m) = f(n). Alors :

2n = f(n) + f(f(n)) = f(m)+ f(f(m)) = 2m

et ainsi [n = m].
Ce qui prouve 'implication demandée.

On a ainsi montré aussi sa contraposée, a savoir que :

Vm,n € N, m#n= f(m) # f(n)|.

(e) Montrons le résultat par récurrence forte :
— initialisation : si n = 0, on a déja montré que f(0) = 0, ce qui est l'initialisation.

— héréditeé : soit n € N tel que f(0) =0, f(1) = 1,...,f(n) = n. Montrons alors que f(n+1) =
n+1:

— soit k € {0,...,n} : par la question précédente, comme n + 1 # k, alors f(n + 1) #
f(k)=Fk. Etainsi: f(n+1) >n+1,;

— le méme argument donne que f(m) > n + 1 pour tout m > n + 1; en particulier,
f(f(n+1) Zn+1;

— si f(n+1) >n+2, alors :

fin+ D)+ f(fin+1) =2 n+2)+(n+1)=2n+3>2(n+1)

ce qui contredirait (x). Et ainsi f(n+ 1) <n+ 1.

Et ainsi : | f(n + 1) = n + 1|, ce qui prouve 'hérédité.

D’ou le résultat par récurrence forte.

3. On a procédé par analyse-synthése (ou plutdt synthése—analyse d’ailleurs) : la fonction idy est
solution (d’aprés la question 1)), tandis que la question 2) montre que c’est la seule solution possible.
Et finalement la fonction idy est I'unique solution au probléme.




IT Probléme

II.1 Une preuve de l'inégalité de Cauchy—Schwarz

1. La propriété P(1) est :

Val,bl € R, a161 < \/a%\/b? .

Elle est vraie car, par propriétés de la valeur absolue, pour tous a,,b; € R on a :

2. (a)

arby < |a1by| = |aq ||| = \/a%\/b?-

Développons les deux membres de I'égalité a montrer. On a d’une part :

((llbl + a2b2)2 + (albg — a2b1)2 = a%bf + a%bg + 2&1[)1(12()2 + a%bg + agb% — 2@1()1&2[)2

= |ajb? + a5bs + a3b; + asb]

et de méme :

(af + a3)(b] + b3) = | a3b] + afbs + a5b? + asb;

ce qui prouve bien 'égalité demandée.

Soient ay, asby, by € R. Alors :
a1by 4 asby < |arby + ashs| = v/ (a1by + aghy)?

mais par la question précédente on a :

(arby + agby)? = (a3 + a3)(b? + b3) — (arby — asby)* < (a] + a3)(b] + b3)
N’

=0

et donc par croissance de la fonction racine carrée sur RY :

V@b + ashs)? < /(a2 + ad) (0 + 1) = a2 + a3 /03 + 83,

En combinant ces inégalités, on a finalement :

a1b1 + CLQbQ < \/CL% +a%\/b% + b%

ce qui était 'inégalité voulue.

Ceci étant vrai pour tous ay, as, by, by € R, on déduit que la propriété | P(2) est vraie|.

En appliquant la propriété P(n) aux 2n réels ay, ..., a,,b1,..., by, on a:

albl+a2b2+---+anbn<\/a%+a§+-~-+a%\/b%+b§+~--+bg.

En ajoutant a,,1b,,1 a chaque membre de I'inégalité ci-dessus, on a bien l'inégalité demandée.

Appliquons la propriété P(2) aux réels A = (/a2 +---+a2, B = /02 +---+b2, C = a,1
et D = b,.1. On a donc : AB + CD < VA2 + C?2y/B2 + D2, ce qui donne avec les valeurs
précédentes de A, B,C, D :

\/a% + a3 +---+a3\/b% + b+ 02+ apibp < \/A2 +ai+1\/B2+b,%+1

6



<\/a1+ +a2+an+1\/bz D202

En reprenant 'inégalité de la question précédente, on a finalement que :

albl+---—|—anbn+an+1bn+1<\/a1+ +a2+an+1\/b2 +b3z+bgz+1

Ceci étant vrai pour tous ai,...,a,41,b1,...,b,01 € R, on a bien montré que la propriété
P(n+ 1) est vérifie|.

4. On a donc montré que |P(1) est vraie| et que \73 est héréditaire‘ . par principe de récurrence, on a

D.

bien montré que :

(a)

Vn € N*, P(n) est vraie|.

Rappelons I'inégalité triangulaire : pour z1,...,x, € R, on a l'inégalité :
o1+l S ol 4o

avec égalité si, et seulement si, tous les x; sont de méme signe.

En lappliquant ici aux x; = a;b;, on a bien 'inégalité demandée, avec égalité si, et seulement
si:

— ou bien tous les x; sont positifs : ¢’est-a-dire que pour tout ¢, a; et b; sont de méme signe;

— ou bien tous les z; sont négatifs : ¢’est-a-dire que pour tout i, a; et b; sont de signes opposés.
Considérons n € N* et ay,...,a,,b1,...,b, € R.
Par la question précédente, on a :

la1by + « -+ + apby| < |aa||b1] + <+ + |an||bn] -

En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz aux réels |a1|, . .., |aal, |b1], - - ., |bn], on @ de méme :

arllbal+ - Hanllbal < VIaP + - aP VP + o P = (fad 4 @y B+ 82

en utilisant que |z|? = (+2)* = z2.
En combinant les deux inégalités, il vient :

aby 4+ bl < \Jad o a2\ B2,

Dans cette derniére inégalité, les deux membres sont positifs. Par stricte croissance sur R, de
la fonction x — 22, on peut donc préserver 'inégalité en mettant chaque membre au carré,
donc :

larby + -+ - + anby|” < \/ o 4a? \/62 +b2

ce qui donne :

(arby + asby + -+ + anb,)’ < (a2 +ai+ - +a2) (b7 + b5+ +b2)

Ce qui prouve l'inégalité demandée.

Supposons que l'on soit dans le premier cas : notons A € R tel que : Vi € {1,...,n}, a; = A\b;.
Alors :
(arby + -+ anby)® = (AbT + -+ - + A2)? = N (b] + - -+ + b2)?

et de méme :
(af+ad+---+a2) (b5 +03+ - +0b2) = (N2 + A%3 + - + N°02) (b] + b3+ +b2)
=N+ 412

ce qui donne bien que 'inégalité de Cauchy—Schwarz est alors une égalité.

Si on est dans le deuxiéme cas, la preuve est exactement la méme (et revient en fait & échanger
les roles de a; et b; pour tout 7).



I1.2 Inégalités des moyennes
6. (a) Ona:

2ab a® + b?

+b B Oala,b) = !

A2(CL, b) = CLT

, Ga(a,b) = Vab, Hy(a,b) =

et toutes ces quantités sont strictement positives, comme a, b le sont aussi.

(b) On montre séparément les trois inégalités, avec le cas d’égalité. Comme toutes les quantités a
comparer sont positives, notons déja qu’il suffit de comparer leurs carrés.

- Hg(a,b) < GQ(&, b) .

2ab

Hy(a,b) < Ga(a,b) < aib < Vab
4a2b?

< ab

(a+0)2 "~
< 4ab < (a+b)? en multipliant par (
<

& dab < a® 4 2ab + b?
& 0<a®—2ab+ b = (a—b)?

=

a+b)?

>0
ab

et la derniére inégalité est toujours vraie (un carré de réel est toujours positif ou nul), ce

qui prouve bien que : | Hy(a,b) < Ga(a,b) |.

De plus, les mémes calculs montrent que 1'on a égalité si, et seulement si, (a — b)? = 0,

c’est-a-dire .

- Gz(a,b) < AQ(CL, b) :

\/Eg a;Lb
(a+0b)?

Ga(a,b) < As(a,b)

ab <

4ab < (a + b)? en multipliant par 4 > 0
4ab < a® + 2ab + b?
0 < a®—2ab+ b* = (a —b)?

tee ¢

et a nouveau la derniére inégalité est vraie (c’est la méme), ce qui prouve bien que :
Ga(a,b) < As(a,b) |
Les mémes calculs conduisent également & une égalité au départ si, et seulement si, (a—b)? =
0, c’est-a-dire .

— As(a,b) < Qa(ab) :

N a-+b a® + b?
(a2+ b)?  a? 3— b?

T TS

& a? + 2ab+ b? < 2a® + 20? en multipliant par 4 > 0

& 0<a®—2ab+ b = (a—b)?

Az(a,b) < Qa(a,b)

N

et & nouveau la derniére inégalité est vraie (c’est la méme), ce qui prouve bien que :
A2(aa b) g QQ(avb) :

Les mémes calculs conduisent également & une égalité au départ si, et seulement si, (a—b)? =

0, c’est-a-dire .




Ainsi, on a bien montré que | Ha(a,b) < Ga(a,b) < Az(a,b) < Q2(a,b) |, avec égalité dans n’im-

porte laquelle des inégalités si, et seulement si, .
Posons f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) =e*! — .

Les fonction exp, z — = — 1 et © — —z sont dérivables (fonctions usuelles ou polynomiales) sur
R, donc par composée et somme la fonction f est dérivable sur R. De plus, pour tout x € R on
a:

fle)= et -1
et on a donc les variations suivantes pour f :
T | —o00 1 +00
f — +
400 +00
f ~

(ot on a rajouté les limites en +00 bien que celles-ci ne soient pas utiles)
Et on déduit ainsi des variations de f sur R que :

Ve R, f(z) > f(1) =0

avec égalité si, et seulement si, x = 1.
Ce qui prouve bien que :

Vo € R, z < e ! avec égalité si, et seulement si, z = 1|,

a;

An(ay, ... a,)

. On a ainsi :

Appliquons déja I'inégalité précédente aux réels

a; @i
e {1,... S !
Vie { ! 7n}7 0< An(ala--wa’n) P (An(ah""an) )

On peut multiplier toutes les inégalités (comme elles sont toutes positives et dans le méme
sens), ce qui donne :

a1asg .. .Gy a,+---+ap,
0< < exp ( —n>
(An(ar, ..., an))" An(ay, ... ap)

(par propriété de I'exponentielle sur les produits)
Mais, par définition de A, on a :

a;+ - +a, nAp(a, ..., a,)
—n= —n=n—n=>0
Anlay, ... ap) Anlay, ... ap)
et ainsi : wa a
0< P2t <.

(An(ay, ..., a,))"

En multipliant par (A, (a1, ...,a,))" (qui est strictement positif), on déduit :
aasg . ..a, < (Ap(ay, ... a,))"

et par stricte croissance de x — {/x, on a finalement :
Vajay ... a, < Aplay, ..., ap).
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Et ainsi on a bien : |G, (ay,...,a,) < Ay(ay,...,a,) |

Pour le cas d’égalité, la stricte croissance de x +— ¥z impose que 'on a égalité a la fin si, et
seulement si, on a égalité a chaque étape du calcul. C’est-a-dire si, et seulement si, pour tout ¢

on a :
Q;

a;
< — .
Anlay, ... a,) P (An(al, Cey Q) 1>

Par la question précédente, c’est le cas si, et seulement si, pour tout 7 :

a;

=1
An(ay, ... ap)

et donc :

ag =ay=---=a, = Ap(ay,...,a,)|

Nécessairement, s’il y a égalité, alors tous les a; sont égaux.

Réciproquement, supposons que tous les a; sont égaux. Posons a € R% leur valeur commune.

Alors :

An(al,...,an):ajLCH;L'”jLa:%:a

et donc on a bien a; = -+ = a, = A,(ay,...,a,), car toutes ces quantités valent a.

Et finalement : il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.

Par définition, on a :

n 1 1
‘Hn(ala"'aan)‘: 1 T~ 1 1 L= .
L4+ L L+l 1 An(%»"'?i)
n

1
Appliquons le résultat précédents aux —. On a ainsi :
a;

1 1 1 1
G, (__> <A, (__)
a1 Qp, a1 ap

avec égalité si, et seulement si, les ai (donc tous les a;) sont égaux.
K3

) an ai’ )

Mais G, (é, e i) VA, < Lo C%) sont strictement positifs : par décroissance de la fonction

inverse sur R’ , on a donc :

1 1
An<>

N J/
-~

Hyp(ar,...,an)

avec égalité si, et seulement, les a; sont égaux.
Mais on a aussi :

Gn(ll 1>: 1 == .. ay = Galar, ..., ap).

nf L L
a1 " an

al,...7an

Et finalement, on trouve bien :

H,(ai,...,a,) < Gpla,...,a,)

avec égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.
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9. Appliquons l'inégalité de Cauchy—Schwarz aux réels aq,as,...,a,,1,1,...,1. On a :
(a1-14ay- 14 +a, - 1< (@+a2+--+a2)(12+12+---+1?

c’est-a-dire :
(g +ag+-+a)?* <(af+a5+---+a2)-n

et par croissance de la fonction racine carrée sur R, (comme tout est positif ci-dessus) :

(a1+a2+---+an)<\/a§+a§+---+ag\/ﬁ

et en divisant par n > 0, on trouve :

~

a1+a2+~~+an<\/a%+a§+~~+ai

n n
N >4 A
~
=An(ai,...,an) =Qn(ai,...,an)

ce qui est I'inégalité demandée.

Pour le cas d’égalité, on a donc égalité dans la derniére inégalité si, et seulement si, I'inégalité de
Cauchy—-Schwarz que l'on a utilisée est une égalité. Par le résultat de la premiére partie, c’est le cas
si, et seulement si, il existe A € R tel que :

(Vie{l,....,n}, ;=) ou (Vie {1,...,n}, 1= Xa,)

ce qui donne dans les deux cas que tous les a; sont égaux (dans le premier cas égaux a A pour un
A € R, et dans le second a % pour un A € R*).

I1.3 Quelques applications

10. Notons S la surface que 'on fixe. Considérons a, b, ¢ les longueurs des trois cotés du parallélépipede
rectangle considéré.

On a ainsi : S = 2(ab + bc + ca).
Le volume du parallélépipede est de V' = abc.
Par la question 7, on a :

Gs(ab, be, ca) = +/(abe) =VV W:%

Par croissance de la racine carrée, on a donc :

T < /S
6
3
S 33
< — | =41/
V\< 6) 216

Reste & montrer que c¢’est une égalité si, et seulement si, on a un cube. Mais d’aprés la condition
d’égalité de la question 7, on a une égalité si, et seulement si : ab = bc = ca, c’est-a-dire a = b = c.

et par stricte croissance de x — J/x :

(C’est bien la situation du cube!

On peut vérifier d’ailleurs que l'on a bien égalité pour le cube : si on a un cube de c6té a, alors :
S =6a% et V = a® et on a bien :

V =2a®et S—g—@—aB
N 216 -
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11. Considérons oy, ..., a, des réels strictement positifs de somme 1. Pour tout i, posons a; = /a; et

R
bi = T
Appliquons l'inégalité de Cauchy—Schwarz aux réels aq, ..., a,,b1,...,b,. On a :

2

byt tanby | < | at 4t an || Bt b

~—~ ~~—~ ~—~ ~—~ ~—~ ~—~

N =1 =1 N = =Qn , :1/041 :1/an
=n?2 ;,1 :ail—:r-‘rﬁ

Et finalement, on trouve que :

1 1,
— 4+ —>=n
o (07%

comme demandé.
Remarque : ce n’est pas demandé, mais on a égalité si, et seulement si, tous les «; sont égaux. On

A .
veut en effet, pour avoir égalité, qu’il existe A € R tel que pour tout i : \/a; = \/—_, c’est-a-dire que
Q;

O[i:/\.
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