PCSI2 Lycée Champollion 2024-2025

DS n°2

I Sommes et sommes doubles

Exercice 1

n—1
8+3n—4 —-3)(3 4
1. Somme arithmétique de raison 3 : Z(S/{; —1)=(n-3)- i 2n = (n=3)(8n +4)
k=3
n+1
2 1
2. Somme arithmétique de raison 1, ou linéarité (au choix) Zk +n=(n+2)- % =
(n+2)(3n+1)
2
—~ (n\ 2" (2 "o
3. S bi iale : —=|=-+1) =—
omme binomiale kzzo (k) 3 <3 + ) 30
nt2 o1 n+2 n-+2
3 11-3 3nre—1
4. Somme géométrique de raison 3 # 1 : kz_; % =16 1-3 -
5. Somme géométrique de raison (1 — z)® : deux cas :
n—1 n—1
— si (1 —2)%® =1 (est-a-dire z = 0) : Z(l — )% = Z l=n—2;
k=2 k=2
n—1
1—(1—z)p % (Q-2)0f—-(1-—2)"
3k _ 6 _
— si(1—xz)? # 1 (c’est-a-dire x # 0) : kz?(l—x) = (1—x) T (_af T (1-2)
6. Somme géométrique de raison e=1) =(x-1)(z+1)=22-1:
(x+1)71
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ntl k n+1 2 n+2
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7. Somme télescopique : Z(k‘ +1° -k =(n+3)° -1
k=1
n—1
8. Somme télescopique : Z cos(2k + 1) — cos(2k — 1) = cos(2n — 1) — cos(5)
k=3

n

9. Linéarité, et on se raméne a somme quadratique et arithmétique : Z(k + 3)? Z k*4+6k+9 =
k=0 k=0

n(n + 1)6(2” Y L snnt1)49(n41) = O g Y (n+1)(2n+1) + 180+ 54) = F 1)(2”26+ 19n + 54)
10. Binbéme : ; (k)Q" nt=2"(n+1)"=1)=2n+2)" —2"

11. Somme télescopique : Zln (1 + ) Z In(k+1)—In(k)=In(n—2)—In(1) =In(n—2)

k=1



12. On calcule aussi la somme des termes de rangs impairs (comme dans le cours et suggéré par l'indi-
15] 1] 125%]

n n n
cation). On pose A = Z < >4k = Z ( )2% et B= Z ( )22’““. Alors :
— 2k — 2k — 2k +1
A+B=Z(7>2l_3"etA B= Z() =(1-2)"=(-1)"
1=0

o ATB —(A-B) 3 (-1

et finalement : A =

(A+B)+(A-B) 3"+ (="
2

2 B 2
2n
13. On coupe la somme en deux suivant la parité de k, qu’on regroupe par linéarité : Z(—l)kk =
k=1
d2-> (20-1) len
=1 1=1
2n n n n
34+4n —1
14, Tdem : Y (1) k> => (21> =) (2 -1 =) (4 —1)=n- ++ =n(2n+1)
k=1 =1 =1 I=1
- n . n—1 X /n—1
15. On utilise la formule du capitaine puis un binéme : Z k(k:) = Z < > n( ) =
k=1 k=1 1=0
n2n—1

16. On utilise deux fois la formule du capitaine et on fait apparaitre un binéme : Z k(k—1) (n) =

k
k=2
n n n—2
-1 —2 —2
Zn(k—1)<2_1>22n(n—1<n > Znn—l(n )—n( —1)2"2
k=2 k=2 =0
“\ 1
17. On utilise la formule du capitaine dans 'autre sens et on fait apparaitre un binéme : Z —_— (n) =
prt k+1\k
z”: 1 (n+1 _ii 1 (n+1) 211
n+1\k+1) “n+1\ 1 /  n+l

18. On a un télescopage sur deux indices : Z VE+1-VEk—1=vVn+1+vn—v2-+V1
k=2
19. On développe et on reconnalt par linéarité des sommes cubique, quadratique et arithmétique :

1 1)(2 1 1
Zk k+1)(k+2) = Zk:3+3k:2+2k:_ ("I )+ n(n + )2( nt b, (n+1) = (RTH( (n+1) + (4n
(n+1)( +5n+6) n(n+1)(n+2)(n + 3)
4 B 4
Exercice 2
Z E+1:
1<k<i<n
Pour n =1, on trouve : 2.
n l n n
o I(1+1420) 3°+1 3n(n+1)(2n+1)
Formule générale : Z k+l = ZZ (k+1) :Z#:Z 5 =5 5 +
1<k<i<n I=1 k=1 1=1 =1
Inn+1) nn+1) n(n+1)32
= = 2 1+1)= ———~
2 2 ;o Gntlel) 2

Bonne valeur pour n = 1.



> 2%k

1<k<i<n
Pour n = 1, on trouve : 2

Formule générale : Z 2k2222k_ Zl (1+1) Zl2+l n+1)(2n+1)+n(n+1) _

1<k<l<n I=1 k=1 6 2
1 1 2
n(n6+ )(2n+1+3) _nn+1)(n+2)

3
Bonne valeur pour n = 2.

>kl

1<k<I<n
Pour n = 1, on trouve : 0 (somme vide)

Formule générale : Z kl = iZkl Z (I — 1)l—|-l -l 213_52 2(n8+ 1)? —

1<k<lI<n I=1 k=1
nn+1)2n+1) nn+1) n(n + 1)(3n? —n—2) nn+1)(n—1)3n+2
= 1) —2(2 1)) =
12 o Gnlnt+1)—202n+1) 24 24
Bonne valeur pour n = 1.
> 3
l
1<k<i<n
Pour n =1, on trouve : 1
l 14 n+1
EC EC "I+ 9 2n+n(n+1)
Fi le générale : - = - = 2l = = = =
ormule générale Z Z ; 5 n 5 1
1<k<I<n I=1 k=1 I=1 1(i+1) =1
n(n + 3)
4

Bonne valeur pour n = 1.

l [
0<k<i<n

Pour n = 1, on trouve : (8)20 + ((1))21 +(})2t=1+2+2=5.

l n ! l g+l _q g+l
Formule générale : Z (k) ol = Z (k)2 = 241 =1 -1 - I
0<k<i<n
Bonne valeur pour n = 1.
> (")
k
0<k,l<n

Pour n =1, on trouve : (3)0°+ ()1°+ 3)0'+ ()1' =1+14+0+2=4.

n

L, ) n+1\ ~~ [+ 1), ntl _ ntl n+1
Formule générale : Z ( k‘ >l = ( ! )l = Z (C+ 1) =" =(n+1)
0<k,I<n 1=0 k=0 1=0
Bonne valeur pour n = 1.

.Zn:kﬁ’“

Pour n =1, on trouve : 3

n n k—1 n n n 3n—l 1 n 3n+1 . 31+1
Formule générale : Zk -3k = ZZSk = Z Z 3k = Z?)ZHBT = — 5 =
k=0 k=0 1=0 =0 k=l+1 =0 =0
n+1 33"t -1 2n-—1 3
_3n+1 - — 3n+1 et
2 2 3-1 1 "1

Bonne valeur pour n = 1.



8. Z min(k, 1)

0<k,l<n

Pour n =1, on trouve : 0+04+0+1=1.

n n n k n
Formule générale : Z min(k, ) Zme (k, 1) ( min(k,l) + Z min(k,l)) =

0<k,l<n k=0 [=0 k=0 =0 I=k+1
E(k+1 " on+1 k2 n(n+1)(2n +1
Z(ZHz;lk) :Z(%Jrkz(n—k)) =; k- = ( >4( ) _
nn+1)2n+1) n n(n+ 1)(2n + 1) B
12 B 6 '

Bonne valeur pour n =1

9. > k-1

0<k,i<n

Pournzl,ontrouve'0+1+1+0—2

Formule générale : Z |k—I| —ZZU{: I —Z (Z|k‘—l|+ Z |k—l|) Z (i:(k:—l)%—

0<k,lI<n k=0 (=0 l=k+1 k=0 =0
~k(k+1) (n—kn—-k+1) <, nn+1)  nr+1)2n+1) n?(n+1)
> S+ 5 =Y & —nk+ = ; - —
k=0 9 ) k=0 . 5
1
n(n;— ) :n(nG—i— )(2n+1_3n+3n+3):n(n+ ;(n—F )

Bonne valeur pour n = 1.

II Produits

Exercice 3

n+1 n+1
L [[sk=5""]]k=5"(n+1)

k=1 k=1

n—1
2. J[2#* =27 (Hk) = 2" 2((n — 1)1)?

k=2

n 2n—+1

l ~ (2n+1)!

3. |2k+1) === 1 =

E [i—2 2n(n!)

. 3k+1  n(Bn+5)
4. H 33k+ — 3k=1 =3 2
5. HS""‘“’ — 3k=1 =3 2
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IIT Systémes

Exercice 4
1. (5,1,—2) est I"'unique solution ;
2. pas de solution ;
3. on peut choisir z ou z comme paramétre. On trouve : S = {(—=2/7—2,3/7,2) | z € R} = {(x,3/7, —2/7—
x) |z € R} suivant le paramétre choisi.

4. (—1,4,2) comme unique solution.

Exercice 5
r + y + z = a r + y + z = a
I.{ =z + 2 = a & y — 2z = a’—a :
r — y + 32 = ad 0 = a®+2a%—3a

— sia®+2a% — 3a # 0 : c’est-a-dire a ¢ {—3,0,1} alors il n’y a pas de solution ;
— sinon : c’est-a-dire a € {—3,0, 1} alors derniére équation disparait et le systéme devient :

T + y + z = a
y — z = a*—a
dont les solutions forment : {(2a — 2z — a®, 2 + a®> — a,2) |z € R}
x + y — z =1 r + y — z = 1
2. r + 2y + az = 2 & y + (a+1)z = 1
2c + ay + 22 = 3 (—a*+a+6)z = 3—a
— sia?—a—6#0: cest-a-dire a ¢ {—2,3} : on a un systéme échelonné, qui posséde comme
1 1
unique solution : (1, T a—+2> (qui a bien un sens comme a # —2)
— si a = —2 : alors la derniére équation devient 0 = 1, donc le systéme n’a pas de solution;

— si a = 3 : alors la derniére équation disparait, et le systéme devient :

r +y — z =1
y + 4z =1

dont les solutions forment ensemble S = {(5z,1 — 4z, 2) |z € R}.

T + 2z = 4 x + 2z = 4
3. 2+ ay + 4z = 8—a & ay = —a
—r — ay + (a*—3a—2)z = 2a—4 (a*> —3a)z = a

— si a®> — 3a # 0 : c’est-a-dire a ¢ {0,3} : on a un systéme échelonné qui posséde une unique
. . 4a — 14 1
solution qui est : ,—1, ;
a—3 a—3

— sia = 0: seule la premiére équation reste, et le systéme devient : x 4+ 2z = 4, qui admet comme
ensemble solution : S = {(4 — 2z,v,2) |y, z € R};

— sia = 3: la derniére équation devient 0 = 3, qui n’a pas de solution, donc le systéme n’a aucune
solution.




