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Forme sesquilinéaire et produit hermitien

Une application L : E — F définie entre deux C-espaces vectoriels
est dite anti-linéaire si

VA u€C, Vx,y € E L(Ax+ py) = AL(x) + fiL(y).

m Une application (, ) : E X E — C est une forme sesquilinéaire

si x — (x,y) est linéaire et si y — (x,y) est anti-linéaire.

m Une forme sesquilinéaire (x, y) est une forme hermitienne si
(x,y) = (y,x) pour tous x,y € E. En particulier (x,x) € R.

m Une forme hermitienne est définie positive si (x,x) > 0 pour

x # 0.
Une telle forme est appelée un produit hermitien (ou parfois
produit scalaire hermitien).
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Forme sesquilinéaire et produit hermitien

Dans un R-espace vectoriel, les formes hermitiennes sont les
formes bilinéaires symétriques et les produits hermitiens sont les
produits scalaires.

Exemples

m Sur C”, on a le produit hermitien
n
X, y) =Y X
j=1

Tout produit hermitien sur un C-espace vectoriel de
dimension finie se rameéne a cette forme dans une base
adaptée.

m Sur C([0,1]), on a le produit hermitien

1
(Frg) = /O F(£)g(t)dt.
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Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soit (, ) un produit hermitien sur E. Alors pour tout x, y dans E

[ < V)V Y ),

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

Pour x,y #20ett >0
(x = ty,x —ty) = (x,x) = 2t R(x,y) + t*(y, y).
C'est un polyndme en t positif ou nul, donc

R(x, )| < V)V, ).

i

On remplace x par xe’ avec 6 € R et on utilise |z| = supycp |R(ze™)|

pour z € C.
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Espace préhilbertien

On définit la norme sur E associée au produit hermitien (, ) par
Ix[] = v/ (x, x).

L'inégalité triangulaire se déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
2 2y1/2
Ix + [l = (X117 + 2R0x, y) + Iy lI)Y> < lIx[l + [y ]-
Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d'un produit
hermitien ( , ). C'est un espace métrique pour la distance

d(x,y) =lx =yl = v/ {x—y,x—y).

Lorsque E est de dimension finie, on dit que E est hermitien.
Lorsque E est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un
produit scalaire, on dit que E est euclidien.

Département de Mathématiques, Ecole polytechnique, 2013 Amphi 4: Espaces préhilbertiens

Propriétés du produit hermitien

Soient x,y € E.
m Théoreme de Pythagore :
Rix,y) =0 =[x+ y|I* = [Ix[I* + lylI*
m Egalité du parallélogramme :
Ix +y 112+ 1lx = y1IZ = 2([Ix[I* + lly1*)-

m Formule de polarisation :

x+ vl = |lx = yll? Alx 4+ ivl2 = Ilx — iv||?
oy = IEX Iyl P e
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Orthogonalité - perpendicularité

m On dit que x et y sont orthogonaux si (x, y) = 0.
m On dit que x et y sont perpendiculaires si R(x, y) = 0.

m Dans un C-espace préhilbertien, |'égalité
x + y||?> = ||x||> + |ly]|> n'entraine pas que x et y sont
orthogonaux mais seulement perpendiculaires.

m Si x # 0 alors x et ix sont perpendiculaires et non
orthogonaux.

m Ces deux notions sont équivalentes pour les espaces
préhilbertien réels.
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Espaces de Hilbert

Soit H un C-espace vectoriel muni d’un produit hermitien ( , ).

H est un espace de Hilbert si H muni de la norme ||x|| = 1/ (x, x)
est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

m Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de
Hilbert.

m Si H est un espace de Hilbert et si F est un sous-espace
vectoriel fermé de H alors F est un espace de Hilbert.

Si H est de dimension infinie, il existe des
sous-espaces vectoriels non fermés.
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Exemple d’espace de Hilbert de dimension infinie

Proposition

Soit 2(N) = {(xn)nen : D, [Xal?> < 400} I'espace des suites de
carré sommable. Alors ((X1)n, (Yn)n) = D_nen XnYn €St un produit
hermitien sur ¢>(N), et /2(N) muni de ce produit hermitien est un
espace de Hilbert.

m Considérons (x¥),en une suite de Cauchy de ¢5(N). Pour k € N,
notons x¥ = (x¥) e

Alors Ve > 0 3rp > 0, Vp, g > ro, D50 IXP — Xx3|° < e.

m Pour n fixé, la suite (xX)xen est de Cauchy dans C. On note x, sa
limite et x = (Xp)nen-

m Pourtout m>0et p,q > ro, Dgepenm X2 — x3? <e.
m La limite ¢ — +oo donne Yy, o, [XP — xn|? < & (car somme finie).

m Vrai pour tout m >0 donc )7 oo [xF — xp|* < ¢, ie. [|x* —x|| = 0.

m ano 1xp]? < ano X" — xp|? + ano X2 < 400, i.e. x € £5(N).
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Orthogonal d'un sous-espace

Soit E un espace préhilbertien muni du produit hermitien (, ).

Soit F un sous-espace vectoriel de E. L'orthogonal de F est le
sous-espace vectoriel

FLl — {u € E; pour tout x € F on a (u,x) = 0}.

Propriétés
Soit F un sous-espace vectoriel de E, alors

m FL est un sous-espace fermé.

m Si G est un sous-espace vectoriel de F alors F- C G+.
m F- = (F),.
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Famille orthogonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien.

m Une famille (&;);cs est dite orthogonale si pour tous i # j, on

a (ej,e) =0.
m Une famille (&);cs est dite orthonormée ou orthonormale si
elle est orthogonale et ||e;|| = 1 pour tout i € /.

Soit F un sous-espace vectoriel de E de base (v;j)jen. Alors F
admet une base orthonormée (e;);cn telle que (e, vj) > 0.
Procédé d'orthonormalisation de Schmidt, par récurrence sur n :

m Pour n =0, on pose eg = vp/|| o]l

m On suppose ¢, ..., e, construits et on pose
&n+1 = Vn+1 — ZZ:o<vn+1, ex)ex et enr1 = g1/l
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Projection orthogonale

Théoreme

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de
dimension finie.

m Pour tout x € E, il existe pe(x) € F unique tel que
x — pr(x) € F*.
m Pour tout x € E, |[x — pe(x)|| = inf.cr [|x — 2|
m pr: E — F est linéaire.
m Pour tous x,y € E, on a [|pr(x) — pr(y)| < lIx =yl
En particulier, E = F & FL.

m Unicité. Si y; et y, sont dans F tels que x — y; et x — y» sont dans
F+ alors y; — y» € F- N F = {0}.

m Existence. Soit ey, ..., e, une base orthonormée de F. On pose
n

pr(x) =) (x,e)e;.

i=1
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