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Feuille d'exercices no20 : Espaces vectoriels et applications linéaires

Exercice 1 [Corps et sev 1]
On considère K un corps. Montrer que K est un K-ev, et donner ses sev.

Exercice 2 [Corps et sev 2]
On considère ω ∈ C et on pose ωR = {ωx |x ∈ R}.
Montrer que C est un R-espace vectoriel, dont ωR est un sev.
À quelle condition sur ω l'ensemble ωR est-il un sev de C vu comme C-espace vectoriel ?

Exercice 3 [Sous-espaces vectoriels de R2]
Dire si les ensembles suivants sont ou non des sev de R2 :

1. {(x, y) ∈ R2 |x ⩽ y} ;
2. {(x, y) ∈ R2 |x = y} ;

3. {(x, y) ∈ R2 |xy = 0} ;
4. {(x, y) ∈ R2 |x+ y = a} (pour a ∈ R �xé).

Exercice 4 [Sous-espaces vectoriels de RN]
Dire si les ensembles suivants sont ou non des (sous-)espaces vectoriels de RN :

1. les suites bornées ;

2. les suites convergentes ;

3. les suites ayant une limite ;

4. les suites tendant vers a (pour a ∈ R �xé) ;

5. les suites géométriques ;

6. les suites arithmétiques ;

7. les suites arithmético-géométriques ;

8. les suites linéaires récurrentes d'ordre 2.

9. les suites périodiques ;

10. les suites monotones.

Exercice 5 [Sous-espaces vectoriels de F(R,R)]
Dire si les ensembles suivants sont ou non des (sous-)espaces vectoriels de F(R,R) :

1. les fonctions monotones ;

2. les fonctions qui s'annulent ;

3. les fonctions qui s'annulent en a (pour a ∈ R
�xé) ;

4. les fonctions paires ;

5. les fonctions impaires ;

6. les fonctions périodiques ;

7. les fonctions T -périodiques (pour T > 0 �xé) ;

8. les fonctions f continues telles que
∫ b

a
f(t)dt = 0

(pour [a, b] ⊂ R �xé) ;

9. les fonctions f dérivables telles que f ′(a) = 0
(pour a ∈ R �xé).

Exercice 6 [Et d'autres sous-espaces vectoriels]
Dire si les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

1. les matrices triangulaires supérieures de Mn(K) ;

2. les matrices inversibles de Mn(K) ;

3. les matrices non-inversibles ;

4. les matrices scalaires ;

5. les polynômes dont a est de multiplicité m (pour
a ∈ C et m ∈ N �xés) ;

6. les polynômes dont 0 est multiplicité au moins m
(pour m ∈ N �xé) ;

7. les polynômes de degré 4 ;

8. les polynômes de degré au moins 4 ;

9. les polynômes de degré au plus 4.



Exercice 7 [Union d'espaces vectoriels]
Soient E un ev et F,G deux sev de E. Donner une condition nécessaire et su�sante sur F et G pour

que F ∪G soit un sev de E.

Exercice 8 [Familles libres et bases dans R3]
Pour chacune des familles suivantes, dire si elles sont libres ou non et donner une base de l'espace

vectoriel engendré :

1. ((1, 0, 1), (1, 2, 2)) ;

2. ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) ;

3. ((1, 2, 1), (2, 1,−1), (1,−1,−2)) ;

4. ((1,−1, 1), (2,−1, 3), (−1, 1,−1)).

Exercice 9 [Familles libres et bases dans d'autres ev]
Pour chacune des familles suivantes, dire si elles sont libres ou non et donner une base de l'espace

vectoriel engendré :

1.
(
(X + ak)

k
)
k∈J0;nK et (ak) ∈ RN �xée ;

2.
(
(X − a)k(X − b)n−k

)
k∈J0;nK pour a ̸= b ∈ C ;

3.

((
1 1
0 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 0
1 0

))
;

4. (x 7→ sin(x), x 7→ sin(2x), x 7→ sin(3x)).

Exercice 10 [Bases d'espaces vectoriels]
Donner des bases aux espaces vectoriels suivants (on ne demande pas de montrer qu'il s'agit d'espaces

vectoriels) :

1. {(x, y, z, t) ∈ R4 |x+y+z+t = x+2y+3z+4t =
0} ;

2. {P ∈ R5[X] |P (a) = P (b) = 0} (pour a ̸= b ∈
R) ;

3. {P ∈ R[X] |P (a) = P (b) = 0} (pour a ̸= b ∈ R) ;

4. {y ∈ C2(R,R) | y′′ = 4y′ − 3y} ;
5. {(un) ∈ Rn | ∀n ∈ N, un+2 = 4un+1 − 3un} ;
6. {P ∈ Rn[X] |

∫ 1

0
P (t)dt = 0} ;

7. An(R) et Sn(R) ;
8. {A = (ai,j) ∈ M2(R) | a1,1 + a2,2 = 0}.

Exercice 11 [Famille de fonctions trigonométriques]
Montrer que la famille (cos, sin, x 7→ xcos(x), x 7→ xsin(x)) est libre, mais que, peu importe la valeur

de a, b, c ∈ R les familles (x 7→ cos(x+ a), x 7→ cos(x+ b), x 7→ cos(x+ c)).
La famille (sin, cos, x 7→ sin(2x)) est-elle libre ?

Exercice 12 [Altération d'une famille libre 1]
Soit (x, y, z) une famille libre de E. Montrer que la famille (y + z, z + x, x+ y) est libre.

Exercice 13 [Altération d'une famille libre 2]
Soit (x1, . . . , xn) une famille libre de E. On pose y =

∑n
i=1 αixi (pour (αi) famille de scalaires). Donner

une condition nécessaire et su�sante sur les αi pour que la famille (xi + y) soit libre.

Exercice 14 [Une famille libre in�nie sur les suites]

On se place sur E = RN, et on considère la famille indexée par k ∈ N suivante : (u(k)
n ) = (δk,n)

(c'est-à-dire que le k-ème terme de u(k) vaut 1 et les autres sont nuls).
Montrer que la famille (u(k)) est libre, mais que ce n'est pas une base. Et essayer de donner une

description simple de Vect
(
u(k), k ∈ N

)
.
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Exercice 15 [Familles libres in�nies sur les fonctions]
Montrer que les famille de fonctions (fλ)λ∈R et (gλ)λ∈R pour fλ : x 7→ eλx et gλ : x 7→ |x− λ| sont des

familles libres de F(R,R).

Exercice 16 [Base sur les suites périodiques]
On �xe p ∈ N∗ :

1. Donner une base de l'ensemble des suites réelles p-périodiques.

2. Montrer que l'on peut trouver une base de l'ensemble des suites complexes p-périodiques constituée de
suites géométriques.

Exercice 17 [Caractérisation des bases]
Soit E un espace vectoriel. On considère la famille (xi)i∈I . Montrer que cette famille est une base si,

et seulement si :

1. elle est libre maximale : c'est-à-dire qu'elle est libre et que, pour tout y ∈ E, la famille (xi) ∪ {y} est
liée ;

2. elle est génératrice minimale : c'est-à-dire qu'elle est génératrice et que, pour tout i0 ∈ I, la famille
(xi)i∈I\{i0} n'est pas génératrice.

Exercice 18 [Somme et intersection d'espaces vectoriels]
Soient F,G deux sev de E. Montrer que : F ∩G = F +G ⇔ F = G.

Exercice 19 [Espaces de fonctions supplémentaires]
On considère les espaces :

F1 = {f ∈ C(R,R) | f(0) = f(1)}, F2 = {f ∈ C(R,R) |
∫ 1

0

f(t)dt = 0}, G = vect(x 7→ x).

Montrer que C(R,R) = F1 ⊕G = F2 ⊕G.

Exercice 20 [Espaces de polynômes supplémentaires]
On considère E = R3[X], F = R1[X] et G = {P ∈ E |P (1) = P ′(1) = 0}. Montrer que F et G sont

supplémentaires dans E, et donner la décomposition correspondante pour 1, X,X2, X3.

Exercice 21 [Et avec davantage d'espaces]
On considère F1, . . . , Fn des sev de E.

1. Montrer que la somme F1 + · · ·+ Fn est directe si, et seulement si :

∀k ∈ J1;nK,

(∑
i ̸=k

Fi

)
∩ Fk = {0}.

2. Donner un exemple de F1, F2, F3 sev de E tels que pour tous i ̸= j on a Fi ∩ Fj = {0} mais la somme
F1 + F2 + F3 n'est pas directe. Que peut-on dire si de plus F1 ∩ F2 ∩ F3 = {0} ?

Exercice 22 [Applications linéaires ou non]
Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires, et si c'est le cas déterminer leurs noyaux

et leur image (qu'on essaiera d'écrire simplement, et dont on donnera une base sinon) :
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1. R2 → R3, (x, y) 7→ (x+ y, x− 2y, 0) ;

2. R2 → R3, (x, y) 7→ (x+ y, x− 2y, 1) ;

3. R → R3, (x, y) 7→ (x, x, x) ;

4. K[X] → K[X], P 7→ P (1) + P ′(1) + P ′′ ;

5. C∞(R,R) → C∞(R,R), f 7→ f ′ − 3f ;

6. C∞(R,R) → C∞(R,R), f 7→ 2f · f ′ ;

7. C0(R,R) → C0(R,R), f 7→
(
x 7→

∫ x

0
f(t)dt

)
;

8. C∞(R,R) → C∞(R,R), f 7→
(
x 7→

∫ x

0
f(t)dt

)
;

9. RN 7→ RN, (un) 7→ (un+1 − un) ;

10. Mn(R) → Mn(R), M 7→ MT ;

11. Mn(R) → Mn(R), M 7→ A · M (pour A ∈
Mn(R) �xée).

Exercice 23 [Morphisme d'évaluation]
Soit Ω un ensemble, E un espace vectoriel, et a ∈ Ω. Montrer que l'application

φa :

{
F(Ω, E) → E

f 7→ f(a)

est une application linéaire de F(Ω, E) dans E, et déterminer son image et son noyau.

Exercice 24 [Inclusion d'espaces images]
Soient E,F deux espaces vectoriels et f ∈ L(E,F ). Si A,B sont deux sev de E, montrer que :

f(A) ⊂ f(B) ⇔ A+Kerf ⊂ B +Kerf.

Exercice 25 [Espace engendré et image]
Soient E,F deux espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) et A ⊂ E. Montrer que : f (vect(A)) = vect (f(A)).

Exercice 26 [Image et noyau d'une composée]
Soient E,F,G trois espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G). Montrer que :

1. Ker(g ◦ f) = f−1 (Kerg) ;

2. Ker(g ◦ f) ⊃ Kerf ;

3. Im(g ◦ f) = g (Imf) ;

4. Im(g ◦ f) ⊂ Img ;

5. Ker(g ◦ f) = Kerf ⇔ Kerg ∩ Imf = {0} ;
6. Im(g ◦ f) = Imf ⇔ Kerg + Imf = F .

Exercice 27 [Image et noyau d'un endomorphisme]
Soient E un espace vectoriel, et f ∈ L(E). Montrer que :

1. Imf ∩Kerf = {0} ⇔ Kerf = Kerf 2 ; 2. E = Imf +Kerf ⇔ Imf = Imf 2.

Exercice 28 [Endomorphismes qui commutent]
Soient f, g ∈ L(E) tels que f ◦ g = g ◦ f . Montrer alors que Imf et Kerf sont stables par g.
Plus généralement, montrer que Imf et Kerg sont stables par tout endomorphisme de la forme P (g)

pour P ∈ K[X].

Exercice 29 [Images et noyaux itérés]
Soient E un espace vectoriel, f ∈ L(E) et k ∈ N. Comparer :

1. Kerfk et Kerfk+1 ; 2. Imfk et Imfk+1.
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Exercice 30 [Caractérisation des homothéties]
Soit E un espace vectoriel. Montrer que f ∈ L(E) est une homothétie si, et seulement si, pour tout

x ∈ E la famille (x, f(x)) est liée.

Exercice 31 [Composée de projecteurs]
Soient p, q deux projecteurs d'un espace vectoriel E. Montrer que :

1. Imp = Imq ⇔ (p ◦ q = q et q ◦ p = p) ;

2. Kerp = Kerq ⇔ (p ◦ q = p et q ◦ p = q).

Exercice 32 [Somme de projecteurs]
Soient p, q deux projecteurs d'un espace vectoriel E. Montrer que p+q est un projecteur si, et seulement

si : p ◦ q = q ◦ p = 0, et qu'alors Im(p+ q) = Imp⊕ Imq et Ker(p+ q) = Kerp ∩Kerq.

Exercice 33 [Inversibilité unilatérale]
Soient E un espace vectoriel, et f, g ∈ L(E) tels que f ◦ g = id.

1. Montrer que Ker(g ◦ f) = Kerf et Im(g ◦ f) = Img.

2. Montrer que E = Kerf ⊕ Img.

3. Caractériser g ◦ f .
4. Donner un exemple pour lequel g ̸= f−1.

Exercice 34 [Composition double]
Soient f, g ∈ L(E) tels que : g ◦ f ◦ g = g et f ◦ g ◦ f = f .

1. Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires dans E.

2. Montrer que f (Img) = Imf .

Exercice 35 [Supplémentaire commun à deux hyperplans]
Soient F,G deux hyperplans d'un espace vectoriel E. Montrer que F ∪G ̸= E, et en déduire qu'il existe

un supplémentaire commun à F et G dans E.

Exercice 36 [Détermination d'une forme linéaire]
Donner l'expression générale de l'unique forme linéaire f ∈ (R3)∗ telle que :

f(1, 1, 1) = 0, f(2, 0, 1) = 1 et f(1, 2, 3) = 4

et donner une base de son noyau.

Exercice 37 [Forme linéaire sur les polynômes]
Soit a ∈ K. On considère φ ∈ (K[X])∗ non nulle telle que : ∀P ∈ K[X], φ((X − a)P ) = 0.
Montrer qu'il existe λ ∈ K tel que : ∀P ∈ K[X], φ(P ) = λP (a).

Exercice 38 [Translation et endomorphisme]
Soient E un espace vectoriel, f ∈ L(E), et −→a ∈ E. Donner une condition nécessaire et su�sante sur f

et −→a pour que les applications f et τ−→a commutent.

Exercice 39 [Espaces a�nes disjoints et espaces a�nes parallèles]
Soient F ,G deux sous-espaces a�nes disjoints d'un espace vectoriel E. Montrer qu'il existe deux espaces

a�nes F ′,G ′ disjoints, de même direction, et contenant respectivement F et G.
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