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Question de cours. Soient 4, b € R, soit z €N,

(a+b)" = i <Z>akbn_/e

k=0
Exercice 1.
(PO [P=0[~(P=Q) [0 [PA(=Q) ]
ViV V F F F
VI F F V Vv V
F |V V F F F
F|F V F V F

Les colonnes correspondant a =(P = Q) et P A (—Q) coincident. Donc 'équivalence
(=(P=Q)) = (PA(=Q))
est une tautologie.

Exercice 2. 1. Lapplication £ est injective.
2. Lapplication /" est surjective.
3. Lapplication f est majorée.

4. Lapplication f est continue.

Exercice 3. On démontre la formule par récurrence sur 7 :
Initialisation : Pour n = 0, on a 22:0 k(k—1)=0x(—1)=0=
donc vraie dans ce cas.

Heérédité : On suppose la formule vérifiée pour 7, on a alors

w . La formule est

n+l1

> k(k—1) = (Zn:k(k—l)>+ +D)n+1—1)=
k=0 k=0
(m+Dn(n—1+43) (r+1)+1D)(n+1)((n+1)—1)

(n+ Dn(n—1) f Ot

3 3

La formule est donc vraie pour 7z + 1.
Par récurrence, on obtient
(n+ Dn(n—1)

VrneN, Z”:k(k—l) =
k=0 3
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1. Soit x € R. Comme x% + 1 > 0, il existe un unique nombre réel y tel que yz =xt+1et
y =0, asavoir V x%*+ 1. Donc T est le graphe d’une fonction définie sur @f =R.

2. (a) Soit (x,9) € T. Alors y* = x> + 1 et y > 0. De x> > 0 on déduit les relations y* =

¥*+1>1.0r y = 0 et la fonction de R* dans R définie par £ — £2 est strictement

croissante. Donc la relation y < 1 impliquerait y* < 1, ce qui contredit I'inégalité
yz > 1. Doncy > 1.

(b) Comme (0,1) €T, on a f(0) = 1. Par la question (a),
VxeR fl(x)>1.

Donc 1 est le minimum des valeurs de la fonction £
3. (a) Parlaquestion 2.(a), onalesinégalités y; > 1ety, > 1doncy,+y, =2 ety;+y, #O0.
(b) On ales égalités :
2_ .2 2_ .2
yi=x7+1 et )y=x+1

Donc
2 2 2 2
Y271 =x X

Comme y; +, #0, il en résulte que
X1 +XZ
1ty

N—Nn= (xz—xl)

4. Soient x,x’ € [—M, M]. Alors |x| < M et |x'| < M. Par la question 2.(b), f(x) > 1 et
f («’) > 1. Par la question 3.(b), comme, par définition de 1> (xf(x) €T et 7, Ya ) e
I, on a la relation
/
x+x

f(x)—f(x )=(x—x )m-

Il en résulte que |f(x) + ()] = f(x) + (') > 2 et

] + 1] 2M
[f (%) _f(x/)| < 5 |x—x/| < T|x—xl| =M|x—x/|.

5. Comme3 <m<39et|r—m|< 10_6, on a que x, ™ € [—4, 4] et par la question 4,
[F(x)—f(m)| <4 x107¢ <1075,
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6. Soit 2 € R. Soit x € R tel que |[x—a| < 1. Alors |x| < |4] + |[x —4| = |a| + 1 donc
x € [—|a| — 1, 4| + 1]. Soit e € R}.. Posons

1
=min( 1, ——¢ ).
Y| m1n< |d|+12>

Soitx € R tel que [x—a| < . Comme |x—a4| < 1, par ce qui précede, x € [—|a|—1, |a|+1].
Or a € [—|a| —1, |4| + 1]. En appliquant la question 4 avec M = || + 1 on obtient

[f'(x) =7 (a)] < (Ja| + 1)|x—a].

e, on obtient que |/ (x) —f'(2)| < ¢

Comme |x — 4| < || —

La fonction /" admet donc la limite /() en tout 2 € R, c’est donc une fonction continue.
7. Lapplication f est donnée par x — v/ x% + 1. C’est donc la composée de deux fonctions
continues. Elle est donc continue.

8. Soit 2 € R. Soit x € R—{a}. Par la question 4, le taux d’accroissement de /" est donné

par
f(x)—f(a)z xX+a
xX—a f(x) +f(a)

Comme f est continue et f (a) 7( 0 la propriété sur la limite de quotients donne que

f&)—~(a)
2f(

~—u Converge Vers
dérivé £ (a) = 2.
f@= 75

f( lorsque x tend vers 2. Donc f* est dérivable en 2 de



