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Examen 2

Exercice I : Table de vérité
1. On note pour simplifier U = (P = Q)V(P=R))et V=(P=(QVR)) Onala

table de vérité suivante :

PlQ|R|P=Q|P=R|QVR|U|V
VIVIV] Vv % vV VIV
VIV|F| Vv F vV VIV
VIF|V| F 1% vV o|VI|V
VIF|F| F F F |F|F
rFlvivl v 1% vV V|V
FIV|F| Vv 1% vV o|VI|V
FIF|lV| VvV 1% vV VIV
FIF|F| VvV 1% F V|V

Les colonnes de U et de V étant les mémes, on a bien I'équivalence cherchée.

2. Réécrivons U et V en supprimant les signes d’implications. On a :
U=(P=Q)V(P=R) < ((-PVQ)V(-PVR))
< (-PVQV-PVR)
< (-PV(QVR))
s (P=(QVR)=V

Exercice II : fonctions et quantificateurs
1. (a) aucune application ;
(b) applications constantes;
(c) toutes les applications;
(d)
(a)
(b)
)
)

applications surjectives.

2. f():—l‘—l,Df:R;
b) f(z) = vz, Dy =R
(¢) pasun graphe: (—1,1) et (—1, —1) sont tous les deux dans ’ensemble considéré;
(d f( \/1_ m+1)2>Df:[_270]

Exercice III : images directes et images réciproques
1.
f(A) {yeF|weAy=[f(r)}
(B)={z € E| f(x) € B}



2. Soit y € f(ANA’). Il existe z € AN A’ tel que y = f(x).
— comme ANA C A, alorsz € Aety= f(x), doncy € f(A);
— comme ANA C A, alors x € A’ et y = f(x), donc y € f(A4).
Finalement, y € f(A) et y € f(A'), donc y € (f(A) N f(A')), c'est-a-dire que
FAN ) C (F(A) N F(AY).

3. Considérons le cas particulier ou f: {0,1} — {0}. Avec A = {0}, A" = {1}, on a:
fLANAY) = f(0) =0
(f(A) N f(A)) = {0} N {0} = {0}

donc on n’a pas 'autre inclusion en général. Il est facile de voir que 1'on peut créer
des contre-exemples des lors que f n’est pas injective.

4. On suppose f injective. Comme on a déja montré une inclusion a la question 1., il
suffit de montrer I'autre inclusion.
Soit y € (f(A) N f(A')). Il existe donc z € A et 2’ € A tels que y = f(x) = f(2).
Comme f est injective, on en déduit que nécessairement x = 2/, c¢’est-a-dire qu’il
existe x € AN A’ tel que y = f(x). Et donc y € f(AN A), ce qui montre 'autre
inclusion, et donc 1’égalité cherchée.

5. Procédons directement par équivalences :
re fY(BNB)& flx) e BNB
& (f(x) € B) et (f(x) € B')
& (z € fI(B)) et (v € f(B))
sze (f(B)NfY(B))

d’ou I'égalité cherchée.

Exercice IV : applications injectives, surjectives ou bijectives
1. L’application g o f est application de E dans G définie par : go f(z) = g (f(z)).

2. Supposons que g o f est injective. Soient z1,xs € E tels que f(x1) = f(x2), et
montrons que 1 = 2. On a :

f(@1) = f(22) = g(f(21)) = g(f(22)) = 21 = 22
(ou la premiere implication vient du fait que g est une fonction, et la seconde de
I'injectivité de g o f).
Donc f est bien injective.



3. Supposons que go f est surjective. Soit z € (G, montrons que z a un antécédent par
g (C’est-a~dire qu’il existe un élément y € F' tel que g(y) = z).
Comme g o f est surjective, alors il existe x € E tel que g o f(x) = z. Il suffit de
voir que y = f(x) convient, donc g est bien surjective.

4. Comme ho f =Idg est bijective, et donc injective, on en déduit que f est injective.
Comme foh = Idp est bijective, et donc surjective, on en déduit que f est surjective.
La fonction f est donc injective et surjective : elle est bijective.

5. La réciproque est vraie. Il suffit de considérer la fonction h = f~1.

Exercice V : limites et fonctions continues

1. Soit x € R. Montrons que la fonction g a pour limite a en x. Pour cela, soit € > 0.
On cherche a trouver 1 > 0 tel que :

VeR |z —yl<n=>la—yg(y)| <e

Comme g est constante de valeur a, on a pour tout y € R : [a—g(y)| = 0 < . Ainsi,
tout 7 > 0 convient, et on peut prendre n = 1 par exemple.

2. De méme qu’en question 1., donnons-nous z € R. On veut montrer que Idg a pour
limite x en x. Soit € > 0. On cherche a trouver n > 0 tel que :

VyeR |z —y|<n=|v—1Idr(y)| <e

Comme Idg(y) = y pour tout y € R, on a donc : | — Idg(y)| = | — y| < 7. Ainsi,
7 = € convient.

3. Procédons par récurrence sur d.
Initialisation : si d = 0, alors la question 1. nous dit que h est bien continue.
Hérédité : supposons que la fonction hy définie par hy(x) = a-z¢ est continue pour
un certain d € N. Alors, la fonction hy définie par hy(z) = a- 241 est le produit des
deux fonctions continues h; (par hypothese de récurrence) et Idg (par la question
2.). Comme le produit de deux fonctions continues est continu, alors hy est continue.

D’ou la récurrence.

4. La fonction f est somme de fonctions continues, a savoir les fonctions h; définies
par h;(z) = a;z*, pour i € {0,...,d}. Donc f est continue.



