L3 B, Calcul différentiel UGA, 2017-18

courbes parameétrées

Exercice 1. Soit ' la courbe plane définie sur R par ¢ + (3t* — 23 5t* — 4¢%).
Déterminer les points singuliers de I', et donner leur nature.

Exercice 2. Tracer la tangente en 0, si elle existe, et 'allure de la courbe en 0, pour les
courbes paramétrées suivantes :

(i) (t) =, y(t) = +1°;
(ii) 2(t) = > +t*, y(t) = t° +¢";
(iii) 2(t) = 2, y(t) = t* +1°.
Exercice 3. Pour (a,b) € R?, on considére la courbe paramétrée définie par :

a 2b
t— (2t + 2 t? + 7) (t # 0). Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour
que la courbe possede un point de rebroussement. Quelle est son espece ?
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Exercice 4. Soit A I'astroide définie par z(t) = —(3cost + cos 3t), y(t) = 1(3 sint — sin 3t).

Déterminer les points singuliers de A, leur nature et la tangente a ’astroide en ces points.

Exercice 5. Etudier et tracer la courbe définie par : z(t) = cost, y(t) = sint - (1 + cost).
On précisera les points singuliers.

Exercice 6. Etudier et tracer la néphroide, définie par les équations x(t) = 3cost — cos 3t,
y(t) = 3sint — sin 3t. Calculer sa longueur.

Exercice 7. Soit la courbe plane I' définie sur R par z(t) = e * cost, y(t) = e 'sint.
a) Calculer la longueur de I' entre les points de parametre 0 et 7 ; puis 0 et +oc0.

b) Donner la paramétrisation de I' par longueur d’arc.

Exercice 8. Soit f: Ja,b[— R de classe C?. Partant de la formule du cours donnant la
courbure K (s(t)) en fonction d’'un paramétrage quelconque t — ~y(t), montrer que si y(t) =

(t.1(1)), on a
)
V+ 7o)

2 _
Dans le cas ou f'(tg) = 0, montrer que K(s(ty)) = tlll? |f((§) tf)(;foﬂ.
—l0 — U0

K(s(to)) =




Exercice 9. Soit a € R*. Utiliser 'exercice 8. pour calculer en tout point la courbure des
courbes suivantes : (a) y = ax, (b) y=az? (c)y=e", (d)x=cos(ay), (e)ry=a.
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Exercice 10. En quel(s) point(s) de la branche de 'hyperbole y = — et « > 0, la courbure
T

est-elle maximale ?

Exercice 11. Soit 7 une courbe paramétrée de R" biréguliere en ty. Montrer que le cercle
osculateur C' a 7 en ty est le cercle imitant le plus la courbe v au voisinage de ty. Si 7y est de

plus de classe C?, montrer qu’en général la courbe traverse le cercle C' au point ().

Exercice 12. Déterminer le rayon de courbure R(x) et le centre de courbure O(z) de la
parabole y = x?/2. Donner 1'équation du cercle osculateur de plus petit rayon.

Exercice 13. Calculer la longueur d’arc, la courbure et la torsion de la cubique gauche
v(t) = (t,4*/2,13/6) définie sur R.

Exercice 14. Calculer la courbure et la torsion de la courbe v(t) = (¢, (¢t + 1)3, 3t) définie
sur R.

Exercice 15. Soit v: R — R? la courbe définie par y(t) = (cost,sint, cosht).
a) Calculer la courbure et la torsion de v en un point quelconque.

b) Déterminer le triedre de Frenet en un point de parametre t, quelconque, et donner une
équation du plan osculateur a v en ce point.



