L3 B, Calcul différentiel UGA, 2017-18

recherche d’extremum

Exercice 1

Soit E' un espace vectoriel euclidien, dont on note (z,y) le produit scalaire et ||z| = /(z,z) la
norme associée. Soit u : E — E un endomorphisme symétrique, c’est-a-dire tel que

(u(x),y) = (x,u(y)) pour tous z,y € E.

(u(x), z)

(x,
différentiable, et calculer sa différentielle dy(a) en un point quelconque a € E'\ {0}.

1. On définit une application ¢ : E \ {0} — R par ¢(x) = . Montrer que ¢ est
2. Montrer que dp(a) = 0 si et seulement si a est un vecteur propre de wu.

3. Montrer que la restriction de I'application ¢ a la sphere unité S de F admet un maximum
en un point xg de S.

4. Montrer que pour tout A € R\ {0} et pour tout z € E\ {0}, p(Ax) = ¢(x).
5. En déduire que lapplication ¢ : E'\ {0} — R admet un maximum global en .

6. Montrer que zg est un vecteur propre de wu.

Exercice 2

Chercher les extrema relatifs des fonctions suivantes :
1. f:R? — R donnée par f(z,y) = 2z +1—1y)%

2. f:R? = R donnée par f(z,y) = e*Y (952 — 2y2),

3. f:R? = R donnée par f(z,y) = 2% +y> — 3z,

4. f:R3 = R donnée par f(z,y,z) = 222 + 2y% + 22 — 22y + 2wz + 2y + 1,
2

5. f:R3 — R donnée par f(z,y,2) = %—l—ﬂzyz—z—l—y,

Exercice 3

Soit f: R™ — R de classe C2? qui admet un extremum strict en a € R™. La forme bilinéaire d? f(a)
est-elle nécessairement définie positive ou négative ?



Exercice 4

La fonction f : R? — R donnée par f(z,y) = 2cosxcosy — x? + y? admet-elle un extremum local
en (0,0)7

Exercice 5

Soit f:R? — R définie par f(z,y) = 2* +y* — 2(x — y)%.

1

2
3
4

Montrer que (0,0) est un point critique qui n’est pas un extremum.
Montrer que f admet un minimum local en (v/2, —v/2) et en (—v/2,v/2).
Montrer que f n’admet pas d’autre extremum local.

Montrer que f admet un minimum global en (\/i, —\/5) et en (—\/5, \/5)

Exercice 6

Soit f: R* — R définie par f(z,y) = (y — 32?) (y — 2?).

1.
2.

Montrer que (0,0) est un point critique pour f et calculer d?£(0,0).

Montrer que f a un minimum local en (0,0) sur toute droite qui passe pour (0,0), i.e., si
g(t) = (at,bt) alors fog:R — R a un minimum local en 0 pour tous a, b.

. Montrer que (0,0) est un point-col.

Exercice 7

. Soient U C R™ un ouvert, f : U — R de classe C? et a € U. Montrer que si df(a) est définie

positive, alors au voisinage de a, le graphe de f est au dessus de celui de son approximation
affine en a.

. On prend n = 2 et on considere la fonction f: (z,y) — z — 2 (2 + y2)2.

a) Soit a = (xg,yo) € R2. Donner I'approximation affine f; de f en a et calculer Hessf(a).

b) Comparer les graphes de f et f; au voisinage de a.



