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Corrigé du DM2 : probabilités discretes et continues

Exercice 1 : Probabilités discretes sur un ensemble infini
1. Les enfants d’une famille sont :
— soit une série d’au plus n — 1 filles, et un garcon ;
— soit n filles.

On a donc :

Q={G,FG,FFG,...,F...FG avec n — 1 fois F, F' ... F avec n fois F'}.

2. Suivant la description précédente de €2, il est immédiat que : X,,(©2) = {0, 1} et que
Y,.(Q)={0,1,2,...,n}.
Pour la loi de X, : on a 1 ou 0 gargon, et la seule configuration ou 'on n’a aucun

garcon est lorsque 1'on a n filles d’affilée.
On déduit ainsi :

Pour la loi de Y, : si l'on se donne ¢ < n—1, alors on a i filles si, et seulement si, on a
i filles puis un garcon. Et on a n filles si, et seulement si, on a n filles d’affilée (c’est-a-dire
si I'on n’a aucun gargon).

On déduit ainsi :

P(Y,=1i) = 21% pour 0 <i<n-—1
P(Y,=n) = 2%

Au passage, la loi de Y,, permet aussi de retrouver la loi de X,, grace a ’équivalence :
Y, <n-1&X,=1

et on a bien I'égalité :

3. Calculons les espérances de X, et Y,, :



B(Y,) = Yri-P(Yy=14) =Y s + &

et on a ainsi E(X,,) = E(Y,), donc cette politique n’a pas d’incidence sur la parité
homme-femme dans la population.

4. On a cette fois-ci : Q@ = {F... FGavec n fois F, et n € N}, qui est donc infini.
Et X(Q) = {1}, Y(22) = N. Les lois de X et Y sont données par :

, 1

PX=1)=1 et P(Y:z):%H.
On déduit alors les espérances :

EX) = 1-P(X=1)=1

EY) = Y50 P(Yy=1) =305 55

= % 2=1
et on a bien : lim E(X,,) = E(X) et lim E(Y,,) = E(Y).
n—o00 n—oo

On a aussi E(X) = E(Y), donc cette politique n’a pas non plus d’influence sur la partié
homme-femme dans la population.

5. La variable aléatoire X est une variable aléatoire discrete uniforme sur un ensemble
a un élément (& savoir {1}), tandis que la variable aléatoire Y se comporte comme une
variable aléatoire géométrique de raison 1/2.

Exercice 2 : Variables aléatoires réelles ni discretes, ni a densité

1. On suppose que X suit une loi uniforme sur [0; 16]. Sa densité de probabilité f est
donnée par :

1
t) = —1i.16(t
F(t) = 15 tona ()
et sa fonction de répartition Fy est donnée par :
= 0 st <0
FX(:c):/ fdi=d = s 0<z<16 .
- 1 s x> 16

2. On définit la variable aléatoire Y par :

B B 8 si Xe[08
Y_h(X)_{m—X si X €[8;16]

On souhaite calculer la fonction de répartition de Y, c’est-a-dire la probabilité de I'événe-
ment Y < y (pour y € R). On a trois situations :
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—siy <0:alors P(Y <y) =0 (comme Y prend ses valeurs dans [0; 8]);
)

- si0<y<8:alors P(Y <y)=P(X >16—y) (il suffit de faire un dessin). En effet,
les événements Y < y et X > 16 — y sont les mémes, d’apres la définition de Y et

celle de la focntion h.
—siy >8:alors P(Y <y) =1 (comme Y prend ses valeurs dans [0; 8]).

Le tracer de la fonction de répartition Fy est alors :

Fy(y)
1
- °
/
0 8 Y

3. Il est alors facile de voir que Y n’est ni discrete, ni a densité :

— Y n’est pas discrete car Y (€2) = [0;8] n’est pas un ensemble discret. On peut aussi
dire que, la ou la fonction Fy est dérivable, sa dérivée n’est pas toujours nulle (par
exemple en 4) ;

— Y n’est pas a densité car sa fonction de répartition Fy n’est pas continue.



