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Feuille 5 : Séries de fonctions

Exercice 1 1. On pose pour tout € R et tout n entier : f,(x) = Montrer que la série de

n? + 2’
oo
fonctions E fn converge simplement R et que sa somme est une fonction continue.
n=0

—nx

oo
. Montrer que la série de fonctions Z In

n=0

. e
2. On pose pour tout x € Ry et tout n entier : g, () =

converge simplement sur R’} et que sa somme est une fonction continue.

—1)»
3. On pose pour tout x € Ry et tout n entier : hy,(x) = (2_’_) . Soient N un entier et  un réel.
2 +n
o0

o0
Majorer | Z hn(x)} En déduire que la série de fonctions Z h, converge simplement R et que sa
n=N n=0
somme est une fonction continue. Est-elle normalement convergente 7
T

. Caleul tout
(Lt na)(1+ (n+ Dyz)  —oomer PO ion

4. On pose pour tout x € Ry et tout n entier : k,(z) =

o0 o0
r e Ry Z kn(x). La série Z ky, est-elle normalement convergente sur Ry ? Sur les intervalles de
n=0 n=0

la forme [a, +oo[ avec a > 07

1 z
5. On pose pour tout z € R et tout n > 1 : f,,(x) = — Arctan —.
n n
o0
(a) Montrer que la série Z fn est normalement convergente sur tout intervalle borné de R et que
n=1
sa somme f est dérivable sur R.

(b) Montrer pour tout n entier supérieur ou égal 1 I'inégalité :

/"H dt 1 _ /" dt
n w2 +12 T a2 4n2 a2 12
N

(c¢) En déduire pour N > 1 un encadrement de Z fn(x) et la limite de f/(x) lorsque x tend vers

n=1

Iinfini.
6. On pose pour tout & € R et tout n entier : u,(z) = ne™"".
oo
(a) Montrer que la série de fonctions u = Z u, est normalement convergente sur tout segment
n=0

de R%.

(b) Donner une primitive de u,,. En déduire une expression simple de u(x) pour tout z € R.

. B eu + e—u
Exercice 2 1. On rappelle que pour tout u nombre réel : chu = —
> (sinx)?
(a) Etablir la convergence simple sur R de la série de fonctions : f(z) = Z —
o chnx
(b) Montrer que la convergence est uniforme sur toute partie de la forme R — [—a, a], a > 0. Que

pouvez-vous en déduire pour f7?



o0
2. Soit up(xz) = (-1)"In |1+ — T ). Montrer que la série Z un(x) converge uniformément sur
n(l+ x) —
R, . La convergence est elle normale ?
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3. On pose pour tout  nombre réel et tout entier n > 2 : —_—
p p fﬂ( ) 1 + (—1)”71
o0
(a) Etudier la convergence simple de Z fn-
n=2
(b) Montrer que la convergence de cette série est normale sur tous les intervalles de la forme
[a, +00[ avec a > 0, puis qu’elle est uniforme mais non normale sur R .
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e
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4. On pose pour tout & nombre réel et tout entier n : f,,(z) =

oo
(a) Etudier la convergence simple de f = Z f-
0
(b) Montrer que f est continue sur Ry et dérivable sur RY .

x
Exercice 3 On pose pour tout x € R et tout n > 1 entier : u,(x) = -
e +n
o0
1. Montrer que la série de fonctions Z uy, est simplement convergente sur R, et normalement con-
n=1

(oo}

vergente sur tout intervalle de la forme [0,7] ot r € Ry. En déduire que la fonction Zun est

n=1
continue sur R4
oo
2. Soit p > 1 un entier. On pose pour tout z € Ry : Ry(x) = Z un (). Etablir, pour tout « € R4,
n=p+1
les inégalités :
2p Dz
Rp() > D un(z) > 5 ——.
a1 x? +4p
oo

En déduire un minorant de R,(p), puis que la série de fonctions E U, ne converge pas uniformément
n=1
sur R.

3. (a) Montrer pour tout n entier supérieur ou égal 1 l'inégalité :
n+1 n
x x x
dt < < ——dt.
/,L 2 4 2 \x2+n2\/n_1x2+t2

(b) En déduire pour N > 1 un encadrement de Z un () et que Z un () tend vers 5 lorsque x

n=1
tend vers l'infini.

Exercice 4 Soit (f,)nen la suite de fonctions définies sur R par f,(z) = x%e~"2.
oo
1. Montrer que la série Z fn converge normalement sur tout segment de R et calculer f = Z fn-
n=1 n=1

o0
2. (a) Montrer que / f(t)dt est convergente.
0

(b) Soit N > 1 un entier et x € R . Montrer que f(x

HMZ

[ee] o0 oo ) t2 o0 1
(¢) En déduire que /0 flt)ydt = nz_:l/o fn(t)dt et la formule : /0 o 1dt =2 Z 5

n=1



