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TP4 — SYSTEMES DIFFERENTIELS

L’objectif de ce TP est d’étudier les graphes des solutions de systémes différentiels. Un cer-
tain nombre de questions doivent étre résolues théoriquement, c’est-a-dire sans utiliser Scilab.
Ces questions sont marquées d’une étoile *.

On considére le systéme différentiel de R? donné par

X'(t) = AX(t), ou A:(i 1) (S)

1. En utilisant les fonctions "spec" ou "bdiag" de scilab, donnez deux matrices P et D,
avec D diagonale, telle que A = PDP~!. Vérifiez que I'on a bien A = PDP~!.

2. * On note Y (¢t) = P71 X (t), ou X(t) est une solution de (S). Vérifier que I'on a
Y'(t) = DY (t). (s

On étudie donc dans un premier temps les solutions du systéme (S’). Quels sont les
points d’équilibre, c’est-a-dire les solutions de (S’) qui ne dépendent pas de ¢ ?

3. * Quelles sont les trajectoires rectilignes de (S'), c’est-a-dire les solutions de (S') telles
que Y (t) appartienne a une méme droite pour tout ¢ 7 On pourra écrire Y (t) = A(t)Y
pour un certaine fonction A(t) & valeurs réelles, et pour un vecteur Y € R? fixe, puis
trouver des conditions sur A(¢) et Y en utilisant 'équation (S'). Dessiner les trajectoires
de ces solutions sur une feuille de papier, pour ¢ allant de —oco a 4o00.

4. Dans un script SciNotes & part, définir la fonction suivante
function Y=multD(t,X)

Y=D*X;

endfunction



puis ’éxécuter en faisant ’Exécuter avec écho’. FEcrire ensuite dans la console la com-
mande

fchamp (multD,0,-10:10,-10:10)

qui trace le champ de vecteur défini par la matrice D. Ce champ de vecteur représente
le champ des vitesses des solutions du systéme (S'): une solution a (S') qui passe par un
point P du plan, y passe avec un vecteur vitesse qui est la fleche accrochée au point P
du graphe que I'on a tracé. On va illustrer ce fait dans la question suivante.

. * Rappeler la forme générale des solutions au systéme (S') donnée par le cours. En
particulier, donner I’expression des solutions qui passent par les points (1,1), (—1,1),
(—=2,-1), (2,3) en t = 0.

. On va représenter graphiquement les solutions trouvées a la question précédente, pour
un temps ¢ allant de —1 &4 1. On commence donc par construire le vecteur T=-1:0.1:1.

a(t)
b(t)

des abscisses a(t) et des ordonnées b(t) dans la matrice de taille n x 2 suivante:

On pose n=length(T). Pour une solution donnée Y'(t) = , on stocke les valeurs

a(T(1)) b(T(1))
a(T(2)) b(T(2))

a(T(n)) b(T(n))

Construire ainsi des matrices Y1, Y2, Y3, Y4 correspondant aux quatre solutions trou-
vées a la question précédente, puis les tracer a l’aide de la commande plot2d. On pourra
superposer ces graphes avec celui du champ de vecteurs pour illustrer la remarque de la
question 4. Pourquoi certaines courbes sont-elles plus “courtes” que d’autres 7

. * Montrer que X (t) est une trajectoire rectiligne de (S) si et seulement si Y'(t) = P~1 X (t)
est une trajectoire rectiligne de (S'). En déduire les trajectoires rectilignes de (S).

On a vu en question 2 que toute solution X (¢) de (S) pouvait s’écrire comme X (t) =
PY (t), ou Y (t) est une solution de (S'). On se sert de cette formule pour obtenir des
solutions de (S) a partir des quatre solutions & (S) obtenues en question 5.

. Ecrire une fonction function X=multligne(Y,P) dans un script SciNotes qui a deux
matrices Y € M,,2(R) et P € My»(R) renvoie la matrice X € M,,»(R), dont la k™
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En utilisant la fonction multligne, calculez les matrices X1=multline(Y1,P), X2=multline(Y2,P),
X3=multline(Y3,P), et X4=multline(Y4,P). Ces matrices correspondent a quelles solu-
tions de (S) ? Que valent ces solutions en ¢t =0 7

Tracer les courbes obtenues et tracer le champ de vecteur associé a la matrice A. Pour
cela, on introduira une fonction multA, de maniére similaire a la question 4.

On a ainsi tracé quelques solutions du systéme différentiel (S) en diagonalisant la ma-
trice A grace a Scilab. On peut également laisser Scilab résoudre tout seul le systéme
différentiel, a 'aide de la commande suivante.

Tester la commande y=ode([3;0],0,0:0.1:1,multA) dans Scilab (on pourra consulter
l'aide au sujet la commande ode en tapant help ode). Ici, le vecteur [3;0] désigne
la valeur en ¢t = 0 de la solution a (S), et y renvoie cette solution évaluée aux temps
0:0.1:1.

On peut également résoudre des systémes différentiels qui ne sont pas linéaires grace a
Scilab. Par exemple, dans un script SciNotes, les commandes suivantes

function Y=f(t,X)

Y(1)=10*%(X(2)-X(1));

Y(2)=X(1)*X(3)+28*X(1)-X(2);

Y(3)=X(1)*X(2)-(8/3)*X(3);

endfunction

y=ode([-3;6;12]1,0,0:0.01:100,f);

param3d(y(1,:),y(2,:),y(3,:))

permettent de tracer une solution du systeéme différentiel suivant

¥ =10(xz —y)
Yy =—x2+4+28x—y
2 =ay— 3%z

De la méme maniére, tracer une solution du systéme différentiel suivant:

’:—y—z

"=x+0.2y
2 =0.14 z(x —5.7)
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