L2 PHYSIQUE — M259 ORsAY 2016-17

DEVOIR A LA MAISON: CORRIGE

Exercice 1.

1. En appliquant le pivot de Gauss, on trouve

rT+y—z=2 - r+y—z2=2 r=2—-y+z r=1
2e—y+z=1 ﬁ;:ﬁg:?&i —3y+32=—-3 LyisIoiy=1+2 Sqy=1/2
dr+y+32=3 —3y+T7z=-5 4z = -2 z=-1/2.

2. Soit a € R. On note S, 'ensemble des solutions au systéme. Pour résoudre le systéeme, on
peut commencer par 1’étape

ar+y+z=1 1-a?)y+(1-a)z=1-«
<~

r+oay+z=1 Lﬁ;LngiaLLQ2 r+oay+z=1

r+yt+az=1 I-a)y+ (a—1)z=0.

On arrive donc a une distinction de cas selon les valeurs de « : dans le premier cas, si a = 1, le
systeme est donc équivalent a z +y + z = 1. On a donc

Sy :{(x,y,z) 6R3,x+y+z:1}
= {( - %Y, Z)’ (yv Z) € Rz}
={(1,0, 0) +y(=1,1,0) + 2(—1,0,1), (y,2) € R*}
(1,0,0) + R(—1,1,0) + R(-1,0,1),

et on voit que S7 est un plan affine dans R3. Dans le second cas, si a # 1, on peut diviser par 1 — o
les lignes 1 et 3 du systeme pour arriver a

lI4+a)y+z=1 24+a)y=1
r+ay+z=1 Ser=1-(1+a)y
=Y z2=1Y
Si a = —2, la premiere ligne implique 0 = 1, ce qui est absurde : dans ce cas, le systeme n’a pas de
solution. On a donc
S_o=10.

Sia# —2, on trouve y = 1/(2+4 o) =z = z, donc

P A N S
« a+2 a+2 a+2 '

Pour résumer, on a donc montré que

(1,0,0) + R(—1,1,0) + R(—1,0,1) sia=1,
S, = sia = —2,

0
{(a+2’a+2’a+2)} sia # =2, o # 1.



Exercice 2.

Comme A est déja triangulaire supérieure, on fait les opérations suivantes :

1 2 3 100
0 1 4 | pepsie oo
0 01 0 01
1 20 1 0 -3
01 0 Li+Ly1—-2L2 01 —4
0 01 00 1
100 1 -2 5
0 10 0o 1 -4 1,
0 01 0 0 1
et on a donc montré que
1 -2 5
Alt=(0 1 -4
0 0 1

Exercice 3.

Si AM = I3, en particulier AM est une matrice a 3 lignes et 3 colonnes, et sachant que A est
une matrice a 3 lignes et 2 colonnes, on déduit que M est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes.

Posons donc
m m mis
M= 11 12 13 )
Ma21 M2 M23

Le fait que AM = I3 est équivalent au systéme suivant

3mip +4mor =1, 3miz +4mox =0, 3miz +4mo3z =0,
2mq1 +3meo1 =0, 2mig +3mos =1, 2mi3+ 3mesz =0,
mi1 + ma1 = 0, mi2 + mag = 0, mi3 + ma3z = 1.

Si l'on retire 3 fois la relation mq1 + mo; = 0 & la relation 3mq1 + 4mg91 = 1, on obtient mo; = 1,
alors que si l'on retire 2 fois la relation mq1 + mo; = 0 a la relation 2mq; + 3mg; = 0, on obtient
ma1 = 0, ce qui est absurde. Le systeme n’a pas donc pas de solution, et il n’existe pas de matrice
M telle que AM = I3.

Si NA = I, alors en particulier N A est une matrice a 2 lignes et 2 colonnes. Comme A possede
3 lignes et 2 colonnes, cela signifie que N possede 2 lignes et 3 colonnes : posons donc

n n n
N = 11 12 13 ]
n21 MN22 TN23

La relation NA = I est équivalente au systeéme suivant

3nir +2n12 +nig =1 3Nt +2n12o+niz3 =1 ni1+niz3 =3
dnyy +3n12 +n13 =0 Ly Do, )1 N2 = -1 Lot _ap, J M1t 2 = -1
3ng1 + 2n92 +ngg =0 Lacla=ls 1 3noy 4 2ngg +mgg =0 Lecls=2La | pyy 4 mgg = —2
4noy 4+ 3ngg +no3z =1 N9l + ngo = 1 N9y + nog = 1.



On en déduit donc

n n n
{N7NA—I2}—{(H;1 n;z n;;),n11+n13—3,n11+n12——1,n21+n23——2,n21+n22—1}

niy —l—mni1 3—nn 2}
= , (n11,m21) € R
{( noy  l—mo —2-—ny > (n11,m21)

0 -1 3 1 -1 -1 0 0 0
_<0 1 —2>+R<0 0 0>+R<1 1 —1)'

On voit que ’ensemble des solutions est paramétré par deux nombres réels ni; et noi, que l'on
peut choisir quelconques. Comme deux choix différents de ni; et no; menent & deux matrices N
différentes, on a bien une infinité de matrices N possibles.

Exercice 4.

1. Comme (eq, ez, e3) est une famille de 3 vecteurs dans R3, il suffit de montrer qu’elle est libre
pour montrer que c’est une base. Soit donc A1, Aa, A3 des réels tels que A\je; + Ages + Azez = 0.
Cette relation est équivalente au systeme suivant

A+3X =0 Al = —3A AM=0
2A\1+A3=0 S QA3 = -2\ = 06X\ S cA3=0
3A +2X + A3 =0 =92 +2A9 +6Xg = —A3 =0 Ay = 0.

Ainsi, la famille (e, e, e3) est libre et est donc une base R3.

2. Pour t € R, on a en développant par rapport a la premiere ligne

1 0 ¢
det | 11 ¢ | =1xdet P ) coxdes( P E)aix( )1
01 t 1 t 0
t 0 1
Le déterminant est donc nul si et seulement si ¢t = 1 ou t = —1, et donc si ¢t n’est pas égal a ces
valeurs, la famille (u1,u2,u3) est une base de R3.
3.0n a

F = {(x1, 20,23, 24) € R, 21 + 229 = 0}
= {(—2x9, 2, x3,24), (X2, x3,24) € ]R?’}
= {22(—2,1,0,0) + 23(0,0,1,0) + 24(0,0,0,1), (z2, 3, 24) € R?}
= vect((—2,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

La famille ((—2,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) est une base de F : le calcul précédent montre
qu’elle est génératrice et il est clair qu’elle est aussi libre. F' possede donc une base comportant 3
éléments, c’est donc un sous-espace vectoriel de R* de dimension 3.



