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Sur les représentations automorphes non ramifiées des groupes
linéaires sur Q de petits rangs.

Résumé. Cette these est consacrée a ’étude des représentations automorphes algébriques
des groupes linéaires découvertes par Chenevier—Renard. On s’intéresse plus particuliere-
ment & leurs parametres de Satake. Notre point de départ est la théorie d’Arthur : elle
permet de comprendre ces parametres a I'aide des parametres de Satake de représentations
automorphes discretes des groupes spéciaux orthogonaux de réseaux bien choisis. Dans un
premier temps, on étudie les opérateurs de Hecke associés aux voisins de Kneser des réseaux
de racines E7, Eg et Eg & A1. Suivant Gross, on arrive ainsi & calculer la trace des premiers
parametres de Satake des représentations des groupes linéaires considérées initialement,
dont les poids peuvent étre arbitrairement grands. Dans un second temps, en raisonnant
sur les classes d’isomorphisme de réseaux, on calcule les opérateurs de Hecke associés aux
p-voisins (pour p premier) en dimension 23 et 25, en écrivant leurs valeurs propres comme
des fonctions polynomiales en les traces des parametres de Satake calculées précédemment.
Ceci complete les résultats de Borcherds et Chenevier—Lannes en dimension 24. On en dé-
duit des congruences, du type “congruence de Ramanujan” ou “congruence de Harder”, pour
les traces des parametres de Satake des représentations des groupes linéaires considérées.

Mots-clés. Représentations automorphes, voisins de Kneser, parametres de Satake.

On the unramified automorphic representations of the linear groups
over Q of small rank.

Abstract. In this thesis we examine the different algebraic automorphic representations
of the linear groups discovered by Chenevier—-Renard. Our main concern is the computation
of their Satake parameters. We use Arthur’s theory as a starting point : it enables us to
understand these parameters with the help of the Satake parameters of discrete automorphic
representations for the special orthogonal groups of well chosen lattices. Firstly, we study
the Hecke operators associated to the Kneser neighbours of the root lattices E7, Eg and
Eg @ Aj. According to Gross, this enables us to compute the trace of the first Satake
parameters of the representations for the linear groups previously mentioned, whose weight
can be arbitrarily high. Secondly, focusing on the isomorphism classes of lattices, we compute
the Hecke operators associated to the p-neighbours (for p a prime) in dimension 23 and
25, using the expression of their eigenvalues as polynomial functions of the traces of the
Satake parameters previously computed. This completes the results found by Borcherds
and Chenevier—-Lannes, in dimension 24. We then deduce congruences, of the “Ramanujan’s
congruence” or “Harder’s congruence” type, involving the traces of the Satake parameters
of the considered representations of the linear groups.

Keywords. Automorphic representations, Kneser neighbours, Satake parameters.
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette these est I’étude des différentes représentations automorphes des
groupes linéaires découvertes par Chenevier—Renard dans [19]. A cet effet, on cherche a
obtenir des informations sur leurs parametres de Satake. Suivant la théorie d’Arthur [3],
ces représentations apparaissent comme les éléments fondamentaux pour comprendre les
représentations automorphes discretes algébriques des groupes classiques. Cela nous conduit
a étudier les réseaux pairs de dimension n et de déterminant minimal, pour n = 0, 1 mod 8,
ainsi que leurs groupes spéciaux orthogonaux. Les parametres standards des représentations
automorphes discretes associées a ces groupes, décrits dans les travaux de Chenevier—Renard
[19] et Chenevier-Lannes [18], permet de faire le lien avec les représentations automorphes
des groupes linéaires qui nous intéressent.

1.1 Généralités sur les réseaux

1.1.1 Les réseaux et les systéemes de racines

Considérons V' un espace euclidien de dimension n, muni de son produit scalaire x - y,
et notons ¢ : V. — R, x — %F la forme quadratique associée. On considérera parfois le
cas ott V' = R" : on notera alors (€;);c(1,..n) la base canonique associée, de telle sorte que

(i) - (Wi) = 22, wiyi-
Commencons par présenter quelques notions sur les réseaux de V qui vont nous étre
utiles :

Définition 1.1. Un réseau L C V est dit entier si : (¥ xz,y € L) x -y € Z. Il est dit pair
si:(Vaxel)x -xe€2Z. Il est clair qu’un réseau pair est entier.

Définition 1.2. Soit L C V un réseau entier. Son dual L' est défini par :
LP={yeV|(Vzxel)y zeZ}

On définit alors le résidu de L comme le quotient : vés L = LF/L. Il est muni d’une
forme quadratique vés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z.

Définition 1.3. Soit L C V un réseau entier. On note det(L) son déterminant, qui est le
déterminant de la matrice de Gram d’une Z-base quelconque de L. On a alors la relation :
det(L) = |rés L.

Le déterminant d’un réseau L est un entier positif, et on peut définir la quantité

min {det(L)}, qui ne dépend que de n. C’est un résultat bien connu que cette
LCV réseau pair

quantité vaut 1 si, et seulement si, n = 0 mod 8. Il est alors facile de constater grace a des

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

exemples qu’elle vaut 2 lorsque n = +1 mod 8. Cette remarque permet de mieux comprendre
les ensembles £,, et X,, définis ci-dessous :

Définition 1.4. Sin = 0,41 mod 8, on définit L,, comme l’ensemble des réseaux pairs de
V' de déterminant minimal, c’est-a-dire de déterminant 1 si n =0 mod 8, et 2 sinon.

Le groupe orthogonal O(V)(~ O, (R)) agit naturellement sur l’ensemble L,, et on note
X, Uensemble des orbites pour cette action, qui est un ensemble fini.

Nous dirons aussi que deux éléments de L£,,, ou plus généralement deux réseaux de R",
sont isomorphes s’ils sont dans une méme O(V')-orbite.

Afin de mieux comprendre les éléments de L,,, ou plus généralement les réseaux pairs ou
entiers de V, on utilisera la notion de systeme de racines, largement développée dans [11].
Nous renvoyons d’ailleurs & [11, Ch. VI] pour la définition d’un systéme de racines, ainsi
que pour définir son groupe de Weyl, un ensemble de racines simples, et son diagramme de
Dynkin. A tout réseau entier de V est associé un systeme de racines de la maniere suivante :

Définition 1.5. Soit L C V un réseau entier. L’ensemble des racines de L est ’ensemble
(éventuellement vide) R(L) = {x € L | x-x = 2}. C’est un systéme de racines de l’espace
vectoriel qu’il engendre sur R, au sens de [11, Ch. VI, §1.1, Définition 1].

Les systemes de racines définis a l'aide de réseaux sont tous réduits, suivant les nota-
tions de [11, Ch. VI, §1.4], comme toutes les racines considérées sont de méme norme, et il
s’agit donc de systemes de racines de type ADE. En tant que systeme de racines de type
ADE, I’ensemble des racines d’un réseau entier est toujours isomorphe & l'union disjointe
de systemes de racines des réseaux A, D,, Eg, E7, E¢ que 'on décrit ci-dessous.

A, : Onpose A, = {(z;) € Z""|> . 2, =0}. Ona A, = R(A,,) = {&(e;i — ¢j)|i < j}.

D,, : On pose D,, = {(z;) € Z"| >, i = 0 mod 2}. On a D,, = R(D,,) = {*e; £ e;]i < j}.

Eg : On pose Eg = Dg + Z - e, avec e = %(1,...,1). On a Eg = R(Eg) = R(Dg) U
{(2;) = &(£1,...,£1)|[[, 2 > 0}.

E7 : On pose E7 = e NEg = {(7;) € Eg| Y., 7 = 0}. On a Er = R(E7) = et N R(Es) =
R(A7) U{(zi) = 3(£1,...,£1)| >,z = 0}.

Eg : On pose Eg = (e7 + eg) NE7. On a Eg = R(Eg) = (e7 + )~ N R(E7).

Suivant ces notations, il est facile d’exhiber des éléments de L,,, selon la valeur de n.
Par exemple, suivant les notations précédentes, L,, contient :

— le réseau Eén_7)/869E7 sin=—1mod8§;
/8sin50mod8;

— le réseau Eén_l)/s ®A;sin=1mod 8.

’ n
— le réseau Eg

Pour un réseau L € L,, donné, un des intéréts principaux de I’étude du systéme de racines
R(L) est qu’elle nous donne des informations sur le groupe O(L) = {y € O(V) | v(L) = L}.
Concretement, on a les propriétés suivantes :

Proposition 1.6. Soient L un réseau entier, R = R(L) et W le groupe de Weyl de R. On
suppose que R engendre V, et on se donne {aq,...,a,} un ensemble de racines simples de
R. On note D le diagramme de Dynkin associé auz «;, G le sous-groupe des permutations
des a; qui préserve D, et A(R) = {v € O(V) | v(R) = R}. On a alors les inclusions :

W CO(L)C A(R) ~W x G.
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En particulier, pour L = E7, L = Eg ou L = Eg & A1, le groupe G est trivial et on a :
A(R)=0(L) =W.

Pour n < 25, Pensemble X, a été déterminé respectivement par Mordell (n = 8), Witt
(n = 16), Niemeier [61] (n = 24), Conway—Sloane [23] (n = 7,9,15,17), Borcherds [6] [7]
(n = 23,25). Une conséquence remarquable de ces classifications est le théoreme suivant :

Théoréme 1.7. Soient n = 0,41 mod 8 un entier positif, avec n < 25, et Ly, Lo € L.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) les réseaux Ly et Ly sont isomorphes,

(13) les systémes de racines R(Ly) et R(L2) sont isomorphes, c’est-a-dire qu’il existe g €
O(V) tel que g(R(L1)) = R(La).

Il existe une démonstration conceptuelle de ce résultat pour n < 16. Pour les autres va-
leurs de n, notre démonstration (beaucoup moins élégante) consiste simplement & examiner
un par un les systémes de racines des éléments de X,, (voir le théoréme 3.3.1). Le fait que
l’on n’ait pas d’explication conceptuelle de cette propriété n’est pas surprenant : déja pour
n = 24, ce résultat repose sur une vérification miraculeuse faite au cas par cas par Venkov.

1.1.2 Les A-voisins

Suivant Kneser [43], pour A un groupe abélien fini, on construit comme suit la notion
de A-voisins :

Proposition-Définition 1.8. Soit A un groupe abélien fini. On dit que les réseaux L1, Lo €
Ly, sont des A-voisins (ou que Lo est un A-voisin de L) si les conditions équivalentes
suivantes sont vérifiées :

(i) Le quotient Li/(Li N La) est isomorphe a A.
(13) Le quotient La/(L1 N La) est isomorphe a A.

Notons Z[L,] et Z][X,] les Z-modules libres engendrés respectivement par L, et X,,. La
notion de A-voisins permet de construire un opérateur T 4 défini comme suit :

Définition 1.9. Soit A un groupe abélien fini. Pour L, L' € L,,, notons L, L’ leurs images
dans X,,. L’opérateur T 4, qui peut étre vu comme un endomorphisme de Z[L,)] ou de Z[X,,],
est défini par :

Ta(L) = > L
(VL c En) B L' A-voisin de Li ‘
TAL)= >, I
L' A-voisin de L
On s’intéressera plus particulierement aux cas ou A est de la forme Z/dZ ou Z/dZ x
-+« X Z/dZ. On parlera alors respectivement de d-voisins ou de d, . .., d-voisins. Si l'on fixe
L € L,, il est élémentaire de construire tous ses d-voisins (pour d un entier non nul), suivant
la construction présentée par exemple par Chenevier-Lannes [18] que I'on rappelle ici :

Proposition-Définition 1.10. Soient L € L, et d un entier non nul. Alors l’ensemble des
d-voisins de L est en bijection naturelle avec l’ensemble des droites isotropes de L/dL, ou
l’on entend par droite isotrope un Z/d-module libre de rang 1 sur lequel la forme quadratique
L/dL — Z/dZ induite par q est identiquement nulle.

Cette bijection commute en particulier a ’action naturelle de O(L). Concrétement, elle
est définie comme suit. Soient © une droite isotrope de L/dL et v € L dont l’image dans
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L/dL engendre x, avec de plus v-v =0 mod 2d*. On note M l’image réciproque de x* par
la projection canonique L — L/dL. Alors le d-voisin de L associé a x est le réseau :

v
L'=7-+ M.
d
Nous renvoyons a la proposition-définition 2.2.17 pour une construction dans le méme
esprit de tous les p, ..., p-voisins (pour p premier) d’'un élément de L,,.

Les opérateurs T4 participent a la notion plus générale d’anneau de Hecke que 1'on
définit ci-dessous. Ceci justifie qu’on parlera dans la suite des “opérateurs de Hecke T 4”.

Pour cela, fixons G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur, Z. Notons P
I’ensemble des nombres premiers, et posons 7 = II pep Lp, €t Ay =Q® Z V'anneau des
adeles finis de Q. On définit 'anneau de Hecke de G comme :

Définition 1.11. On définit le G(Ay)-ensemble : R(G) = G(Af)/G(z). L’anneau de Hecke
de G, noté H(G), est l’ensemble des endomorphismes du Z-module libre Z[R(G)] qui com-
mutent a laction de G(Ay).

n/8 n—1/8

Notons Lo € Ly, le réseau Eg 8 @ By , Bg"" ou Eg @ A, (selon la valeur de n). On
définit O,, comme étant le schéma en groupes affine sur Z associé a la forme quadratique
Ly — Z, x — q(x). On définit de méme SO,, comme le sous-schéma de O,, des éléments de
“déterminant” 1 (si n est pair, il y a une subtilité a laquelle il faut prendre garde, et c’est le
déterminant de Dickson—Dieudonné qu’il faut prendre, comme expliqué dans [18, §II.1] par
exemple). Les quotients R(O,,) ou R(SO,,) s’identifient alors naturellement & I’ensemble des
éléments de £, qui sont inclus dans le Q-espace vectoriel Lo®Q. Grace a cette identification,
on peut voir les opérateurs de Hecke T 4 introduits précédemment comme des éléments de

H(O,) C H(SO,).

1.2 Généralités sur les représentations automorphes

Dans cette partie, G désignera un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z.

1.2.1 Les représentations automorphes et la paramétrisation de Satake

Rappelons les notations de [18] ou [19] concernant les ensembles de représentations
automorphes que ’on considérera.

Définition 1.12. On définit II(G) I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
unitaires irréductibles m de G(A) telles que m, est non ramifiée pour tout p premier.

On note Mgis.(G) le sous-ensemble de TI(G) des représentations automorphes discrétes
m de G.

On note enfin Ieusp(G) le sous-ensemble de Ilgisc(G) des représentations automorphes
cuspidales de G.

Sulvant Borel [10] ou Springer [74] par exemple, rappelons qu’on associe & G un groupe
complexe G appel¢ dual de Langlands de G. C’est un C-groupe semi-simple dont la donnée
radicielle est duale a celle de G(C). Notons g lalgebre de Lie complexe de G et G (C)ss et
9(C)gs les classes de G(C)-conjugaison d’éléments semi-simples respectivement de G(C) et
3(C). On note enfin X(G) ensemble des familles (Co)vePUfoo}» Ol Coo € Tss €t ¢p € G(C)ss
pour tout p € P.

Alors suivant Langlands [45], on a le résultat suivant :
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Théoréme 1.13. On dispose d’une application canonique :

c:I(G) — X(G)
T o= (e(m)

C’est une application a fibres finies. De plus, pour tout premier p et pour tout = € II(G),
cp(m) détermine entiérement .

L’élément ¢ () € gss est construit suivant Harish-Chandra [39], et est appelé le carac-
tere infinitésimal de 7. Lorsque G = PGL,,, auquel cas G= SL,(C), les valeurs propres du
caractere infinitésimal de 7 € II(G) sont bien définies, et on les appelle les poids de 7. On
notera Il,;(PGL,,) le sous-ensemble de Ilcusp (PGLy,) des représentations algébriques, c’est-
a-dire des représentations dont les poids sont des demi-entiers, de différences deux a deux
entieres. On notera enfin Haﬁg(PGLn) le sous-ensemble de II,,(PGL,) des représentations
autoduales, c’est-a-dire des représentations isomorphes a leur contragrédiente.

Les éléments c,(m) € G(C)ss sont quant & eux construits & 'aide de I'isomorphisme de
Satake [64], revisité par Langlands [45], et sont appelés les parametres de Satake de 7.

1.2.2 La conjecture d’Arthur—Langlands

A la manidre de [18] ou [19], on appellera ici “conjecture d’Arthur-Langlands” la conjec-
ture présentée dans [18, Ch. VI, Conjecture 4.6] dont 1’énoncé repose sur les travaux de
Langlands [45] et d’Arthur [3]. Afin de I’énoncer simplement, commencons par définir la
notion de parametre de Langlands :

Définition 1.14. Soit G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z, et r : G—

SL,, une C-représentation. La représentation r induit une application X(G) — X(SL,),
(cv) = (r(cy)). On définit alors I’élément

Y(m,r) =71 (c(m)) € X(SLn)
appelé parameétre de Langlands—Satake du couple (m,r).

En gardant les notations de la définition précédente, I'idée de la conjecture d’Arthur—
Langlands est qu'’il existe une famille (7;) d’éléments de [, ., cusp(PGLy,) telle que le
parameétre de Langlands-Satake du couple (7, 7) s’exprime & 1’aide du caractere infinitésimal
et des parametres de Satake des 7;. On explique cette relation plus en détail ci-dessous.

On suit les notations de [18, §VI.4]. Donnons-nous un entier k& > 1, et pour tout
i € {1,...,k} des entiers n;,d; > 1 avec ), n;d; = n, ainsi qu'une représentation m; €
eusp (PGLy,, ). On dispose alors d’un élément de X (SL,), noté @;m;[d;] dans [18] ou [19],
défini par ’égalité
(@imildi)), = @ ev(mi) ® Sym® ! (e,)
i

1 0 —% 0
pour tout v € P U {00}, oll on a posé e = ( 02 1) et ep = P 1
2 0 p2

On définit alors Xar,(SL,) comme l'ensemble des éléments de la forme @;m;[d;]. Un
résultat important, conjecturé par Langlands [46] et démontré par Jacquet—Shalika [40],
est que le quadruplet (k,(n;),(d;), (m;)) qui définit un élément de Xar(SL,) est unique
a permutation pres des triplets (n;,d;,m;). Avec ce formalisme, la conjecture d’Arthur—
Langlands se formule comme suit :
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Conjecture 1.15. Soient G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z, et r :
G — SL,, une C-représentation. Si w € Hgisc(G), alors ¥(m,r) € Xar(SLy,).

Cette conjecture a fait ’'objet de travaux de nombreux auteurs : Arthur [4], Langlands,
Kottwitz, Shelstad [70] [71] [72], Waldspurger [81] [82] [58] [44], Ngb [60], Laumon, Chau-
douard [14] [15], Moeglin, Mezo [56] [57]), culminant par les travaux récents d’Arthur et
Waldspurger.

Le théoreme suivant est le point de départ de nos travaux. Sa démonstration est due a
Taibi [76], dont les résultats reposent sur les travaux d’Arthur [4], ainsi que ceux de Kaletha
[41] et Arancibia—Moeglin—Renard [2].

Théoréme 1.16. La conjecture d’Arthur—Langlands est vraie pour G = SO,, et r la repré-
sentation standard.

De cette conjecture et de ce théoreme, on fait notamment deux constatations. D’une
part, la conjecture d’Arthur—Langlands permet de voir les parametres de Satake des repré-
sentations 7 € [, Ileusp (PGLyy,) comme les éléments fondamentaux pour la compréhension
des ensembles Il4isc(G), pour G un schéma en groupe de type fini semi-simple sur Z quel-
conque.

D’autre part, le théoreme ci-dessus nous dit que ’étude des éléments de g5 (SO;,) nous
donne des informations sur ces mémes parametres de Satake. C’est déja cette constatation
qui avait servi aux travaux de Chenevier-Renard [19] afin de déterminer les parametres
standards des représentations automorphes algébriques des groupes SO7, SOg ou SOg.

Ces constatations ont été les principales motivations de ma these, qui est composée des
articles suivants :

— Traces des opérateurs de Hecke sur les espaces de formes automorphes de SOz, SOg

ou SOg en niveau 1 et poids arbitraire, [48], arXiv :1604.01914.
— Calcul des opérateurs de Hecke sur les classes d’isomorphisme de réseaux pairs de
déterminant 2 en dimension 23 et 25, [49], arXiv :1607.03613.

On présente dans la suite de cette introduction les méthodes développées dans ces ar-
ticles, ainsi que les principaux résultats. Notons au passage que les chapitres 2 et 3 se com-
posent de ces mémes articles tels qu’ils ont été soumis a publication. 11 y aura donc dans
ce texte de nombreuses redondances, principalement dans les introductions et les parties
préliminaires de ces articles.

Les résultats obtenus dans cette thése ont également servi a la rédaction de 'article
Fisenstein congruences for SO(4,3), SO(4,4), spinor and triple product L-values, [5], arXiv :
1605.00819, co-écrit avec Neil Dummigan et Jonas Bergstrom et récemment accepté au
journal Ezxperimental Mathematics, mais qu’on a choisi de ne pas présenter ici.

1.3 Résultats obtenus

1.3.1 Traces des opérateurs de Hecke sur les espaces de formes auto-
morphes de SO7, SOg ou SOy en niveau 1 et poids arbitraire

Dans cet article, nous développons une méthode algorithmique pour déterminer des
informations sur les parametres de Satake des représentations automorphes des groupes li-
néaires découvertes par Chenevier-Renard dans [19].

Notre point de départ est I’étude des espaces de formes automorphes pour SO,,, définis
comme suit. Si l'on se donne (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R) sur
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C, alors I'espace des formes automorphes de poids W pour SO, est ’espace vectoriel de
dimension finie :

Mw (SOn) ={f : Ln = W [ (VL € L)(Vy € SOu(R)) f(v- L) = p(y) - F(L)}.

Dans la suite, nous expliquerons plus en détail comment des éléments bien choisis de
M (SO,,) permettent de construire des éléments de Ilgis.(SOy,). En particulier, nous ex-
pliquerons le lien entre les opérateurs de Hecke agissant sur une forme automorphe et les
parametres de Satake de la représentation engendrée.

D’autre part, on peut voir un élément f € My (SO,,) comme une application Z[L,] —
W. L’opérateur de Hecke T 4 agit sur L,,, et a donc une action a droite sur f bien définie.
Concretement, I’action de T 4 sur f est donnée par ’égalité :

(VL€ L,) Ta(N(L) = >,  fL).
L' A-voisin de L
Un point tres utile pour nous est que les opérateurs T 4 ainsi définis sur un espace
M (SO,,) donné sont codiagonalisables (c’est-a-dire qu’il existe une base de My (SO,,)
constituée de vecteurs propres communs a tous les opérateurs Ty).

Le premier but de notre travail est de déterminer, pour A donné et n € {7,8,9} fixé,
les quantités Tr (T 4| My (SO,,)) pour des représentations W de SO, (R) irréductibles arbi-
traires.

Pour de telles valeurs de n, on a |X,| = 1. Si l'on se donne Ly € L,, nous noterons
SO(Lg) = {7y € SO, (R) | vLo = Lo} et WSOWo) = {4, ¢ W | (Vy € SO(Ly)) p(7)(v) = v}.
A Lo fixé, on dispose d’un isomorphisme My (SO,,) ~ WSO(Lo) grice auquel on déduit la
proposition suivante :

Proposition 1.17. Soient n € {7,8,9}, et Ly € L,,. On note V z(Lg) l’ensemble des A-
voisins de Lg. Le groupe SO(Lg) agit naturellement sur Va(Lo), et on note V; les orbites
de cette action, en se donnant pour chaque j un élément g; € SO, (R) tel que gj - Ly € V;
(qui existe bien comme | X,| =1). Alors on a l’égalité :

1
Tr (T 4| Mw (SO,)) = 1SO(Lo)| z]: Wj‘yes%%L )Tl" (vg;1W)

On dispose d’'un énoncé plus général pour n quelconque. Cependant, la complexité al-
gorithmique du calcul de cette formule pour n > 15 a rendu inenvisageable de la mettre en
application avec les ressources informatiques dont nous disposions.

On donne dans [50] des tables des valeurs de Tr (T 4| My (SOy,)), pour différents A et
W selon les valeurs de n. On a les théorémes suivants :

Théoréme 1.18. Soient A l'un des groupes (Z/2Z)" (i < 3), (Z/pZ) (p < 67 premier)
ou Z/qZ (q € {4,9,25,27}), et A = (a,b,¢) (13 > a > b > ¢ > 0) un poids dominant de
SO7(R). On note Vy la représentation irréductible de SO7(R) de plus haut poids . Alors
les quantités :

(2a + 5,20 + 3,2¢ + 1, |A|*Tr (T 4| My, (SO7)))

sont données par les tables de [50].

Théoréme 1.19. Soient A l'un des groupes (Z/2Z)" (i < 4) ou (Z/pZ) (p < 23 premier),
et A= (a,b,¢c,d) (12>a>b>c>d>0) un poids dominant de SOg(R). On note Vy la
représentation irréductible de SOg(R) de plus haut poids \. Alors les quantités :

(2a + 6,2b+ 4, 2¢ + 2, 2d, | A|*Tr (T 4| My, (SOg)))
sont données par les tables de [50].
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Théoréme 1.20. Soient A le groupe (Z/pZ) (p < 13 premier), et A = (a,b,c,d) (12> a >
b>c>d>0)un poids dominant de SOg(R). On note Vy la représentation irréductible de
SOg(R) de plus haut poids X. Alors les quantités :

(2a+7,2b+5,2c + 3, 2d + 1, | A[*Tr (T 4] My, (SO9)))
sont données par les tables de [50].

Dans les théoréemes précédents, nous préférons faire apparaitre le vecteur (2a + 5,2b +
3,2c + 1) (resp. (2a +6,...),(2a + 7,...)) plutdt que (a,b,c), qui est pourtant d’appa-
rence plus simple. C’était un choix déja fait par Chenevier-Renard dans [19] (et dans les
tables résultant de leurs travaux). La raison de ce choix est que ce vecteur donne les valeurs
propres (dans la représentation standard) du caractére infinitésimal de V), et donc des re-
présentations automorphes engendrées par les éléments de My, (SOy,). Si m € Ilgisc(SOy)
est engendrée par un élément de My, (SO,,) propre pour tous les Ty, c’est ce caractere
infinitésimal qui est pertinent pour tenter de deviner I’élément de Xa1,(SLy,) défini par ¢(7),
suivant la conjecture d’Arthur-Langlands.

La quantité Trace (T 4| My, (SO,,)) nous donne des informations sur les valeurs propres
de l'opérateur T 4 sur My, (SO,) : ce sont ces mémes valeurs propres qui nous intéressent
pour déterminer des informations sur les parametres de Satake d’éléments de 7 € Ilgisc(SOy,),
a l'aide des propositions suivantes (découlant de [18, Ch. VI, Lemme 2.7] et [36]) :

Proposition 1.21. Soient A = (m1, ma, m3) un poids dominant de SO7(R), et f € My, (SO7)
une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant A4 la valeur propre de f
associée a lopérateur T 4. Alors f engendre une représentation m € Ilgisc(SO7) dont les
parametres de Satake vérifient les propriétés suivantes.

Les wvaleurs propres du caractere infinitésimal coo(m) dans la représentation standard
sont les +=(m; + % —1), pouri=1,...,3.

Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake c,(m) vérifie les égalités :

(1) pgTrace (cp(m)|Vst) = Azyp 5
(ii) p*Trace (cp(m)|A?Vsy) = Az/p? + (p*+p*+1);

(vi1) p%Trace (cp(M)A3Vst) = Azypys + (07 + 1) Agyp.

Proposition 1.22. Soient A\ = (my,ma2, ms, mg) un poids dominant de SOg(R), et f €
My, (SOg) une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant s la valeur
propre de f associée a l'opérateur T 4. Alors f engendre une représentation m € Ilgise(SOs)
dont les parametres de Satake vérifient les propriétés suivantes.

Les wvaleurs propres du caractere infinitésimal coo(m) dans la représentation standard
sont les +=(m; +4 — 1), pouri=1,...,4.

Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake c,(m) vérifie les égalités :

() p*Trace (ep(m)[Vst) = Azyp s

(i) p°Trace ( )\AZVSt) = Az/p)? + (p*+2p2+1);
mz) p®Trace (cp )|A3V5t) = Az/p)® + (P> +p+1) Az/p s
(iv) (ep(m)

pOTrace (¢p(m)|A*Vst) = Az/pyr +2 Azype +2 (0" + 0% +1).

Proposition 1.23. Soient A = (my, ma, m3,my) un poids dominant de SO9(R), et f €
My, (SOg) une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant Aa la valeur
propre de f associée a l'opérateur T 4. Alors f engendre une représentation m € gisc(SO9)
dont les parameétres de Satake vérifient les propriétés suivantes.
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Les wvaleurs propres du caractere infinitésimal coo(m) dans la représentation standard
sont les +=(m; + % —i), pouri=1,...,4.
Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake c,(m) vérifie les égalités :

(i) p2Trace (¢p(m)|Ver) = Azyp ;
(i1) p®Trace (cp(m)|A*Vsi) = Nzypy2 + (0% + ' +p* +1);
(7i7) p%) Trace (cp(7r)|A3VSt) = Az/p)® + (p*+p*+p+1) Az/p 5
(iv) pSTrace (cp(w)\A‘lVSt) = A\z/p)t + (p?+1) Az/py2 + PP+ pS+2pt+p?+1).

Dans [19, Ch. 5,6,7], Chenevier et Renard ont déterminé les formes possibles des pa-
rametres standards des éléments de Ilg.(SO,,) pour n = 7,8,9. Grace a ces résultats, il
est possible de faire le lien entre les parametres de Satake des éléments de Igis.(SO,,) et
les parametres de Satake des éléments de Haﬁg(PGLm) qui ont été découverts dans [19].
Le fait qu'il s’agisse d’éléments de Haﬁg(PGLm) découle de [19, Lemma 2.23] : la condition
d’autodualité des m; fait partie des résultats d’Arthur, et la forme du caractere infinitésimal
de 7 impose que les m; soient algébriques. On développe en détail dans cet article la mé-
thode pour passer des parametres de Satake d'un élément m € Igis.(SO,) aux parametres
de Satake des éléments m; € Hi‘lg(PGLm) apparaissant dans le parametre standard de .
On obtient finalement les théorémes suivants :

Théoreme 1.24. Soient 25 > w1 > wq > w3 > 1 des entiers impairs, tels que I’ensemble I1
des éléments ™ € Hjlg(PGLg) dont les poids sont les £5+, £52, &5 est non vide. D’apres
[19, Table 7], ’ensemble 11 posséde alors un ou deuz éléments.

(i) Sill = {r} est un singleton, alors le polynome det (2“’1/2X Id — co(m) | Vi) € Z[X]
est donné par la table 2.2.
(13) Si on a |II| = 2, alors le polynome unitaire de degré 2 dont les racines sont les
2u1/2 . Trace(co(7)|Vsy) pour w € 11 est donné par la table 2.3.
(i43) Pour p < 53 un nombre premier impair, la quantité p©1/? . > rem Trace (cp(m)|Vsy) est
un entier, donné par les tables 2.4, 2.5 et 2.6.

Théoreme 1.25. Soient 25 > wy > we > w3 > wy > 1 des entiers impairs, tels que
Uensemble 11 des éléments w € Hi‘lg(PGLg) dont les poids sont les &5+, 5%, £, £ 5+ est
non vide.

Pour p < 7 un nombre premier impair, la quantité p©*/? - > e Trace (cp(m)|Vst) est un
entier, donné par la table 2.7.

Théoréme 1.26. Soient 26 > wy > wy > w3 > 2 des entiers pairs, tels que ’ensemble 11
des éléments € Hgflg(PGLﬁ dont les poids sont les &5+, =5, £5*,0 est non vide. D’apres
[19, Table 10], l’ensemble 11 posséde alors un seul élément.
(i) Le polynome det (2¥1/2X -1d — co(m) | Vi) € Z[X] pour 7 l'unique élément de 11 est
donné par la table 2.8.
(i1) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p**/? - Trace (c,(m)|Vsy) pour T
lunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.9.

Théoreme 1.27. Soient 26 > wy > wy > wsz > wy > 0 des entiers pairs, tels que l’ensemble
II des éléments 7 € Hjlg(PGLg) dont les poids sont les £, £, £%3 £9 est non vide.
D’aprés [19, Table 9], l'ensemble 11 posséde alors un seul élément.
(i) Le polynome det (291/2X -1d — co(m) | Vi) € Z[X] pour 7 lunique élément de 11 est
donné par la table 2.10.

(i7) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p*1/? - Trace (c,(m)|Vay) pour m

lunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.11.
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1.3.2 Calcul des opérateurs de Hecke sur les classes d’isomorphisme de
réseaux pairs de déterminant 2 en dimension 23 et 25

Dans cet article, nous déterminons de nombreux opérateurs de Hecke T ,,7, qu’on notera
plus simplement T, vus comme des éléments de End(Z[X,]), pour n = 23 ou 25. Ces
opérateurs sont définis par la formule Tp(f) = Y I/, la somme portant sur tous les p-
voisins L' de L.

Ces opérateurs de Hecke sont tout a fait reliés a ceux introduits précédemment sur les
espaces My (SO,,). En effet, lorsque W est la représentation triviale, I’espace My (SO,,)
s’identifie naturellement & l’ensemble des fonctions de X,, dans C, dont le dual est cano-
niquement C[X,]. On dispose alors d’une action naturelle des opérateurs de Hecke sur ce
dernier (qui préserve en fait Z[X,]) : c’est la formule donnée ci-dessus pour T,,.

Nos résultats nous permettront en particulier de déterminer des congruences faisant
intervenir des traces des parametres de Satake des représentations des groupes linéaires dé-
couvertes par Chenevier-Renard dans [19].

Notre point de départ est I’étude des systemes de racines associés aux éléments de Lo3
et Lo5, due a Niemeier [61] pour La3, et & Borcherds [7] pour L25. Comme annoncé au
théoreme 1.7, si 'on se donne n = 23 ou 25, et si L € L, la classe d’isomorphisme de R(L)
détermine entierement la classe L de L dans X,,.

Ce point permet d’élaborer un algorithme de complexité raisonnable qui calcule 'opéra-
teur Ty agissant sur Z[X,]. On utilise pour cela la construction des 2-voisins déja exposée
a la proposition-défintion 1.10 lorsque I'on a introduit les A-voisins.

On utilise ensuite le fait que, & n fixé, les opérateurs T, € End(Z[X,,]) sont codiago-
nalisables. En effet, on sait déja d’apres [18, Ch. VI] que ces endomorphismes commutent
deux a deux. Pour n = 23 ou 25, l'opérateur To que l'on a calculé a ses valeurs propres
deux-a-deux distinctes. Ceci conclut la codiagonalisation de tous les T, et nous donne aussi
une base de codiagonalisation (& savoir n’'importe quelle base de diagonalisation de T5).

Cela nous permet alors de déterminer de nombreux autres opérateurs T),. En effet,
comme on posséde une base de codiagonalisation des T, il suffit de connaitre la valeur
propre associée a chacun de ces vecteurs : celle-ci s’exprime a 'aide de la trace du p-éme
parametre de Langlands—Satake d'un élément de Ilcusp(SO,,) bien choisi. Plus précisément,
on a les propositions suivantes :

Proposition 1.28. Soit v € C[Xa3] un vecteur propre commun d tous les opérateurs de
Hecke T}, € End(C[X23]). On note \(p) la valeur propre associée a Tp. Alors il existe un
unique élément m € Iloysp(SO23) tel que, pour tout p premier :

A(p) = p’= Trace(cy(m)|Viy)-

Proposition 1.29. Soit v € C[Xa5] un vecteur propre commun a tous les opérateurs de
Hecke T}, € End(C[X25]). On note A(p) la valeur propre associée a Tp. Alors il existe un
unique élément m € Iloysp(SO25) tel que, pour tout p premier :

A(p) = p2 Trace(c(m)|Vr)-

Grace aux résultats de Chenevier-Lannes [18] et Chenevier-Renard [19], on connait I'ex-
pression des parametres standards de tous les éléments de Il¢ysp(SO23) et de Ieyusp(SO25) de
caractere infinitésimal trivial a 'aide d’éléments de [ | Hjlg(PGLm). Or, ces parametres

(PGL,,), avec m € {2,3,4,6}.

meN*

standards font intervenir exclusivement des éléments de Hjlg
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On a justement calculé les traces du p-éme parametre de Satake de tous ces éléments pour
p < 67 dans [48]. Dans [18], Chenevier et Lannes sont méme allés plus loin : ils ont pu
calculer la trace du p-éme parametre de Satake de tous les éléments de [, , Hjlg (PGL,,) qui
apparaissent dans les parametres standards des éléments de Ilys,(SO23) jusqu’a p = 113.

Ces résultats nous permettent de faire deux choses. Déja, ils permettent d’identifier, pour
chaque vecteur de codiagonalisation des T, 'élément de ILeysp(SO23) ou Ieusp(SO25) qui
lui est associé, en regardant la valeur propre pour T qu’on a calculée, et en la comparant
aux valeurs propres théoriques de Ts. Ensuite, on en déduit pour p < 113 (si n = 23) ou
p < 67 (si n = 25) la valeur propre pour T, associée & ce méme vecteur, ce qui nous donne
explicitement I'opérateur T,. On a ainsi le théoreme suivant :

Théoreme 1.30. Pour n = 23 et p < 113, ou pour n = 25 et p < 67, ’endomorphisme
T, € End(Z[X,]) est donné dans [53].

Le calcul de 'opérateur T), € End(Z[X},]) nous permet de déterminer le graphe de Kneser
K, (p) dont les sommets sont les éléments de X,,, et ot les sommets L, L’ sont adjacents si,
et seulement si, il existe des p-voisins L, L' € £,, d’images respectives L et L’ dans X,,.

L’étude des vecteurs propres et des valeurs propres de T, nous permet d’aller plus loin.
Grace aux inégalités de Ramanujan, on montre que, pour n = 23 (respectivement n = 25),
le graphe K, (p) est complet pour p > 23 (respectivement p > 67). C’est d’ailleurs par la
meéme méthode que Chenevier et Lannes avaient étudié dans [18] la complétude du graphe
de Kneser Kag(p).

On déduit de ces deux résultats le graphe K, (p) pour n = 23 ou 25 pour toute valeur
de p, ce qui nous donne notamment le théoreme suivant :

Théoréme 1.31. Soit p un nombre premier :
(i) Le graphe Kosz(p) est complet si, et seulement si, p > 23.
(1) Le graphe Kos(p) est complet si, et seulement si, p > 67.
A la maniére de Chenevier-Lannes [18], on peut aussi étudier les propriétés arithmétiques
sur les espaces propres de Ts. L’idée principale est d’exhiber une égalité “modulo m” entre
deux droites stables d; et do pour Ts. Les droites d; et ds constituent aussi des sous-espaces

propres pour chacun des T),. En notant \;(p), pour i = 1,2, la valeur propre de T}, associée
a d;, 'égalité précédente induira une congruence de la forme :

(Vp € P) M(p) = X2(p) mod m.

C’est déja de cette maniere que Chenevier et Lannes [18, Introduction, Théoréeme I
avaient démontré la conjecture de Harder [38]. Nos résultats permettent de redémontrer
cette congruence, et méme de 'améliorer (en remplacant le module de la congruence par
un de ses multiples). En suivant les notations du paragraphe 3.2.3, les congruences que 'on
démontre sont données dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.32. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :
(i) Dig,7(p) = Dig(p) + p°® + p'* mod 8712 ;
)) Da15(p) = Da1(p) + p® + p' mod 9840 ;
(i43) Da1,9(p) = (1 + p®) D15(p) mod 12696 ;
(iv) Da1,9(p) = Da1(p) + p°® + p*® mod 31200 ;
(v) Da2113(p) = (14 p*) Di7(p) mod 8736 ;
(vi) Do113(p) = Da1(p) + p* + p'™ mod 10920 ;

(i p
p
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(vii) Dazz(p) = (1+p®) Dis(p) mod 8972;
(viii) Dag135(p) = Daza3(p) + p° + p** mod 5472 ;
(iz) Dagis,7(p) = (14 p*) Dig(p) + p® + p'® mod 2184 ;
(z) D23157(p) = Daz7(p) + p* Dis(p) mod 5856 ;
(zi) Da317.9(p) = Daso(p) + p* Di7(p) mod 2976 ;
(xii) Da3193(p) = (1+p?) Da1(p) +p™ +p'? mod 7872;
ziii) Daz1911(p) = (1 + p?) Dai(p) + p°® + p'” mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (zi) et (ziii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ot le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.



Chapitre 2

Traces des opérateurs de Hecke sur
les espaces de formes automorphes
de SO7, SOg ou SOg en niveau 1 et
poids arbitraire

Résumé

Dans cet article, nous déterminons la trace de certains opérateurs de Hecke sur les espaces
de formes automorphes de niveau 1 et poids quelconque des groupes spéciaux orthogonaux
des réseaux euclidiens E7, Eg et Eg® A1. En utilisant la théorie d’Arthur, nous en déduisons
des informations sur les parametres de Satake des représentations automorphes des groupes
linéaires découvertes par Chenevier et Renard dans [19]. Nos résultats corroborent notam-
ment une conjecture de Bergstrom, Faber et van der Geer sur la fonction zéta de Hasse-Weil
de l'espace de module des courbes de genre 3 a 17 points marqués.

2.1 Introduction.

Donnons-nous n = 0, £1 mod 8 un entier positif, et plagons-nous dans ’espace euclidien
R™ muni de son produit scalaire usuel (x;) - (y;) = >, ;5. On définit £,, 'ensemble des
réseaux pairs L C R™ tels que det(L) = 1 si n est pair, et det(L) = 2 sinon. Le groupe
O, (R) a une action naturelle sur £, et on pose X;,, = O,(R) \ Ly,

On s’intéressera plus particulierement aux cas oun € {7,8,9}. Ces cas ont notamment la
propriété que X,, est réduit a un seul élément, a savoir respectivement la classe des “réseaux
de racines” E7, Eg et Eg @ A; dont les définitions sont rappelées au paragraphe 2.2.1.

Si on considere (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R) sur C, on définit
alors 'espace des formes automorphes de poids W pour SO,, comme :

My (SOn) :={f : Ln = W[ (Vy € SOn(R)) f(v- L) = p(v) - F(L)} .

C’est un espace vectoriel de dimension finie.
Soient A un groupe abélien fini, et Ly, Lo € L,,. On dit que L et Lo sont A-voisins si :
Ll/(Ll ﬂLg) ~ LQ/(Ll N LQ) ~ A

Si A = (Z/dZ)*, on parle de d,...,d-voisins (et de d-voisins si k = 1). Si p désigne un
nombre premier, et ¢ une puissance de p, alors il est facile de construire tous les ¢-voisins ou

21
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les p,...,p-voisins d'un L € £,, donné (comme rappelé aux proposition-définitions 2.2.18 et
2.2.17). Notons au passage que la construction des d-voisins (et plus particulierement des
g-voisins) d’un réseau L € L,, fixé fait intervenir 'ensemble Cr,(Z/dZ) des droites isotropes
de L/dL, ou on entend par droite isotrope un Z/dZ module libre de rang 1 sur lequel la
forme quadratique & valeur dans Z/dZ s’annule.

A la notion de A-voisins est associé un “opérateur de Hecke” T 4 sur chaque espace de
formes automorphes My (SO,,) défini par la formule :

(VL € L) (Vf € Mw(SOn)) Ta(f)(L)= > f(IL)

L’ A—voisin de L

Le premier but de notre travail est de déterminer la trace de T 4 sur les espaces My (SO,,)
pour toute représentation irréductible W de SO,, et n € {7,8,9}. Notre point de départ est
le suivant :

Proposition 2.1.1. Supposons que X,, est réduit ¢ un élément (c’est-a-dire que n < 9).
Soit Ly € Ly, et voisg(Lg) Uensemble de ses A-voisins. Le groupe SO(Lg) a une action
naturelle sur voisa(Lo). On note V; les orbites de cette action, et pour chaque j on choisit
un élément g; € SO, (R) tel que gj - Lo € V; (ce qui est toujours possible comme | X,| =1).
Alors on a l’égalité :

1
tr (TalMw(SOn)) = e [ D (Wil Y. tr(vglW)
SO(Lo)| | 5 eSO Lo)

Dans cet énoncé, on désigne par SO(L), pour L € L,, le sous-groupe des éléments
g € SO, (R) tels que gL = L, qui est un groupe fini. On dispose d’un énoncé analogue mais
plus technique, sans ’hypothese | X,,| = 1, détaillé au paragraphe 2.3.1.

Afin de calculer explicitement cette formule, nous devons déterminer les termes qui y
interviennent, ce qui fait I'objet des chapitres 2.4 et 2.5.

Au paragraphe 2.4.2 : on explique comment déterminer le groupe SO(Lg), qui est tres
proche du groupe de Weyl du systeme de racines associé a Lg.

Au paragraphe 2.4.3 : on donne un algorithme pour déterminer les orbites de vois4(Lg)
pour l'action de SO(Lg). On se restreint ici au cas ou A ~ Z/qZ pour g une puissance d’un
nombre premier impair. Notre algorithme nous retourne pour chaque orbite V; la quantité
|V;| ainsi quun élément x; € Cr(Z/qZ) dont le g-voisin associé Ly (x;) est dans orbite V;.

Au paragraphe 2.4.4 : on donne un algorithme qui, a partir d’une droite isotrope z; €
CrLo(Z/qZ), détermine une transformation g; € SO,(R) vérifiant : g;(Lo) = L{(x;). Ce
méme algorithme permet dans un cadre plus général de déterminer, a partir d’une famille
Z-génératrice d’'un réseau L, isomorphe & Lo, une isométrie transformant Lo en Lg,.

Enfin, les traces de la forme tr(y|WW) pour v € SO, (R) sont calculées au moyen de la
formule des caracteres de Weyl, ou plus exactement de sa version “dégénérée” étudiée dans
[16, Ch. 1] et dans [19, Ch. 2], rappelée ici au paragraphe 2.3.2.

Notre algorithme est d’autant plus long a exécuter que |A| et que n sont grands. C’est
pourquoi nous nous restreignons a n < 9 et méme a ¢ < 53 (pour n = 7), ¢ < 13 (pour
n=38)etq<7 (pourn=09).

Les cas ou A est un 2-groupe présentent certaines particularités. On les étudie au chapitre
2.5. Les orbites des (Z/27)*-voisins et des 4-voisins des réseaux E; et Eg sont étudiées au
paragraphe 2.5.1. On a notamment le résultat suivant :
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Proposition 2.1.2. Pour L = E7 ou L = Eg, pour 1 < i < 3, le groupe SO(L) agit
transitivement sur 'ensemble des (Z/27)'-voisins de L.

Pour L = E7 ou L = Eg, le groupe SO(L) agit transitivement sur l’ensemble des 4-voisins
de L.

Il y a deux orbites de 2,2,2,2-voisins de Eg pour l’action de SO(Eg), dont la réunion
est l'unique orbite des 2,2,2,2-voisins de Eg pour laction de O(Eg).

Au final, nous obtenons dans tous ces cas de tables des valeurs de tr(T 4| My (SO,,))
pour des représentations irréductibles W arbitraires. Certaines de ces valeurs sont dispo-
nibles dans [48].

Au chapitre 2.7, nous rappelons, en suivant Arthur [4] et Chenevier—Renard [19], com-
ment les formes automorphes pour SO,, étudiées ci-dessus sont “construites” a partir de
certaines représentations automorphes des groupes linéaires. Cela nous permet, par un pro-
cédé de “récurrence sur n” décrit au paragraphe 2.7.4, d’utiliser nos calculs pour déterminer
des parametres de Satake des représentations des groupes linéaires mises en jeu. Soyons plus
précis.

Soit n > 1 un entier. Soit Haﬁg(PGLn) l’ensemble des (classes d’isomorphisme de) repré-
sentations automorphes cuspidales de PGL,, sur Q ayant les propriétés suivantes :

(¢) mp est non ramifiée pour tout premier p,
(11) T est algébrique réguliere,
(i74) 7 est isomorphe & sa contragrédiente V.

Rappelons la signification de (ii). Suivant Harish-Chandra, 7, admet un caractere infi-
nitésimal, que ’on peut voir suivant Langlands comme une classe de conjugaison semisimple
dans M,,(C) ([45, §2]). La condition (ii) signifie que les valeurs propres de cette classe de
conjugaison sont de la forme A\; < Ay < --- < A\, avec \; € %Z et \; —\; € Z pour tout ¢, j.
Les A; sont appelés les poids de 7, et vérifient A,—;11 + A; = 0 pour 1 < i < n grace a la
condition (iii).

Rappelons enfin que si 7 € Haﬁg(PGLn) et si p est premier, alors suivant Langlands [45]
I'isomorphisme de Satake associe a m, une classe de conjugaison semisimple dans SLy,(C),
qui sera notée c,(m).

Dans leur travail [19], Chenevier et Renard ont déterminé pour n < 8 (et n # 7 en
général), le nombre d’éléments de Hilg (PGL,,) de poids donné. La question qui s’est posée, en
fait le but de notre travail, est d’étudier les parametres de Satake des ces représentations, du
moins pour les premiers poids pour lesquelles il en existe (auquel cas il y en a le plus souvent
seulement une ou deux). Soulignons que les résultats de [19] ne sont plus conditionnels, grace
notamment aux travaux récents de Waldspurger [82], Kaletha [41], Taibi [76] et Arancibia—
Moeglin-Renard [2].

Nous obtenons les résultats suivants. Les notations Ay, . w,, Aﬁ)h_”,wn, Al €6
A*fuh...,wn qui interviennent dans les tables 2.1 & 2.11 sont expliquées au paragraphe 2.7.3.

Théoréeme 2.1.3. Soient 25 > w1 > wg > w3 > 1 des entiers impairs, tels que l’ensemble
II des éléments w € Hi‘lg(PGLﬁ) dont les poids sont les £5+, £, +53 est non vide. D’apres
[19, Table 7], l’ensemble I1 posséde alors un ou deuz éléments.
(i) Sill={r} est un singleton, alors le polynome det (291/2X -1d — co() | Vi) € Z[X]
est donné par la table 2.2.
(13) Si on a |II| = 2, alors le polynome unitaire de degré 2 dont les racines sont les
2u1/2 . Trace(co(7)|Vsy) pour m € 1 est donné par la table 2.3.
(#3i) Pour p < 53 un nombre premier impair, la quantité p*1/2 . > rem Trace (cp(m)|Vsg) est
un entier, donné par les tables 2.4, 2.5 et 2.6.
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Théoréme 2.1.4. Soient 25 > wi; > wy > wg > wy > 1 des entiers impairs, tels que
Uensemble I1 des éléments w € H;ﬁg(PGLg) dont les poids sont les -, £, £5, £ 5+ est
non vide.

Pour p < 7 un nombre premier impair, la quantité p*t/? . > rem Trace (cp(m)|Vsy) est un

entier, donné par la table 2.7.

Théoreme 2.1.5. Soient 26 > w1 > wy > w3 > 2 des entiers pairs, tels que 'ensemble 11
des éléments m € H;'lg(PGIq) dont les poids sont les &5+, =5, £, 0 est non vide. D’apres
[19, Table 10], l’ensemble 11 posséde alors un seul élément.
(i) Le polynome det (2¥1/2X -1d — co(m) | Vi) € Z[X] pour 7 l'unique élément de 11 est
donné par la table 2.8.

(1) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p®/? . Trace (cp(m)|Vsy) pour
lUunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.9.

Théoreme 2.1.6. Soient 26 > w; > wy > w3z > wyg > 0 des entiers pairs, tels que
Uensemble I1 des éléments w € Haﬁg(PGLg) dont les poids sont les 55+, 5%, £5, £ 5+ est
non vide. D’aprés [19, Table 9], I’ensemble 11 posséde alors un seul élément.

(i) Le polynome det (2“’1/2X Id — co(m) | V) € Z[X] pour m lunique élément de 11 est
donné par la table 2.10.

(i3) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p“/? - Trace (cp(m)|Vss) pour
lUunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.11.

Pour 7 € Haﬁg(PGLn), si Pon pose Y1 ja;- X' = det (2w1/2X -Id — ca(m)|Vsy), alors les
a; vérifient : a,_; = 2("=20W1/2 .. et on n’a pas explicité tous les monomes des polynomes

donnés aux tables 2.2, 2.8 et 2.10.

Signalons que nous disposons de nombreuses indications que nos calculs finaux sont
corrects! Par exemple, notre méthode permet également de déterminer des parametres de
Satake de représentations associées a des formes modulaires classiques, ou de Siegel en
genre 2, cas ou ils étaient déja connus (par exemple par van der Geer [79] ou Chenevier—
Lannes [18]). Nous renvoyons au paragraphe 2.6.2 pour quelques exemples détaillés de ces
vérifications.

De plus, nous pouvons souvent calculer de différentes manieres un parametre de Satake
donné, et vérifier que les résultats sont bien les mémes. Signalons enfin que nos résultats
montrent que pour les trois représentations 7w de Heﬁg(PGLﬁ dont les poids sont de la forme
a+b>a>b>0>-b>—-a>—-a—>bavec a+b < 13 (voir les trois premieres
lignes de la table 2.8), alors le parametre de Satake ca(7) est conjugué a un élément de Ga,
conformément & une conjecture de [19] (voir la page 10 de 'introduction ainsi que la table
10).

Terminons par mentionner un lien entre ce travail et une conjecture de Bergstrom, Fa-
ber et van der Geer [31] sur la fonction zéta de Hasse-Weil de I'espace Mj,, de module des
courbes stables de genre 3 munies de n points marqués (qui est propre et lisse sur Z). En
effet, ces auteurs ont mis en évidence de maniere expérimentale 'existence de deux “motifs”
de poids 23 et de dimension 6 dans H23(/\/13717)7 et ont déterminé le polynéme caractéris-
tique de leur Frobenius en 2. D’autre part, Chenevier et Renard ont trouvé exactement 7
représentations m € Hjlg(PGLg) dont le plus grand poids est 2—23 (et aucune de plus grand
poids < %) Les calculs faits ici montrent que les polynémes caractéristiques des parametres
de Satake en p = 2 de deux des 7 représentations susmentionnées, a savoir celles de poids
:I:%, :i:%, :I:% et :l:%, :t%’, j:%, sont exactement ceux trouvés par Bergstrom, Faber et van
der Geer! Cela répond & une question que nous avaient posée ces auteurs.



2.1. INTRODUCTION. 25

Cet article a été écrit dans le cadre de ma these sous la direction de Gaétan Chenevier.
Je le remercie pour son aide ainsi que pour les choix qu’il m’a incité a prendre et qui ont
beaucoup contribué a mes résultats.



26 CHAPITRE 2. TRACES D’OPERATEURS DE HECKE.

2.2 Résultats préliminaires.

Dans toute la suite, on se place dans un espace euclidien V' de dimension n, muni de
son produit scalaire x -y, et on note ¢ : V. — R,z — %F la forme quadratique associée.
On considérera souvent le cas ou V' = R”, muni de sa structure euclidienne, avec pour base
canonique associée (€;)ieq1,..,n}- On notera alors (z;) - (y;) = >_; x;y; le produit scalaire

usuel.

2.2.1 Les réseaux de R".

Définition 2.2.1 (Réseaux entiers et pairs). Soit L C V un réseau. On dit que L est entier
St :
(Ve,y e L) x-y € Z.

Si l’on se donne un réseau L C 'V entier, il est dit pair si :
(Vx e L) x -z € 2Z.

Définition 2.2.2 (Dual et résidu d’un réseau). Soit L C V un réseau. On définit L* le dual
de L par :
F={yeV|Vzel)y zcZ}.

En particulier, L est entier si, et seulement si, L C L. Dans ce cas on définit le résidu
de L comme le quotient :
rés L = L*/L.

Ce quotient est muni d’une forme quadratique rés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z
appelée forme d’enlacement.

Définition 2.2.3 (Déterminant d’un réseau). Soit L un réseau entier. On note det(L) son
déterminant, qui est encore le déterminant de la matrice de Gram d’une base quelconque de
L. On a la relation bien connue :

det(L) = |rés L.

Définition 2.2.4 (Racines d'un réseau). Soit L C V un réseau entier. On définit I’ensemble
des racines de L comme l'ensemble R(L) (qui est fini, et éventuellement vide) :

R(Ly={z€e L |z -z=2}.

C’est un systéme de racines du R-espace vectoriel qu’il engendre au sens de [11, Ch. VI,
§1.1, Définition 1], ce qui justifie la terminologie (c’est méme un systéme de racines de type

ADE).

On reprend les notations de [11, Ch. VI, §1] pour les notions relatives aux systémes de
racines (systemes de racines, chambre et groupe de Weyl, longueur d’un élément du groupe
de Weyl, diagramme de Dynkin, etc.). On expose ici quelques notations et résultats qu’on
utilisera.

Proposition 2.2.5 (Les chambres de Weyl et les générateurs du groupe de Weyl). Soient
R un systéme de racines de V., W son groupe de Weyl, et C une chambre de R. Alors :
(i) Pour tout x € V, il existe un élément w € W tel que w(x) € C.
(i1) Pour toute chambre C', il existe un unique élément w € W tel que w(C") = C.

(1it) Le groupe W est engendré par l’ensemble des réflexions orthogonales par rapport aux
murs de C.
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Démonstration. voir [11, Ch. V, §3, Théoreme 1]. O

Le corollaire suivant est une conséquence du (i7) :

Corollaire 2.2.6. Soit R un systeme de racines, W son groupe de Weyl, C une chambre,
et p un élément de C. Alors :

(Vw,w" € W) w=uw" < w(p) =w'(p).

Proposition 2.2.7. Soient R un systéme de racines, W son groupe de Weyl, C une
chambre, et I : W — N la longueur associée a C. Soit h un mur de C, et s la symétrie
orthogonale associée. Si w € W, alors :

(1) l(sow) =1l(w)+1,
(i7) l(sow) > l(w) si, et seulement si, les chambres C et w(C) sont du méme coté de h.

Démonstration. Voir [11, Ch. V, §3, Théoreme 1 (ii)]. O

On adoptera les notations suivantes :

A, : On pose A, = {(z;) € Z"M| >, 2, = 0}. On a R(A,,) = {£(ei —¢j)|i # j}.

D,, : On pose D,, = {(z;) € Z"| Y, 2 = 0 mod 2}. On a R(Dy,) = {*e; £ejli # j}.

Eg : On pose Eg = Dg +Z - e, avec ¢ = %(1,...,1). On a R(Eg) = R(Dg) U
{(z) = 3(&1,...,+1)| [T, 2 > 0}.

E7: On pose Er = et NEg = {(z;) € Es|>;2i =0}. On a R(E7;) = et N R(Eg) =
R(A7) U {(z) = 3(£1,...,£1)| 3,2 = 0},

Proposition 2.2.8. Soient L un réseau entier, R = R(L) et W le groupe de Weyl de R.
On suppose que R est un systeme de racines de V' (en particulier, R engendre V comme
R-espace vectoriel). Soient D le diagramme de Dynkin associé a un ensemble de racines
simples {ai,...,an} et G le sous-groupe des permutations de {ai,...,a,} qui sont des
automorphismes de D. On pose A(R) (respectivement O(L)) le sous-groupe de O(V) des
éléments qui laissent stable R (respectivement L). On a les inclusions de groupes suivantes :

W cCcO(L) Cc A(R)~W x G.
De plus, si L est engendré Z-linéairement par R, on a l’égalité : O(L) = A(R).

Démonstration. Les inclusions W C O(L) et O(L) C A(R) viennent respectivement du fait
que L est un réseau entier, et que le groupe O(L) préserve I’ensemble R.

L’isomorphisme A(R) ~ W x G vient de [11, Ch. VI, §1, Proposition 16], comme R est
un systeme de racines de V.

Enfin, le cas ou L est engendré par R est évident. O

On précise dans le corollaire qui suit les cas que 1'on rencontrera le plus souvent, ou les
notations sont les mémes qu’a la proposition précédente.

Corollaire 2.2.9. Pour L=E7;, L=Eg ou L=Eg® Aj, ona : A(R)=0(L) =W.
Pour L=A,, (n>2) oupour L=D,, (n>5), on a G ~ Sy ~7Z/27Z. Pour L =Dy, on
a G ~ 83. Dans tous ces cas, on a : O(L) = A(R).

Démonstration. On vérifie dans un premier temps que tous ces réseaux sont bien engendrés
comme Z-modules par leurs racines. Il suffit ensuite de calculer le groupe G de la proposition
précédente, ce qui se fait facilement. Notons par exemple que ce groupe est trivial lorsque
le réseau L considéré est E7, Eg ou Eg @ A;. O
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2.2.2 Les formes automorphes et les opérateurs de Hecke.
Les formes automorphes.

Définition 2.2.10 (L’ensemble £,). Soit n = 0,+1 mod 8. On définit L,, comme l’ensemble
des réseauz pairs L C R™ tels que det(L) =1 si n est pair et det(L) = 2 sinon.

On rappelle que £, est non vide pour n = 0,£1 mod 8. Par exemple, suivant les nota-
tions précédentes, L,, contient :

— le réseau Egh?)/g @ E7sin=—-1mod 8&;

— le réseau Eg/g sin=0mod 8§;

— le réseau Eénil)/g ® A sin=1mod 8.

Donnons nous Ly € £, ’élément ci-dessus (selon la valeur de n). On définit O,, le schéma
en groupes affine sur Z associé a la forme quadratique Ly — Z, x — ¢(z). Il s’agit de l'objet
noté O, dans [18, Ch. II, §1]. On définit de méme SO,, C O,, (introduit aussi dans [18, Ch.
I1, §1)).

Pour faire court, on appellera dans la suite A-groupe un schéma en groupes affine sur A
et de type fini, de sorte que O,, et SO,, sont des Z-groupes (ce dernier étant méme réductif).

La définition générale de la théorie des formes automorphes s’y applique, et se réduit a
la définition suivante qui sera amplement suffisante pour nos besoin (voir par exemple [18,

Ch. IV, §3)).

Définition 2.2.11 (Les formes automorphes pour O,, et SO,,). Soit (W, p) une représenta-
tion de dimension finie sur C de O, (R). L’espace des formes automorphes de poids W pour
O,, est défini comme :

Mw (On) ={f : Ln = W|[(Vy € On(R)) f(v- L) = p(7) - f(L)} .

Pour W' une représentation de dimension finie de SO, (R) sur C, on définit de méme
Uespace Myy/(SOy,) des formes automorphes de poids W' pour SO,,.
Ces deuz espaces sont de dimension finie.

Les A-voisins.

Rappelons d’abord quelques définitions, présentes par exemple dans [18, Ch. II, §1], qui
nous seront utiles dans la suite.

Définition 2.2.12 (Espaces isotropes et lagrangiens). Soient m un entier, et C un Z/mZ-
module de type fini muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée b a valeurs dans
Z/mZ.

On dit alors qu’un sous-module I de C' est isotrope si 'on a b(z,y) = 0 pour tous
éléments x ety de I, c’est-a-dire si Uon o I C I+, ou I+ désigne l'orthogonal de I.

Si lon a Uégalité I = I+, alors on dira que I est un lagrangien de C. Etant donnés I et
J deux lagrangiens de C, ils seront dits transverses si I NJ = {0}.

Définition 2.2.13 (Module hyperbolique). Soient m un entier, et I un Z/mZ-module de
type fini. On note I* = Homy /,,7(1,Z/mZ) le dual de I.

On définit le module hyperbolique sur I, noté H(I), comme étant le Z/mZ-module I & I*
muni de la forme bilinéaire symétrique ((z,d), (y,v)) — ¥(x) + ¢(y).

En particulier, les sous-modules I et It de H(I) sont des lagrangiens transverses.

Rappelons de plus la définition des A-voisins :
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Proposition-Définition 2.2.14 (Les A-voisins). Soient A un groupe abélien fini, et Ly, Lo
deuz éléments de L,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le quotient Li/(Li N La) est isomorphe a A.
(13) Le quotient La/(L1 N Lg) est isomorphe a A.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que L1 et Lo sont A-voisins, ou que Lo est un
A-voisin de L.

Démonstration. voir [18, Ch. III, §1] et [18, Annexe B, §3] selon la parité de n. O

Dans le cas particulier ou A est de la forme Z/dZ, on parlera de d-voisin (et plus
généralement de d, ..., d-voisin si A = Z/dZ x --- x Z/dZ). Dans la suite, A désignera un
groupe abélien quelconque. On s’intéressera plus particulierement aux cas ou A est de la
forme Z/dZ (ou d € N*) ou de la forme Z/pZ x --- x Z/pZ (ou p est un nombre premier).

Le lemme technique suivant nous sera utile par la suite :

Lemme 2.2.15. Soient Ly et Ly deuxr A-voisins. On pose : M = Ly N Ly, Iy = Li/M,
Iy =Ly/M, et R= (LA nLY) /(LN Ly).
Les inclusions de Ly, Lo et Lji N Lﬁ2 dans M* induisent isomorphisme canonique de

groupes abéliens :
Ll ®R~rés M

De plus, laccouplement Iy x Iy — Q/Z induit par la forme d’enlacement de rés M est
non dégénéré. Pour cette forme, les sous-modules 11 & Iy et R sont orthogonaux, rés M est
canoniquement isomorphe a H(I1) @ rés L1 (et cet isomorphisme envoie R sur rés Li), et
I est un lagrangien de H(I1) transverse a I et orthogonal d rés L.

Démonstration. voir [18, Ch. III, §1, Proposition 1.1] et [18, Annexe B, §3, proposition 3.1]
selon la parité de n. O

L’utilisation que 'on fera des A-voisins nous impose de prendre un point de vue asy-
métrique : on souhaite déterminer, pour un réseau L fixé, I’ensemble de ses A-voisins. On
rappelle que la notation C,(Z/dZ) a été présentée en introduction. En tant que sous-groupes
de O(V), les groupes O(L) et SO(L) agissent naturellement sur ’ensemble C(Z/dZ) et sur
I’ensemble des A-voisins de L. La proposition suivante nous donne, selon les choix de A,
une paramétrisation des A-voisins d’un réseau L donné :

Proposition 2.2.16. Soit L € L,,.

(1) Si A = Z/dZ, alors l’ensemble des A-voisins de L est en bijection naturelle avec
Cr(Z/dZ).

(i1) St A= (Z/pZ)", alors ’ensemble des A-voisins L' de L est en bijection avec l’ensemble
des couples (X, 1), ot X est un espace totalement isotrope de L/pL de dimension r,
et I' un lagrangien de H(L/M) transverse a L/M (avec M I’image réciproque de X+
par L — L/pL, et L' image réciproque de I' par M* — rés M ).

Ces deux bijections sont détaillées dans les propositions-définitions 2.2.18 et 2.2.17 qui
suivent. De plus, elles commutent aux actions naturelles de O(L).

Démonstration. Pour le point (i) : la bijection entre les A-voisins de L et les points de
CL(Z/dZ) est détaillée dans [18, Ch.III, §1]. On montre & la proposition-définition 2.2.18
qu’elle commute bien aux actions de O(L) sur I’ensemble des A-voisins et sur C1,(Z/dZ) (en
donnant explicitement cette bijection).

Pour le point (i7) : on se donne L € L,, et L' un A-voisin de L, et on se place pour
simplifier dans le cas o n = 0 mod 8 (les autres cas se traitant de la méme maniere).
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Suivant les notations du lemme 2.2.15, on a R ~1és L =0. Onnote M = LNL', I =L/M
et I’ = L'/M. On pose aussi ¢ : L — L/pL la réduction modulo p dans L. On fait les
constatations suivantes :

— Du fait des inclusions pL’ € M C L, le Z/p-espace vectoriel X = ¢(pL’) a bien
un sens, et c’est méme un Z/p-espace vectoriel totalement isotrope de dimension r
dans L/pL. L’isotropie vient du fait que L’ est entier (donc I'image par ¢ de tous les
éléments de pL’ sont isotropes dans L/pL), et la dimension vient des isomorphismes
évidents : X ~ pL'/(pL NpL") ~ L'/M ~ A (ou le dernier isomorphisme provient du
fait que L et L’ sont des A-voisins).

— Notons que M et X satisfont bien & 1’égalité ¢(M) = X+. Comme M = LNL c L'
et que L' est entier, on déduit que : (Vo € pL')(Vy € M) x-y =0 mod p, et ainsi on a
déja I'inclusion ¢(M) C X+. L’égalité vient alors de 1’égalité des dimensions de ¢(M)
et de X+ (vus comme Z/p-espaces vectoriels). On a en effet : dimg/,¢(M) =n —r =
dimg/,¢(L) — dimg/, X = dimg, (X 1), L’inclusion pL C M nous permet de dire que
M est bien I'image réciproque de X+ = ¢(M) par ¢.

— D’apres le lemme 2.2.15, les Z/p-espaces vectoriels I et I’ sont deux lagrangiens trans-
verses de rés M ~ H(I). De plus, L' est entierement déterminé par le choix de M et
de I, puisque L' est 'image inverse de I’ par Papplication M*? — rés M.

D’apres ce qui précede, 'application L' — (X, I’) est bien définie et est injective (le
réseau L N L' étant I'image inverse de X+ par L — L/pL). 1l ne reste qu’a démontrer la
surjectivité de cette application, ce que nous ferons par un argument de cardinalité dans la
démonstration de la proposition-définition 2.2.17.

On vérifiera aussi dans la proposition-définition 2.2.17 que cette bijection commute bien
aux actions de O(L). O

Proposition-Définition 2.2.17 (La création des p,...,p-voisin). Soient L un réseau de
L, et A= (Z/pZ)". Soient X un espace totalement isotrope de L/pL de dimension r, et
(z;) une base de X. On considére une famille (v;), avec v; € L et v; = x; mod pL, qui
vérifie :

v; - v; = 0 mod 2p?,

v;-v; =0 mod p? pour i # j.

Alors le réseau L'((v;);) défini par :
M = {v € L|(Vi)v; - v = 0 mod p},
L' ((v)i) = M + ZZ%

est un A-voisin de L tel que M = LNL' ((v;);). Le réseau M ne dépend que du choiz de X,
et est égal & l'image réciproque de X+ par la projection L — L/pL.

De plus, une fois la famille (x;) choisie (et donc une fois le réseau M fizé), I’ensemble
des réseauzr L'((v;);) ainsi obtenus (qui ne dépendent que du choiz des relévements (v;))
décrit l’ensemble des A-voisins L' de L tels que LN L = M.

Le réseau L'((v;);) sera appelé le p, ..., p-voisin de L associé a la famille (v;).

Démonstration. Montrons d’abord que L’ est un A-voisin de L tel que M = LN L. Comme
la famille (x;) est Z/p-libre dans L/pL, on déduit déja que M = L N L'. Pour la méme
raison, I'image par L' — L'/M de la famille (v;/p) est Z/p-libre dans L'/M : par définition
de L', c’est une Z/p-base de L'/M, et on déduit que L'/M ~ A.

Il faut maintenant montrer que L' € L,,, c’est-a-dire que L’ est pair et que det(L) =
det(L’). Le premier point provient des congruences satisfaites par les v;-v; et de la définition
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de M. L’égalité det(L) = det(L’) vient du fait que 1'on a aussi L/M ~ A. En effet, comme
le produit scalaire est non dégénéré dans L/pL, on peut trouver une famille (u;) d’éléments
de L vérifiant :

{ui'azizl mod p,

u; - x; = 0 mod p pour ¢ # j.

L’image de la famille (u;) par L — L/M est une Z/p-base de L/M, et on a bien L/M ~ A.
Ainsi, L et L’ sont bien des A-voisins qui vérifient LN L' = M.

Montrons maintenant que tous les A-voisins L' de L tels que L N L' = M sont obtenus
de cette fagon. Cela conclura également la démonstration de la proposition 2.2.16 (ii). Nous
savons déja qu’il y en a au plus autant que de lagrangiens transverses a A dans H(A) : cela
découle en effet de l'injectivité de I'application L' — (X, I") démontrée ci-dessus. Il suffit
donc de construire autant de tels A-voisins qu’il y a de lagrangiens transverses a A dans
H(A) pour conclure. On rappelle au passage que ces lagrangiens sont en bijection avec les
formes alternées sur A : il y en a donc autant que de matrices antisymétriques a diagonale
nulle de taille r x r & coefficients dans Z/p (puisque A = (Z/pZ)" ici).

Reprenons les notations de la proposition. Soient (v;) et (v}) deux familles avec v;, v, € L
et v; = v, = x; mod pL qui vérifient les congruences :

vrvjzv;-v’zEOmodpQ pour @ # j.

{vi-vi:vg'v§:0m0d2p2,
J

On pose v, = v; + p - w;, avec w; € L. Les v} vérifient les congruences précédentes si, et
seulement si, les w; vérifient :

w; - x; = 0 mod p,
w; - xj +wj; - ; = 0 mod p pour i # j.

Enfin, les réseaux L'((v;);) et L'((v});) sont égaux si, et seulement si : (Vi) w; € M,
c’est-a-dire si, et seulement si :

(Vi,7) w; - z; = 0 mod p.

Ainsi, la matrice (w; - ; mod p) ;; est une matrice antisymétrique a diagonale nulle. De
plus, elle est nulle si, et seulement si, les réseaux L'((v;);) et L'((v});) sont égaux.

Il reste donc a montrer que toutes les matrices antisymétriques a diagonale nulle de
taille r x 7 et a coefficients dans Z/p peuvent étre ainsi obtenues, ce qui vient du fait que
le produit scalaire est non dégénéré dans L/pL. Au final, on déduit qu’il y a exactement
autant de A-voisins L' de L tels que LN L' = M que de lagrangiens de H(A) transverses a
A.

De méme que dans la démonstration de la proposition-définition 2.2.18, il est facile de
voir que, pour v € O(L), on a l’égalité : v(L'((vi)i)) = L' (y(v;);). On en déduit finalement
que la bijection entre les A-voisins de L et les couples de la forme (X, ), ot X est un espace
totalement isotrope de L/pL de dimension 7, et I un lagrangien de H(L/M) (avec M l'image
réciproque de X+ par L — L/pL) commute bien aux actions naturelles de O(L). O

Proposition-Définition 2.2.18 (La création des d-voisins). Soient L un réseau de L, et
d € N*. Si l'on se donne une droite isotrope x € Cr(Z/dZ), on peut lui associer le module
M, image inverse de x par I’homomorphisme L — L/dL. Choisissons enfin v € L, dont
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limage dans L/dL engendre x, et tel que v-v = 0 mod 2d?. Alors le réseau L'(z) défini
par :

L’(m):z-ngM

est un d-voisin de L qui ne dépend que du choiz de x.
De plus, Uapplication x — L'(x) est une bijection entre Cp,(Z/dZ) et ’ensemble Voisy(L)
des d-voisins de L.

Démonstration. La nature bijective de cette application est développée dans [18, Ch. III,
§1, Propositions 1.4 et 1.5]. Il suffit de vérifier que cette bijection commute aux actions
de O(L). Si 'on se donne v € O(L), alors v conserve 'orthogonalité ainsi que le produit
scalaire, et on a les implications suivantes :

M =t = (M) = (y(2))",
v-v=0mod 2d* = y(v) - y(v) = 0 mod 2d?,
(Vpld) v & pL = (Yp|d) »(v) ¢ pL.

Ainsi, on a I'égalité : v(L'(x)) = L' (y(z)). O

L’anneau des opérateurs de Hecke associé aux A-voisins.

On rappelle qu'on désigne ici par A-groupe un A-schéma en groupes affine et de type
fini. On donne ici quelques rappels classiques qui suivent la présentation et les notations de
[18, Ch. IV, §2].

Définition 2.2.19 (L’anneau des opérateurs de Hecke). Soit I' un groupe, et soit X un T'-
ensemble transitif. On définit 'anneau des opérateurs de Hecke de X comme le sous-anneau
H(X) C Endz(Z[X]) des endomorphismes commutant a l'action de I'.

Définition 2.2.20 (L’anneau de Hecke d’un @—groupe). Soit G un Z-groupe. Si l'on note
P l’ensemble des nombres premiers, on note 7 = HpGP L, et Ay = Q ® Z l'anneau des

adéles finis de Q. On définit alors le G(Ay)-ensemble : R(G) = G(Af)/G(i). L’anneau de

Hecke de G est alors défini comme :

ot G(Ay) joue le role de I' dans la définition précédente.

Proposition-Définition 2.2.21. On considére G' un Z,-groupe, et on garde les notations
précédentes. Pour p € P, on définit alors le G(Qp)-ensemble : R, (G) = G(Qp)/G(Zy). On
pose :

H,(G) = H(R,(G))

ou G(Qyp) joue le réle de T'.

On a un homomorphisme d’anneauz injectif canonique : H,(G) — H(G), et on verra
donc simplement H,(G) comme un sous-ensemble de H(G).

On a alors lisomorphisme suivant :

Q) H,(G) = H(G).

peEP

Démonstration. Voir [18, Ch. IV, §2.5]. O



2.3. LA FORMULE DE LA TRACE D’UN OPERATEUR DE HECKE 33

On s’intéressera aux cas ou G est le Z-groupe O, ou SO,, définis au paragraphe 2.2.2.
Dans ces cas, les anneaux H(G) sont décrits en détail dans [18, Ch.IV, §2], et on rappelle
ici quelques points importants pour nous.

Fixons G 'un des deux Z-groupes O, ou SO,,. On rappelle que G a été défini au moyen
d’un réseau Ly € L. On vérifie facilement que R(G) s’identifie naturellement a ’ensemble
{LeL,|LCLy®Q} (voir [18, Ch. IV, §1.2 et 4.4]).

On montre ensuite que I'application G(R) x R(G) — Ly, (g,L) — g~ 'L induit une
bijection :

G@\ (GR) x R(G)) = Ln,

d’apres [18, Ch. IV, §4.5].

L’action naturelle de H(G) sur Z[R(G)] induit une action naturelle de H(G) sur Z[L,]
(par endomorphismes G(R)-équivariants). Cette action est trés concréte. Par exemple, pour
tout groupe abélien fini A, on dispose d’un opérateur T 4 associé & la notion de A-voisin

(voir [18, Ch.IV, §2.6]) :

Définition 2.2.22 (Les opérateurs de Hecke sur les réseaux). Soit A un groupe abélien fini.
On dispose d’un opérateur de Hecke T4 € H(O,,) associé a A dont laction sur Z[L,)] est
définie par :
(VL € L) Ta(L) = > L
L’ A—voisin de L
De plus, Uinclusion SO, — O, identifie canoniquement H(O,) a un sous-anneau de
H(SO,,). L’opérateur T4 défini ci-dessus peut donc aussi étre vu comme un élément de

H(SO,).

Définition 2.2.23 (Les opérateurs de Hecke sur les formes automorphes). Soit f un élément
de My (SOy,). On peut voir f comme une application Z[L,]| — W, donc on peut faire agir
a droite lopérateur de Hecke T 4 sur f. L’action de T4 est donnée plus précisément par
l’égalité :

(YL Ln) Ta(HL)= > fL).

L’ A—voisin de L

2.3 Détermination d’une formule pour calculer la trace d’un
opérateur de Hecke.

Notre but est de calculer la trace des opérateurs de Hecke T4 agissant sur ’espace
My (SO,,) des formes automorphes de poids W, ot W est une représentation irréductible
de SO, (R).

2.3.1 La méthode utilisée.

Soient n = 0,+1 mod 8, et W une représentation de SO, (R).

On pose X,, = SO, (R)\ Ly, avec Ly, ..., Ly des représentants de chaque classe. Si I'on
se donne f € My (SO,,), alors chacun des f(L;) est un élément de W invariant par SO(L;)
(ot SO(L;) = {7 € SO, (R)|yL; = L;}). Pour i = 1,...h, on pose WSOUi) = {4, € W|(Vy €
SO(L;)) p(y)(v) = v} l'espace des éléments de W stables par l’action de SO( ;). On dispose
d’une application C-linéaire :

h
— [
—

On)
=1
f F(Li))iequ,..ny -
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Le lemme suivant est évident :
Lemme 2.3.1. Le morphisme ci-dessus est un isomorphisme.
La formule qui sera notre point de départ est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.3.2. Soient n > 1, (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R)
sur C, et A un groupe abélien fini. Pour tout i € {1,...,h}, on pose voisa(L;) l’ensemble
des A-voisins de L;, et V; le sous ensemble de voisa(L;) des A-voisins de L; isomorphes a
L;. L’ensemble V; est stable pour l'action de SO(L;). On peut donc écrire V; comme réunion
de ses orbites par l'action de SO(L;) :

Vi = [[80Li)gi;Li = [[Vis
JE€J; jeJ;

ot gi; € SO,(R), et Vs est Uorbite des A-voisins de L; pour Uaction de SO(L;) contenant
gi,jLi. On a légalité :

h
tr (Tl Mw(SOn)) = |SO A2 Vil Do r(hgigW)
i=1 = ~ESO(L;)
Démonstration. Soit i € {1,...,h}. On choisit une famille v; ;, d’éléments de SO,(R), et
a; ;, une famille d’éléments de {1,...,h} telles que I'on ait 1'écriture :
voisa(Li) = {VikLa,, | k € Ki},

ou K est un ensemble quelconque de méme cardinal que voisg(L;). Avec ces notations,

notons que 'on a ’égalité : V; = {%,kLai,k | ke Kjeta = 2}. Si f est dans My (SO,,),
on a alors :

Ta(N) L) = Y FEL)= D fOik La) = Y p0vik) - f(Lay).
Levoisa (L;) keK; keK;
Pour 1,4 € {1,...,h}, on définit les endomorphismes :
> p(irk) = tiy i, € End(W).

kGKil
@iy k=12

En particulier, u;, ;, satisfait wu;, ;, <WSO(LZ'1)> c WSOWi) et on a le diagramme com-

mutatif suivant :

h
My (80,,) —== [ w50t
i=1

Ta i(uh,iz)il,ige{l ..... h}

h
My (SO,,) — HWSO(Li)
i=1

Pour i € {1,...,h}, on définit les projecteurs p; € End(W) par :

1
Di = m'y Z p(7)-
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L’image de p; est WSOW4) | et Ker(p;) en est un supplémentaire dans W.
Dans le calcul de la trace qui nous intéresse, seuls les termes diagonaux (c’est-a-dire les
u;,;) interviendront. De plus, ils vérifient les égalités :

(ui,i opi)‘WSO(Li) = ui,i‘WSO(Li)
(uiﬂ' Opi)‘Ker(pi) =0

Et ainsi :
tr (g i [ WSOED) = tr(u,; 0 pi| W) = tr(pi o uii|W).

D’ou finalement :

h h
tr (Tal My (SO,)) = tr <<u“,m>we{1 ,,,,, wl [0 >=Ztr(ui,@-yws0@i>)
=1

=1

h h
1
;tr(mouiﬂW):; SO Z Z e (7 -y V)

keK; veSO(L;)
a; =1

h
Z \SO AWl D (v g W)

jed; v€SO(L;)

La derniére égalité vient de la constatation suivante. Si on se donne j € J;, et L}, L}, €
Vi; tels que L} = ¢g1L; et Ly = gaL;, alors on a 'égalité : Zveso(Li)tr (v-q|W) =

Zﬂ/eSO( St (- g2[W).
D’ou finalement le résultat cherché. O

Apres que ce travail a été effectué, Lassina Dembélé nous a fait remarqué qu’une formule
comparable avait déja été obtenue par Neil Dummigan dans l'article [29].

On peut regarder ce que devient cette formule lorsque A est trivial (c’est-a-dire lorsque
T4 est lidentité). Dans ce cas, pour tout i, on a 'égalité voiss(L;) = {L;} = V;, et la
formule précédente devient :

h
tr(Id| My (SO,,) Z O] ( 3 > tr(yW)
=1 ~yeSO(L;)
h
- Z (WSO (L >) — dim (M (SO,))
oit les égalités dim (WSOL)) = |SO Z Ly tr(v|W) sont des résultats classiques.
Lorsque h = 1, c’est-a-dire lorsque n = 7 n a les corollaires plus simples suivants :

Corollaire 2.3.3. On suppose que )Zn est réduit a un élément. Soient (W, p) une représen-
tation de SO, (R) de dimension finie, et Ly un élément de L. Soit (gj) € SO,(R) famille
finie telle que voisa(Lo) = [[SO(Lo) - g; - Lo = [[V;. Alors :

J J

tr(TA’MW(SO”))_|SO(1LO)\' Sl DD tr(vgw)
J

¥€S0(Lo)
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Corollaire 2.3.4. On suppose que )~(n est réduit a un élément. Soient (W, p) une représen-
tation de SO, (R), q une puissance d’un nombre premier p, A = 7Z/qZ, et Ly un élément de
Ly,. On considére la quadrique projective C = Cr,(Z/qZ). On rappelle qu’il existe une bijec-
tion entre voisa(Lg) et C' qui commute aux actions de SO(Lg) (voir proposition-définition
2.2.18). Pour tout élément x € C, on associe le q-voisin Ly (d’aprés la méthode expliquée
en proposition-définition 2.2.18), que l'on écrit Ly = g, - Lo, ot g € SO,(Q).

Le groupe spécial orthogonal SO(Lg) agit sur C. On considére Y un systéme de représen-
tants des orbites de C pour Uaction de SO(Ly), et pour y € Y on note Q, Uorbite associée.
Alors :

1
tr (TqlMw (SOn)) = e [ D11 DY tr(vgy W)
[SO(Lo) yey ~€SO(L;)

Les corollaires précédents réduisent le calcul de tr(T 4| M (SO,,)) aux calculs des quan-
tités suivantes :
— tr(g|W), o g € SO,(Q) et W une représentation irréductible de SO, (R), ce qui fait
l’'objet du paragraphe 2.3.2.
— les orbites de vois4(L;) pour 'action de SO(L;) (dont il suffit de connaitre un repré-
sentant et le cardinal), ce qui fait 'objet des chapitres 2.4 et 2.5.

2.3.2 Les poids dominants et la formule des caracteres de Weyl.

On reprend ici le raisonnement fait dans [16, Ch. 1] pour exprimer la version dégénérée
de la formule des caracteres de Weyl. Rappelons quelques notations utilisées dans cette
référence.

On se donne n > 1 et note G le groupe de Lie semi-simple connexe SO, (R), et g son
algebre de Lie. On pose pour simplifier m = [n/2]. On se place dans ’espace R muni de
son produit scalaire usuel, que ’on décompose en somme orthogonale :

m
@ P; si n est pair,

m
@ P, ® D si n est impair,
i=1

ou les P; sont des plans deux-a-deux orthogonaux de R”™ fixés, et D est 'unique droite
orthogonale a tous les P; lorsque n est impair.
On définit le tore maximal T' C G comme :

{g € G|(Vi) g(P;) C P; et det(g|p,) = 1} si n est pair,

{9 € G|(Vi) g(P;) C P;, det(g|p,) =1 et det(g|p) = 1} si n est impair,
de telle sorte qu’on a un isomorphisme naturel 7= [ [, SO(F;). Fixons une fois pour toute
des isomorphismes SO(L;) =~ S!, et donc I'isomorphisme T ~ (S!)™. On note (t1,...,tmn)
les éléments de T, pour t; € S’

On note @ le systeme de racines de (G, T), et W son groupe de Weyl. Par définition, ®
est un systeme de racines dans X ® R, ou X désigne le groupe abélien libre des morphismes
continus de groupe 7' — S!. On rappelle que ® est le sous-ensemble de X*(T) constitué des
caractéres non triviaux de 7' intervenant dans g ®@g C. On note de plus T C ® un systéme
de racines positives. Selon la parité de n, les ensembles ®, ®T peuvent étre choisis comme
étant les sous-ensemble suivants de R™ (muni de sa base canonique (e;);) :
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— sinest pair 0= {:I:e,-:l:ej}lgkjgm R ot = {ei:tej}lgi<j§m, et W = Sm X ({:l:l}m)o
(ot S, désigne le groupe des permutations d’un ensemble & m éléments, et ({4-1}7)°
le sous-groupe des éléments (g;) € {£1}™ tels que [[e; =1);

— si n est impair : & = {iei}lgigm U {:I:el- + ej}1§i<j§m , ot = {ei}lgigm U {62‘ +
ej}1§i<j§ma et W=S,, x {:f:l}m.

On fixe un produit scalaire (, ) sur X ® R invariant par ¥V. Un poids dominant de G est
un élément A € X tel que (A, a) > 0 pour tout élément o € . La théorie de Cartan—Weyl
définit une bijection canonique A — V) entre les poids dominants de G et les représentations
irréductibles de G a isomorphisme pres. Le poids dominant A est appelé le plus haut poids
de V. Si A € X et i € T, on pose t* = A(t).

Enfin, pour ¢t € T, on note M = Cg(t)° la composante neutre du centralisateur de t
dans G (en particulier, T est un tore maximal dans M, et ¢ € M). On associe & M les
sous-ensembles de @ et de W suivants :

of = {aedt|t* =1},

WM = {w e Ww(®],) c &}.

On note p et pys la demi-somme respectivement des éléments de ®* et de @L. On définit
enfin pour v € X @ R :

Py(v) = H (a(,v + p;\/[)
a7
ae@]\i[ pM
On a la proposition suivante d’apres [16, Ch. 1, Proposition 1.9] :
Proposition 2.3.5 (Version dégénérée de la formule des caracteres de Weyl). Soient A € X
un poids dominant, t € T et M = Cq(t)°. Alors le caractére de t sur la représentation Vy
de plus haut poids A est donné par :

S wewnt (w) - TP Py (w(X + p) — pur)
Haeqﬁ\@}”/[(l —t7)

XV (t) =

ot e : W — {£1} désigne la signature sur le groupe W.

Pour terminer ce paragraphe, expliquons comment utiliser concretement cette formule
pour 'application au calcul de la trace de T 4. On rappelle que dans cette formule inter-
viennent des éléments de la forme vg, € SO, (R), et on doit évaluer la quantité tr(yg,|W).

Au chapitre 2.4, on explique comment déterminer explicitement les yg,. La question est
donc la suivante : si on se donne g € SO, (R), comment trouver ¢t € T conjugué a g dans
SO, (R).

On calcule le déterminant det(XId — g), qui est de la forme :

(X -1y ﬁ(X — 1) (X — 1),
=1

et on pose t = (t1,...,tm) € T.

Si n est impair, g est conjugué a t, et le probleme est résolu : il suffit de déterminer des
t; satisfaisant 1’égalité précédente. C’est encore vrai lorsque n est pair et que 'un des ¢; vaut
+1.

En revanche, dans le cas général, on a seulement que g est conjugué dans SO, (R) a ¢ ou
at=(t1,...,tm—1,tm). On a la relation : tr(¢|W) = tr(t|IW°), ou la représentation (p°, W¢)
est définie par (g — p(cge™!), W), pour ¢ € O,(R)\ SO, (R). En terme de plus hauts poids,
ona: VY=1x, ot A= (A1,..., —Am) si A= (A1,. .., Adm).
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On peut donc calculer pour tout g € SO,(R) la quantité : tr(g|Vy) + tr(g|Vy), et donc
tr(TA|./\/lw(SOn)) + tr(TA‘MWc(SOn)).

Le lemme suivant montre qu’on a I’égalité : tr(T4|Mw (SO,,)) = tr(Ta|Mw<(SO,)), et
donc tr(Ta|Mw (SO,)) = tr(TA|MW(SO”))JFQtr(TAlMWC(SO”)).

Lemme 2.3.6. Soient s € O,(R) \ SO, (R), et W une représentation de SO, (R). L’appli-
cation f — (L — f(s(L))) induit une bijection C-linéaire My (SO,,) — My s(SO,,). Cette
bijection commute a l'opérateur de Hecke T 4 pour tout A.

Démonstration. Pour simplifier, on note ¢ 'application définie par (L) = f(s(L)). Pour
tout g € SO,(R), on a :

@(gL) = f(sgL) = f(sgs™' - sL) = p*(g)p(L).

L’application introduite dans le lemme est donc bien une application C-linéaire de My (SO,,)
dans Myys(SO,,). Elle est évidemment bijective, de réciproque f +— (L + f(s71L))).

On voit dans la définition des A-voisins que : s (voiss(L)) = voisa (s(L)), ce qui conclut
que 'application précédente commute bien & 'opérateur T 4. O

2.4 Algorithmes de calculs et résultats pour p impair.

Soient L un réseau pair de R", R = R(L) son ensemble de racines, et W son groupe
de Weyl. Pour les réseaux étudiés dans cette partie (& savoir E;7, Eg et Eg ® A1), R est
un systeme de racines qui engendre Z-linéairement le réseau L, et le groupe W est égal au
groupe O(L) (d’apres la proposition 2.2.8). On note W+ = SO(L) le sous-groupe de W des
éléments de déterminant 1.

On désigne par ¢ la puissance d’'un nombre premier p (dont la parité sera précisée lorsque
cela sera nécessaire).

2.4.1 Présentation des algorithmes de calculs.

Les algorithmes que 'on construit ci-dessous ont trois objectifs :
(7) Donner une description facile & manipuler du groupe de Weyl .

(i7) Regrouper les orbites de C(Z/qZ) pour I’action du groupe W™, et pour chaque orbite
donner un représentant et le cardinal de Iorbite.

(7i7) Pour chaque représentant d’une orbite trouvée a 1’étape (ii), expliciter le g-voisin
associé L' et une transformation g € SO, (R) telle que : L' = g(L).
Les parties (i) et (ii7) sont utilisées aussi bien pour le cas ot p = 2 que pour le cas ou
p est impair. La partie (ii) n’est utilisée que pour le cas ou p est impair (et on détaille au
chapitre 2.5 le cas ou p = 2).

2.4.2 La création du groupe de Weyl.
Principe utilisé.

On souhaite pouvoir utiliser dans nos algorithmes le groupe de Weyl de R. On cherche
un moyen de parcourir tout le groupe W rapidement et sans avoir a allouer une mémoire
trop conséquente.

On suppose donné I'ensemble R des racines du réseau L, ainsi qu’un systeme de racines
simples (v1,...,v,). On associe & ces racines simples les réflexions (si,...,sy), la chambre
de Weyl C dont les murs sont les hyperplans laissés stables par un des s;, p un élément
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quelconque de C, et [ : W — N la longueur associée a ces racines simples. Le groupe W est
engendré par les réflexions s;, et on suppose connu le cardinal de W.

On suppose aussi que ’on possede un sous-groupe W’ de W, dont les éléments sont facile
a expliciter, et dont on connait le cardinal. Pour tout élément w € W, on définit son image
dans le quotient W’ \ W comme l'ensemble : w = {yow | v € W'}. On suppose qu’il existe
une fonction ®,, suffisamment simple au sens algorithmique, définie sur W et a valeurs dans
un ensemble que 'on précisera, telle que :

(Vwy,we € W) wy = w3 < Op(wy) = Oy (w2).

L’algorithme expliqué ci-dessous nous donne un ensemble H,, de représentants du quo-
tient W'\ W (le cardinal de H,, étant connu, avec : |H,| = |W|/|W’]).

L’objectif final est de pouvoir écrire les éléments de W sous la forme wo h, pour w € W’
et h € Hy,.

Description de ’algorithme :

Pour créer notre ensemble H,,, on va construire une suite d’ensembles (S;) avec ) = Sy C
S1 C--- C S, = Hy, avec |S;| =14, et donc r = |H,| = [W|/|W'|. La construction des S; se
fait récursivement. On suppose que 'on a déja construit 'ensemble S; (avec 0 < i <r —1),
et on parcourt le groupe W en commencant par les éléments de plus petites longueurs. Pour
chaque élément w parcouru par notre algorithme, on regarde son image w € W'\ W :

—siw e {h|heS;} (cest-a-dire si ®,(w) € {®p(h) | h € S}) : on passe & 'élément

suivant dans W.

~siw ¢ {h|h € S} (cest-a-dire si @, (w) ¢ {®,(h) | h € S}) : on pose S;11 = S;U{w}.

On arréte notre algorithme lorsque 1’on a construit ’ensemble S,., et on pose H,, = S,.
L’ensemble H,, ainsi créé correspond & lensemble des représentants de W'\ W de plus pe-
tites longueurs.

Notre seul probleme est donc de parcourir W. Pour cela, on pose pour tout j € N :
W; ={w e W | l(w) = j}. On connait déja les ensembles Wy et W; (qui correspondent res-
pectivement a {id} et a {s; | i = 1,...,n}). On détermine récursivement tous les ensembles
W; grace a ’application :

W]’ x Wy, — W/vj;l U Wj+1
(w,8;) — sjow
dont I'image contient W; 1. Pour savoir si I'image d'un élément est bien dans W), on
utilise le lemme suivant (conséquence immédiate du (i) de la proposition 2.2.7) :

Lemme 2.4.1. Soient j € N, w € Wj eti€ {1,...,n}. Alors on a l’équivalence :
l(siow)=j4+1< (v;-w(p)) - (v;-p)>0.

Un élément de W;1 peut s’écrire de différentes manieres sous la forme sow (avec s € Wy
et w € Wj). Afin de ne pas parcourir plusieurs fois le méme élément de Wj,, on utilise le
corollaire 2.2.6 :

(Vwy, we € Wj)(Vsi,, siy € W1) 8, 0 w1 = 84, 0 wa & 85, 0wi(p) = S, 0 wa(p).

Concretement, si on écrit les éléments w de W; sous la forme w = s4; 0 -+ 0 54, pour
a = (a1,...,a5) € {1,...,n}, alors on gardera seulement 'écriture ol a est le plus petit
pour l'ordre lexicographique.

Afin de ne pas surcharger la mémoire allouée, et de limiter les calculs, on représentera
tout élément w € W; sous la forme d’un couple (a,v), ol a est de forme énoncée ci-dessus,
et v=w(p) € R™

On détaille cette méthode dans le cas de E7 et de Eg pour aider & mieux comprendre.
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Le cas de E-.

Dans la description faite de E7 au paragraphe 2.2.1, on constate que I'on a l’inclusion
A7 C E7. Le groupe des permutations Sg agit sur A7 et sur E; par permutation des coor-
données. On a en fait O(A7) = {£id} x Ss.

On note W’ = {#id} x Ss = O(A7) C W. L’ensemble W'\ W possede |W|/(2-8!) = 36
éléments (comme |W| = 219.3%.5.7, d’apres [11, Planche VI] par exemple). Le systeme de
racines simples que ’on choisit est donné par les v; avec :

v =1/2 (- 1,1,1,1, 1,-1,-1,1)
vy =1/2- (- 1,1,1, 1,1,1, 1)
vy =1/2-(1,— 1,1, 1,1,1, 1)
vi=1/2-(1, - “1,1)
vy =1/2-(=1,1 1,1,1, 1,1, 1)
ve=1/2-(1,1,— ~1,1,-1,1)
vr=1/2- (-1, 1,1,1,1,1, 1,-1)

L’élément p que l'on fixe est la demi-somme des racines positives associé a ce systeme
de racines simples, et est donné par :

2 p=1(29,21,13,5,—3,—11, —19, —35).

Il est par exemple facile de vérifier que p est bien un élément de la chambre C, en vérifiant
que le produit scalaire de p avec chacun des v; est strictement positif.

La fonction ®7 que 'on va utiliser est donnée par la proposition-définition évidente
suivante :

Proposition-Définition 2.4.2. Soit E ’ensemble des multi ensembles de R. On définit la
fonction ¢7 : R® — E par :

¢7 ((1)1, . ,’Ug)) = {{1)1, . ,’Ug}},

ot la notation {{...}} désigne ici un multi ensemble.
Si on se donne vi,vs € R®, on a Uéquivalence :

{w(v) | we W'} ={w(ve) | we W'} & ¢r(fv1) = dr(Lv2).
Ainsi, la fonction @7 : W — {{e1,e2} | e1,e2 € E} donnée par :

®7(w) = {¢7(w(p)), ¢7(—w(p))}
vérifie I’équivalence :
(le,’LUQ € W) w] = Wy & (1)7(101) = (1)7(102).
Notons s1,...,s7 les symétries orthogonales associées & v1,...,v7. On note [iy,...,1%;]

I'élément s;; o --- 0 s (avec la notation [ | pour id). Alors notre algorithme donne pour Hy
I’ensemble :

{[1, 1], 21, [3], [4], [5], [6], [7], [1, 2], [1, 4], [1, 5], [1,6], 1, 7] [2,3],12,6],[3,5],[3,6], 3,7, [4,6],
[4,7],[1,2,6],[1,4,6],[1,4,7],[2,3,6],[3,1,4], [4,2,3],[4,3,5],[5,4,6], [1,5,4,6], [3, 1,4, 6],
3,1,4,7],[4,2,3,6],[3,1,5,4,6],[5,4,2,3,6],[4,3,1, 5, 4 6], 2,4,3,1,5,4,6]}
Dans la suite, lorsque 'on utilisera le groupe W (E7), on écrira ses éléments grace a la
bijection :
Sg x {#id} x H; — W
(o,e,h) +— wcocoh.
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Le cas de Ex.

Dans la description de Eg faite au paragraphe 2.2.1, on constate que ’on a I’inclusion
Dg C Eg. Le groupe Sg agit sur Dg et sur Eg par permutation des coordonnées. On a :
W(Dg) = Sg X ({i1}8)0, ou ({il}s)o désigne le groupe de matrices diagonales de Mg(Z)
de déterminant 1.

On note W’ = Sg x ({:i:l}g)0 = W (Dg) C W. L’ensemble W'\ W possede |W|/(27-8!) =
135 éléments (comme |W| = 2!4.35.52.7 d’apres [11, Planche VII] par exemple). On pose
enfin W” = Sg x {£1}® = O(Dg) D W’. Le systéme de racines simples que 1’on choisit est
donné par les v; avec :

— les v; pour i =1,...,7 sont les mémes que pour Er,

— le vecteur vg est : (0,0,0,0,0,0,1,1).

L’élément p choisi est encore la demi-somme des racines positives, et est donné par :

2p = (29,25,21,17,13,9,5, —3).

On prendra garde au fait que : W” ¢ W. Si on voit W comme un sous-ensemble de
O(V), alors les groupes W’ et W” ont une action bien définie sur W par composition &
gauche. Le lemme suivant donne la relation entre les orbites pour ces deux actions :

Lemme 2.4.3. Soient wi,wy € W. On a l’équivalence :
W' w =W wy & W w =W w,.

Démonstration. On procede directement par équivalences.
Soit d € O(V') dont la matrice est la matrice diagonale ayant —1 comme premier terme,
et 1 partout ailleurs. Alors on a : W’ = W' U (W' - d). Ainsi, on déduit :

-1 !

B wiow, €W
W"~w1:W”-w2(:>wlow21EW"<:> 2 1 , -
ouwiow, €W -d

Le cas wqy Vow, € W’ - d est impossible, car (W'-d)ynW = () et on a I’équivalence
cherchée. O

La fonction ®g que 'on va utiliser est donnée par la proposition-définition évidente
suivante :

Proposition-Définition 2.4.4. Soit E ’ensemble des multi ensembles de R. On définit la
fonction ¢g : R® — E par :

b8 ((v1,...,v8)) = {{v?,... ,vg}}.
Si on se donne vi,vs € R®, on a Uéquivalence :

{v(v1) [ v € W'} ={v(v2) | v € W'} & ¢s(v1) = ds(v2).
Ainsi, la fonction &g : W — E donnée par :
Og(w) = dg(w(p))
vérifie l’équivalence :

(le,wg S W) Wy =Wy & <I>8(w1) = <I>8(w2).
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Avec les mémes notations que pour E7, notre algorithme donne I’ensemble Hg suivant :

{01, (1 2], (31, (4, [51. (6], [71 [1, 2], 1, 4], [1, 5], [1, 6], [1, 7, (2, 3], [2, 5], [2, 6], [2, 7], [3, 5], [3, 6], [3, 7], 4, 6],
[4,7],[5,7],[8,7],[1,2,5],[1,2,6},[ ,2,7),[1,4,6],[1,4,7),[1,5,7],[1,8,7],[2,3,5,[2,3,6].[2,3,7,[2,5,7],

2,8,7],[3,1,4],[3,5,7),[3,8, 7], [4, 2,3, [4,2,5], 4,3, 5], [4, 8 7] [5,4,6],[5,8,7],[6,5,7),[1,2,5,7],
1,2,8,7],[1,4,2,5],[1,4,8,7],[1,5, 4 ,6],[1,5,8,7],[1,6,5,7],[2,3,5,7],[2,3,8,7],[2,5,8,7], [2,6,5, 7],
3,1,4,6],(3,1,4,7],[3,5,8,7),[3,6,5,7], [4,2,3,6],[4,2,3,7],[4,2,5,7], [4,3,5,7], [6,5,8, 7], [1,2,5,8, 7],
1,2,6,5,7],[1,4,2,5,7],[1,6,5,8,7],[2,3,5,8,7],[2,3,6,5,7,[2,6,5,8,7],[3,1,4,2,5], [3,1,4,8,7],
3,1,5,4,6],[3,6,5,8,7),[4,2,3,8,7],[4,2,5,8,7],[4,2,6,5,7],[4,3,5,8,7],[4,3,6,5,7], 5,4, 2, 3, 6],
7,6,5,8,7],[1,2,6,5,8,7],[1,4,2,5,8,7],[1,4,2,6,5,7],[1,7,6,5,8,7],[2,3,6,5,8,7],[2,7,6,5,8,7],
3,1,4,2,5,7],[3,7,6,5,8,7],[4,2,6,5,8,7],[4,3,1,5,4,6], [4,3,6,5,8,7], 5,4, 2,6,5,7], [5, 4, 3,6,5, 7],
[1,2,7,6,5,8,7],[1,4,2,6,5,8,7),[1,5,4,2,6,5,7],[2,3,7,6,5,8,7],[2,4,3,1,5,4,6], [3, 1,4, 2,5,8, 7],
3,1,4,2,6,5,7],[4,2,7,6,5,8,7],[4,3,7,6,5,8,7],5,4,2,6,5,8,7],[5,4,3,6,5,8,7],[1,4,2,7,6,5,8, 7],
[1,5,4,2,6,5,8,7),[3,1,4,2,6,5,8,7],[3,1,5,4,2,6,5,7], [5,4,2,7,6,5,8,7], [5,4,3,7,6,5,8, 7,
[1,5,4,2,7,6,5,8,7],[3,1,4,2,7,6,5,8,7],[3,1,5,4,2,6,5,8,7],[4,3, 1,5,4,2,6,5, 7], [6,5,4,2,7,6,5,8, 7],
[6,5,4,3,7,6,5,8,7],[1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[2,4,3,1,5,4,2,6,5,7],[3,1,5,4,2,7,6,5,8, 7,
[4,3,1,5,4,2,6,5,8,7],[2,4,3,1,5,4,2,6,5,8,7,[3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7),[4,3,1,5,4,2,7,6,5,8, 7,
2,4,3,1,5,4,2,7,6,5,8,7),[4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[2,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7],
5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7),[2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7], [4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7,
3,4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[1,3,4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7]}

Dans la suite, lorsque 'on utilisera le groupe W (Eg), on écrira ses éléments grace a la
bijection :
88 X ({ﬂ:l}g)o X Hg ;> w
(0,e,h) +— ocoecoh

2.4.3 La détermination des orbites de C[(Z/qZ) par ’action du groupe de
Weyl W et par W' pour ¢ une puissance de p premier impair.

Méthode utilisée.

On reprend les notations du corollaire 2.3.4. Soient n = 7,8 ou 9, L € L,,, ¢ une puissance
d’un nombre premier p impair, C' = CL(Z/qZ), et R I’ensemble des racines de L (qui est un
systéme de racines de R™). On note W le groupe de Weyl de R, et W’ un sous-groupe bien
choisi de W (que l'on précisera a chaque cas).

Notre algorithme effectue les étapes suivantes :

Premiére étape : on cherche les orbites de C' par I’action de W’. On donne pour chaque
orbite un représentant ainsi que le cardinal de ’orbite.

Deuxiéme étape : on rappelle que I’'on connait le sous-ensemble H,, C W des représentants
de W\ W de plus petites longueurs. On cherche les orbites de C' pour I'action de W en
faisant agir H, sur les représentants des orbites de C' pour l'action de W' choisis a la
premiere étape. On donne pour chaque orbite un représentant et son cardinal.

Troisiéme étape : on cherche les orbites de C pour l'action de W™. Ces orbites sont
obtenues grace aux orbites trouvées a la deuxieme étape. Par exemple, lorsque n =7 ou 9,
les orbites de C pour les actions de W et de W™ sont égales.

On présente en détail ces étapes dans les cas ou n = 7,8,9. Dans ces cas, le réseau L
désignera respectivement les réseaux Er, Fg et Eg @ Aj.

Dans la suite, si on se donne I' un groupe agissant sur un ensemble X, on note pour
x € X Porbite Op(z) de I’élément x sous I'action de T'.

On fixe enfin p un nombre premier impair, et on note par g une puissance de p.
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Le cas de E-.

Premiere étape :

On reprend la définition de E7 donnée au paragraphe 2.2.1.

Le nombre ¢ est impair, donc premier a |E7/A7| = 2. L’inclusion naturelle A; — E;
induit une bijection : A7/qA7 = E7/qE7.

D’autre part, la surjection Z3 Z—>xl Z est scindée de noyau A7, et on a l'isomorphisme
naturel :

A7/qA7 ~ {(1:1,...,3:8) S (Z/q)8 ‘ ZLL’Z :0}.

Au final, la quadrique Cg,(Z/qZ) s’identifie a ’ensemble des Z/q-droites Z/q-(z1, . . . , x3)
de (Z/q)® vérifiant : Y x; =Y 27 = 0.

Par construction, cette identification commute aux actions des groupes orthogonaux
considérés, celle de W' étant particulierement transparente. On a notamment les lemmes
suivants, dont la vérification est évidente :

Lemme 2.4.5. Soit © € Cg,(Z/qZ). Alors lorbite de x par Uaction de W' posséde un
élément x' = vecty gz (v) pour v € Er, ot v = (v1,...,v8) vérifie :

() vie{o... a1}
(i) v <. < wsg
(t7i) inf{v; | v; >0} =1

Lemme 2.4.6. Soient x,2' € Cg.(Z/q7Z), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et x'.
Alors x et ' sont dans la méme orbite de Cg,(Z/qZ) pour Uaction de W' si, et seulement
8% :

(Fi € Z/qZ) ¢ (i-v) = 7 (V')

ot ¢7 désigne la fonction introduite au paragraphe précédent, et ot on a noté par v l'unique
élément de {1—;1, cen %}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : 78 —

(Z/qZ)®.

On aura ainsi pour chaque orbite cherchée un représentant. Le cardinal de l'orbite est
donné par le lemme suivant dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 2.4.7. Soit x € Cg,(Z/qZ) une droite isotrope, et v = (vi,...,v8) un générateur
de x. Alors le cardinal de l'orbite de x par l'action de W' est donné par :
8!
card (O (7)) = — — — , B
i € Z/qZ | $1(T-0) = 7@} - [] (Hiefl...8 v =}
i€Z/qZ

Deuxiéme étape :

On possede ainsi pour chaque orbite de Cg,(Z/qZ) sous 'action de W’ un représentant
et le cardinal de D'orbite. Il suffit d’utiliser I’ensemble H7 construit au paragraphe 2.4.2 pour
savoir si des orbites différentes pour I'action de W’ sont dans la méme orbite pour 1’action
de W. Le lemme suivant se déduit facilement de la définition de I’ensemble H7 :

Lemme 2.4.8. Soient z,7" € Cg,(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et z'.
Alors x et &' sont sur la méme orbite de Cy,(Z/qZ) pour Uaction de W si, et seulement si :

(3i € Z/qZ)(3h € Hy) ¢7(i-v) = ¢7(h(v'))

ot les motations sont les mémes qu’aux lemmes précédents.
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Troisieme étape : Il n’y a rien a faire dans la troisieme étape du fait du lemme suivant :

Lemme 2.4.9. Les orbites de Cg.(Z/qZ) pour laction de W sont exactement celles pour
Uaction de WT.

Démonstration. il suffit de constater que : —1 € W\ W™, et que —1 a une action triviale
sur les éléments de Cg.(Z/qZ). O

Le cas de Esg.

Premiere étape :

On reprend la définition de Eg donnée au paragraphe 2.2.1. On fait les mémes consta-
tations que pour le cas de E7 : le point clef est que ’on a I'inclusion naturelle Dg — Eg, et
que le nombre ¢ est premier a |Eg/Dg| = 2. Au final, la quadrique Cgg(Z/qZ) s’identifie a
I'ensemble des Z/g-droites Z/q - (x1,- -+ ,xs) de (Z/q)®) vérifiant : 3 22 = 0.

Par construction, cette identification commute aux actions des groupes orthogonaux
considérés. Cependant, I'action de W’ = Sg x ({#1})° n’est pas agréable. On considére
plutot le groupe W” = Sg x {£1}®, dont I’action est bien définie. On a notamment les
lemmes suivants, dont la vérification est évidente :

Lemme 2.4.10. Soit x € Cgy(Z/qZ). Alors l'orbite de x par Uaction de W" posséde un
élément x' = vecty gz (v) pour v € Eg, ot v = (v1,...,v8) vérifie :

(Z) Uie{ov"‘7(q_1)/2}
(ii) v1<---< g
(797) inf{v; | v; >0} =1

Pour savoir si deux droites de Cg,(Z/qZ) correspondent a une méme orbite pour ’action
de W”, on utilise le lemme suivant dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 2.4.11. Soient x,2' € Cgy(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de = et z'.
Alors x et 2’ sont dans la méme orbite de Cpy(Z/qZ) pour Uaction de W si, et seulement
St :

(3i € Z/qZ) ¢3(i-v) = ¢s(V')

ot ¢g est la fonction introduite au paragraphe précédent, et ot on a noté par v l'unique

élément de {1—;1, e %}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : Z8 —

(Z/qZ)®.

On aura ainsi pour chaque orbite pour l'action de W un représentant. Le cardinal de
I'orbite est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.4.12. Soit x € Cgy(Z/qZ) une droite isotrope, et v = (vi,...,v8) un générateur
de x. Alors le cardinal de l'orbite de x par l'action de W' est donné par :

981718} | v=0)] . gy
i € 2/aZ | 6s(i0) = os@ - [ (€ (18 [ =i}

i€Z/qZ

card (O (x)) =

Enfin, le lien entre les orbites de Cr,(Z/qZ) pour les actions de W” et de W’ est donné
par le lemme suivant :
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Lemme 2.4.13. On définit la fonction signe, : (Z/qZ)® — {—1,0,1} par :

8
signe, (v1,...,v8) = HEZ',
i=1

avec :
—1siv;e{(¢+1)/2,...,q—1}.

g, =< 0siv;, =0.

lsivie{l,...,(¢—1)/2}.

Alors siv,v' € (Z/qZ)® vérifient Oyn(v) = Own(v'), on a Uéquivalence :
O (v) = Oy (V') & signe, (v) = signe, (v').

Démonstration. Soient v,v' € (Z/qZ)8. On suppose pour simplifier que les images des coor-
données de v et de v’ dans {0,...,q— 1}® sont rangées par ordre croissant (ce qui ne change
rien & la généralité du probléme, comme Sg C W/ C W”).
On constate que la fonction signe, est invariante par 'action de W' ce qui donne déja
I'implication :
O (v) = Oy (v') = signe, (v) = signe, (v').

En reprenant I’élément d introduit a la démonstration du lemme 2.4.3, on utilise I’écriture
W" =W"U (W' od) et 'égalité signe,(d(v)) = —signe,(v). On a ainsi deux possibilités :

—si v = 0 : alors on a d(v) = v, donc Oy (v) = Ow(v) = O (V'), et signe,(v) =
signe, (v') = 0.

— si v1 # 0 : alors on a signe, (d(v)) # signe,(v). Ainsi on peut écrire I'union disjointe :
Owr(v) = O (v) U O (d(v)). Comme v' € Own(v), alors on a v/ € Oy (v) ou
Ow(d(v)). Comme la fonction signe, est constante sur les orbites de W', on déduit
que :

Ow:(v) = Oy (v') & o' € Oy (v) < signe, (v) = signe, (v').

D’ou le résultat cherché. O

Le lemme suivant se déduit alors facilement :

Lemme 2.4.14. Soit O une orbite de Cyy(Z/qZ) pour laction de W”. Alors O correspond
a une ou deux orbites pour l'action de W'.

S’il existe (v1, ..., v8) € (Z/qL)® avec & = vecty gz (v1,...,v8) € O tel que signe,(v) = 0,
alors O ne correspond qu’a une seule orbite pour laction de W'.

S’il n’existe pas de tel élément, alors O sera la réunion de deuz orbites OF et O~ pour
Uaction de W'. Si l’'on se donne v = Vectz/qz(vl, ...,v8) € O quelconque, alors O et O~
peuvent étre définies par :

vecty gz (v1, ..., v8) € o*
vecty gz (—v1, ..., vs) € 07
card(O1) = card(O ™) = ca,rc;(O)

Deuxieme étape :

On possede ainsi pour chaque orbite de Cgy(Z/qZ) sous I'action de W’ un représentant
et le cardinal de 'orbite. Il suffit d’utiliser I’ensemble Hg construit au paragraphe 2.4.2 pour
savoir si des orbites différentes pour I'action de W’ sont dans la méme orbite pour 1’action
de W. Le lemme suivant se déduit facilement de la définition de ’ensemble Hyg :
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Lemme 2.4.15. Soient x,2' € Cgy(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et z'.
Alors x et 2 sont sur la méme orbite de Cry(Z/qZ) pour Uaction de W si, et seulement si :

¢s(i-v) = pg(h(v))

(3i € Z/qZ)(3h € Hs) {signeq(i +v) = signe, (h(v"))

ot les motations sont les mémes qu’aux lemmes précédents.

Troisiéme étape : Les orbites de Cgy(Z/qZ) pour W et pour W sont en général
différentes. Soit 112 € Sg N (W \ WT) la transposition qui échange les deux premiéres
coordonnées : I’application définie sur W par composition a gauche par 71 2 est une involution
qui échange W et W\ W. Le lien entre les orbites de Cgy(Z/qZ) pour les actions de W
et de W se comprend par le lemme facile suivant :

Lemme 2.4.16. Soit O une orbite de Cgy(Z/qZ) pour laction de W. On pose v = (v1,...,vs)
tel que x = vectyqz(v) € O.

Alors O correspond o une seule orbite pour l'action de W si, et seulement si, un des
h(v) pour h € Hg posséde deux coordonnées égales ou opposées.

Dans le cas contraire, O est la réunion de deux orbites OF et O~ pour 'action de W.
Les orbites O" et O~ sont entierement déterminées par les relations :

vecty gz (v1, va, - .., V8) € ot
vecty /qz(v2,v1,. .. ,v8) € O
card(O)

card(OT) = card(0™) = 5

Le cas de Eg @ A;.

Premiere étape :

D’apres la définition introduite au paragraphe 2.2.1, on a A; = Z- (1, —1). On identifie
dans la suite Ay & Z par I'isomorphisme : (a, —a) € A; — a € Z. On note dans la suite par

(v,w) avec v € Eg et w € Z les éléments de Eg @ A;.
Les résultats pour Eg ® A se déduisent directement de ceux de Eg, grace I'isomorphisme

W(Eg) x W(A;) ~ W(Eg & A;) suivant :
W(Eg) X W(Al) = W(Eg D Al)
(71,72) = (v,w) = (71(v),72(w))) -

La forme bilinéaire symétrique (v, w) - (v/,w’) utilisée sur (Eg & A1) x (Es ® Aq) et la
forme quadratique ¢ associée sont données par :

(v,w) - (v, w') = (ZUZU;> +2-w-w
1 2 2
q(v,w) = 3 (Zvl> + w

ol on a pris v = (vy,...,v8) et v/ = (v{,...,v5) dans Eg et w,w’ € Z. Notons enfin que
W(A;1) = O(A) = {£id}.

On définit les groupes : W' = (88 X ({:l:l})0> x {£id} et W" = (8g x {£1}®) x {£1}.
On a les inclusions : W/ C W et W/ C W”.

Les lemmes suivants se déduisent directement des résultats obtenus pour Eg et sont donc
évidents :
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Lemme 2.4.17. Soit © € Cyypa,(Z/qZ). Alors lorbite de x par Uaction de W' posséde
un élément ¥’ = vecty,qz(v, w) pour (v,w) € Eg ® Ay, ot v = (vy,...,vs) vérifie :

) ve{0,...,(q—1)/2}
) w6{07-"a(q_1)/2}
(ZZZ) U1 S -"ﬁ'vg
) inf{v; | v; >0} =1

Lemme 2.4.18. Soient x,2’ € Cgy(Z/qZ), et (v,w), (v, w') € (Z/qZ)® x Z/qZ des géné-
rateurs de x et x'. Alors x et ¥’ sont dans la méme orbite de Cryaa, (Z/qZ) pour action
de W" si, et seulement si :

¢s(i-v) = pg(v)

2

(3i € Z/qZ) {

(i-w)? =

ot ¢g est la fonction définie au paragraphe précédent, et ot on a noté par v l'unique élément
de {12;q, - (";21}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : Z8 — (Z/q7Z)8.

Lemme 2.4.19. Soit © € Cgyga,(Z/qZ) une droite isotrope, et (v,w) = ((v1,...,v8),w)
un générateur de x. Alors le cardinal de l'orbite de x par l'action de W' est donné par :

card (O (x)) =
98—{je{L,...8} | v;=0}| . g|
i € Z/qZ | ¢s(i-v) = ¢s(@)}- [] (HjefLl,...8) | v =i}
28*|{j€Z{elz,{f} | v;=0}.81.9
i € Z/qZ | (¢5(i-0), (iw)?) = (¢s(@), w)}| - [] (Hje{Ll,...8} [ v =}

i€Z/qZ

stw=20

stw #0

Le lien entre les orbites de Cryga, (Z/gZ) pour Paction de W et pour W’ se comprend
exactement comme dans le cas de Eg. On trouve de la méme maniere que pour Eg les lemmes
faciles suivants :

Lemme 2.4.20. Si (v,w), (v',w') € (Z/qZ)® x Z/qZ vérifient Oy (v,w) = Oy (v, w'),
on a l'équivalence :

Ow:((v,w)) = O ((v',w')) < signe,(v) = signe, (v').

Lemme 2.4.21. Soit O une orbite de Crgapn, (Z/qZ) pour laction de W". Alors O corres-
pond & une ou deuzx orbites pour l'action de W’'.

S’il eziste v = (vy,...,v8) € (Z/qZL)® et w € Z/qZ avec x = vecty gz (v,w) € O tel que
v1 = 0, alors O ne correspond qu’a une seule orbite pour 'action de W'.

S’il n’existe pas de tel élément, alors O sera la réunion de deuz orbites O et O~ pour
Vaction de W'. On note x = vecty, ((v1,...,v8),w) € O, alors Ot et O~ peuvent étre
définies par :

vecty gz (vi, ..., v8) € OF.
vecty /g7 (—v1,...,v8) € 0.
card(0)

5

card(O") = card(0™) =
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Deuxieme étape :

On possede ainsi pour chaque orbite de Crgaa, (Z/qZ) sous I'action de W’ un représen-
tant et le cardinal de l'orbite. On utilise la méme méthode que pour Eg pour savoir si des
orbites différentes pour I’action de W’ correspondent & la méme orbite pour I'action de W.
Concretement, on utilise le lemme suivant qui se déduit immédiatement de la définition de
Hg :

Lemme 2.4.22. Soient v, € Crypa,(Z/qZ), et (v,w), (v, w') € (Z/qZ)® x Z/qZ des
générateurs de x et x'. Alors x et x' sont sur la méme orbite de Cry(Z/qZ) pour l'action
de W si, et seulement si :

¢s(i-v) = ¢s(h(v))
(3i € Z/qZ)(3h € Hg) | (i-w)* = w
signe, (i - v) = signe, (h(v"))
ou les notations sont les mémes qu’aux lemmes précédents.
Troisieme étape : On retrouve la méme situation que pour E7 grace au lemme suivant :

Lemme 2.4.23. Les orbites de Crgaa,(Z/qZ) pour laction de W sont exactement celles
pour laction de WT.

Démonstration. il suffit de constater que : —1 € W\ W™, et que —1 a une action triviale
sur Crgan, (Z/q7). O

2.4.4 La détermination d’une transformation de SO,(R) transformant L
en un ¢-voisin donné.

Au paragraphe précédent, on a montré comment trouver, pour chaque orbite de Cr,(Z/qZ)
pour I'action de W+ = SO(L), un représentant ainsi que le cardinal de I'orbite. La formule
trouvée au corollaire 2.3.4 fait intervenir, pour chacun des représentants x trouvé au para-
graphe précédent, un élément g, € SO, (Q) tel que le g-voisin L, de L associé a x par la
proposition-définition 2.2.18 s’écrive : L, = g, L.

La méthode qui suit explique comment, a partir d’une droite isotrope = engendrée par
un vecteur v, construire le réseau L, associé (en exhibant une famille génératrice), puis
comment trouver un élément g, € SO, (Q) tel que L, = g, L.

La construction du ¢-voisin a partir d’une droite isotrope.

On reprend la construction de la proposition-définition 2.2.18. Soient L € L,,, x la droite
isotrope de Cp(Z/qZ) engendrée par le vecteur v € L, et L, le g-voisin de L associé a x
d’aprés la proposition-définition 2.2.18. On souhaite déterminer une famille génératrice de
L.

La premiere étape consiste a créer le réseau M que l'on avait défini comme l'image
inverse par ’homomorphisme L — L/qL de x, ce que I'on décrit dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.24. Soient (o, ..., ay) une Z-base de L, et (a7, . .., 0y) son image dans L/qL.
Alors le 7./ qZ-module x+ est libre de rang n — 1. De plus, si 'on se donne ig € {1,...,n}
tel que (oG, - v) € (Z/qZ)*, la famille :

{(ay -v) @ — (- v) @G | 1€ {1,...,n} \io}

est une base de x. En tant qu’image inverse de - par la projection L — L/qL, le réseau
M admet pour famille génératrice la famille suivante :

{(cviy - v) i — (v - v) ozio\ie{l,...,n}\ig}U{qai|i€{1,...,n}}.
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Démonstration. le rang de z1 et l'existence de I'indice g sont assurés par la non dégéné-
rescence du produit scalaire sur L. Le reste est évident. O

Il est alors facile d’exhiber une famille génératrice de L, a partir de la famille génératrice
de M précédente. Concretement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.4.25. On reprend les mémes notations que précédemment. Le réseau L,
posséde une famille Z-génératrice a 2n éléments, a savoir :

{(cip - v) i — (i -v) @iy | 7€ {1,...,n} \io}
. 1
Utoailie U] (0= 55" may) |
ot m est un entier tel que m (v-a;,) = 1 mod q (qui existe bien comme (oG, -v) € (Z/qZ)*).

Démonstration. On reprend la construction faite a la proposition-définition 2.2.18. Le réseau
L, est donné par :

La=M+7 2,
q
< v . o .
ouv =v— - m oy, et ig et m sont définis au-dessus. Comme v est isotrope, alors v et
v’ ont bien méme image dans L/qL, et v’ vérifie (v/ - v') = 0 mod 2¢>. O

Détermination d’une transformation entre L et L,.

On suppose que n < 9. En particulier, on a les deux propriétés suivantes :

— deux réseaux L, L’ € L, sont nécessairement isomorphes ;

— soit {a1,...,a,} un systeme de racines simples de L € L,, : ¢’est une Z-base de L.
De ces deux constatations, on déduit le lemme facile suivant :

Lemme 2.4.26. Soient n < 9, et L,L' € L, deuzx réseauz. On note {a1,...,an} un

systéme de racines simples de L, et {f1,...,Bn} un systéme de racines simples de L'. Ce

sont respectivement des bases de L et L'. On suppose que les o; et les 3; sont numérotés de

maniére & donner le méme diagramme de Dynkin, c’est-a-dire que les matrices (o - 5); ; et

(Bi - Bj)i,; sont égales (ce qui est bien possible comme les réseaux L et L' sont isomorphes).
Alors lunique application linéaire g donnée par :

g:L — L
a; — B

est un élément de O, (R) tel que g(L) = L'.
De plus, si g ¢ SO, (R), alors g = g o sq, € SO,(R) et vérifie L' = ¢'(L).

On souhaite construire un élément g € SO, (R) tel que L, = g(L) (ou L, est le g-voisin
de L associé a I'élément = € Cr(Z/qZ) d’apres la proposition-définition 2.2.18). Grace a
I’étude faite au paragraphe précédent, on possede déja une famille génératrice pour L.
D’apres le lemme précédent, il suffit de déterminer un systeme de racines simples pour L,
puis de 'ordonner correctement, et enfin de créer la transformation g associée. L’algorithme
qui fait cela se fait selon les étapes suivantes :

Premieére étape : a l'aide d’une famille Z-génératrice de L, (par exemple celle trouvée
au paragraphe précédent), on trouve une Z-base de L, grace a la fonction qflll de PARI
qui repose sur 'algorithme LLL. Comme nous ’a fait remarqué un rapporteur, on pourrait
aussi utiliser une forme normale de Hermite.
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Deuxieme étape : la forme bilinéaire sur L, est entierement déterminée par sa valeur sur
la base trouvée a la premiere étape. On en déduit I’ensemble des racines de L,. La fonction
qfminim de Pari-GP nous donne directement un ensemble RT de racines positives.
Troisiéme étape : en posant p = (1/2) - 5. p+ B, on déduit le systeme de racines simples
{B1,...,0n} associé a la chambre de Weyl contenant p.

Quatrieme étape : on réordonne ensuite les indices des 3; pour qu’ils donnent le méme dia-
gramme de Dynkin que les «; (ou les a; sont un systeme de racines simples de L, ordonnées
comme dans [11, Planches VI et VII] par exemple).

Cinquieme étape : on construit I’application g définie au lemme précédent.

Seules les quatrieme et cinquieme étapes different selon les réseaux considérés. On les
détaille ci-dessous dans le cas ou L = Er :

L’exemple de E; :

On reprend les notations des paragraphes 2.2.1 et 2.4.2. On pose o; = v; pouri =1,...,7
(qui est bien un systeme de racines simples de E7). Le diagramme de Dynkin et la matrice
de Gram associés sont donnés par :

[\
o

-1 0

o O O o o

NI NN AN 0 -1 -1 2 -1
0 0 o -1 2 -1
o o 0 o0 -1 2 -1
0 0 0 0 0o -1 2
Donnons-nous un systeme de racines simples {f1,..., 57} de L, (celui qu’on a trouvé
a la troisieme étape grace a Pari-GP). On pose B = (b; ;) = (8; - 8;) la matrice de Gram
associée. On explique ci-dessous comment trouver les entier iy,...,47 tels que :

(1) {i1,...,i7} ={1,...,7}
(i) les matrices B' = (B;, - Bi,, )i,m €t A = (oq - aun)1,m sont égales.

Et une telle numérotation est unique.
On procede comme suit :

— Dentier i4 est I'indice de 'unique ligne de B dont la somme des coefficients est —1.
— on définit les ensembles I, I, I3, I, C {1,...,7} par :

I1:{j6{1,...,7} | bz‘47j:—1},

L={je{l,....T}| > bi; =1}

Is={je{l,....T} | > bi; =0},

— d’apres la numérotation du diagramme de Dynkin de E7, on a les égalités :

{i2,i3,i5} = I,
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i1, iz, i7} = I,
{is, 45,16} = I3,
{i1,14,16} = I4.
— dans un premier temps, on déduit : i1 = Io N Iy, io = I1 N Iy et ig = I3 N 4.

— on déduit ensuite : i7 = Iy \ {i1,i2}.
— enfin on trouve i3 = {j € {1,...,7} | b;; ; = —1}, et i5 est le dernier indice restant.

2.5 L’étude de T4 pour A un 2-groupe.

Dans cette partie, on considere A un 2-groupe de la forme A = (Z/2Z)" (avec i < n/2) ou
A =17/4Z. Soient n = 7,8 ou 9, et L € L,,. On note R = R(L) ’ensemble des racines de L,
W son groupe de Weyl, et W+ = SO(L) le sous-groupe de W des éléments de déterminant
1. On souhaite déterminer les orbites de A-voisins du réseau L sous I’action du groupe WT.
Une particularité du cas p = 2 repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1. Soit L un réseau du type Bt ou Eg. On pose ¢ la forme quadratique obtenue
a partir de q par passage au quotient dans L/2L. L’homomorphisme naturel suivant :

W — 0O(q) = O(L/2L)
est surjectif.

Démonstration. Voir [11, Ch.VI, §4, Exercices 1 et 3]. O]

2.5.1 Détermination des orbites de A-voisins pour les actions des groupes
W et Wt.

Les orbites des 2-voisins et des 4-voisins pour I’action de W ™.

D’apres la proposition 2.2.16 et la proposition-définition 2.2.18, les orbites des 2-voisins
ou des 4-voisins pour l'action de W™ se comprennent par ’étude des orbites des droites
isotropes de L/2L ou de L/4L pour I'action de WT.

Les orbites de droites isotropes de L/2L pour laction de W sont expliquées par les
corollaires suivants du lemme 2.5.1 :

Corollaire 2.5.2. Soit L le réseau E7 ou Eg, et W son groupe de Weyl. Soit G la forme
quadratique obtenue a partir de q par passage au quotient dans L/2L. Alors L ® Fy — {0}
ne posséde que deux orbites pour l’action de W, & savoir : ¢~1(0) — {0} et g~1(1).

Démonstration. Découle du lemme 2.5.1 et du théoreme de Witt. En effet, si on se donne
deux éléments non nuls u,v € L ® Fy avec ¢(u) = ¢(v), le théoréme de Witt nous donne
un élément s € O(q) tel que s(u) = v. Et un tel élément s provient d'un élément w € W
d’apres le lemme 2.5.1. Ainsi, L ® Fo — {0} ne possede que deux orbites pour l'action de W,
a savoir : G- 1(0) — {0} et g~1(1).

Siu€ ¢ 1(0)— {0} ousiue g (1), on peut toujours trouver un vecteur v’ € L laissé
stable par un élément o € W \ W, dont I'image par L — L/2L est u. Par exemple, si
o désigne la permutation des deux derniéres coordonnées dans R, on peut voir que les
vecteurs v’ = (1,—1,0,...,0) et v/(1,1,—1,—1,0,...,0) conviennent. Ainsi, les orbites de
L ® Fy — {0} pour les actions de W et de W coincident. D’ou le résultat. O

Les corollaires suivants se déduisent du fait que les 2-voisins du réseau L sont en bijection
avec les éléments de C(Z/27), et que cette bijection commute aux actions de W+ :
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Corollaire 2.5.3. Soient L = E; ou Eg, W son groupe de Weyl, et W = SO(L). Le
groupe W agit transitivement sur Cr,(F2) ainsi que sur l’ensemble des 2-voisins de L.

Corollaire 2.5.4. Soient L = Eg & A1, W son groupe de Weyl, et W = SO(L). Notons
q1 et g2 les formes quadratiques associées a la projection de L sur Eg et A1 respectivement.
Alors CL(F3) posséde exactement deux orbites sous laction de W, qui sont :

(¢ (0) — {0}) x {0}
(a'(1) x (&' (1))

Il y a donc deuz orbites de 2-voisins de L sous ’action de W™, qui sont associées auz
deuz orbites de Cr,(Fa) par la bijection de la proposition-définition 2.2.18.

De méme, nous allons voir que, pour L = E; ou L = Eg, le groupe W* = SO(L) agit
transitivement sur C1,(Z/4Z), et donc sur ’ensemble des 4-voisins de L.
Pour cela, posons X = {x € Er\ 2E7 | (x-z) = 8}. On a les lemmes suivants :

Lemme 2.5.5. On a les propriétés suivantes :
(i) |X|=4032=2-2°.63.

(i1) laction de W sur X est transitive.

Démonstration. Le point () se vérifie facilement a la main, car il est élémentaire d’énumérer
tous les éléments de X. On pourrait aussi utiliser un argument de série théta, en utilisant
le développement suivant :

Ok, (q) =1+126-q+ 756 - g% + 2072 - ¢> + 4158 - ¢* + 7560 - ¢° + .. ..

Pour le (ii), on utilise la description faite de W au paragraphe 2.4.2. 11 est alors facile
de vérifier qu’il n’y a qu’une seule orbite d’éléments de X pour l'action de W. Comme le
vecteur (2,1,—1,—1,—1,0,0,0) € X est invariant par la permutation o € W \ W qui
échange les deux dernieres coordonnées, on déduit qu’il n’y a qu’'une seule orbite d’éléments
de X pour I'action de WT. O

On veut montrer que toute droite de la quadrique Cg,(Z/4Z) est engendrée par un
vecteur de X, ce qui découle du lemme suivant :

Lemme 2.5.6. L’application de réduction modulo 4 : X — Er/4E; est injective. De plus,
elle induit une bijection :

{z, -2} |z e X} — Cg.(Z/47).
{z,—z} = vecty z(x).

Démonstration. Montrons d’abord l'injectivité de 'application de réduction modulo 4 :
X — E7/4E7. Soient x € X, et u non nul dans E7 tels que (z —4 - u) € X. En particulier,
on a les égalités : (x —4u) - (x —4u) =8 etz -2z =8, donc du-u =z -u.

Le théoreme de Cauchy-Schwarz nous dit que : 4(u-u)? < 8(u-u), puis u-u < 2. Comme
u € E7 et que u # 0, on déduit que u - © = 2. Ainsi, toutes les inégalités précédentes sont
des égalités, et les vecteurs = et u sont R-proportionnels. En cherchant z de la forme A - u
pour A € R, on trouve facilement que x = 2u, ce qui est impossible par définition de X.
D’ou I'injectivité cherchée.

Il reste a déterminer le caractere bijectif de I'application {x, —x} > vecty 47(7). Cette
application est déja injective d’apres le premier point du lemme. Pour voir qu’elle est
surjective, il suffit de voir que |X| = 2 - |Cg,(Z/4Z)|. C’est un exercice de vérifier que
|Cg, (Z/AZ)| = 2° - |C,(Z/2Z)| = 2° - (26 — 1) = 2° - 63. O
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Corollaire 2.5.7. L’action naturelle du groupe W+ = SO(E7) sur l’ensemble des 4-voisins
de E7 est transitive.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes précédents. On sait déja que
W agit transitivement sur ’ensemble X, et on voit facilement que la bijection {x, —z}
vect 4z (x) commute avec les actions de W+ sur X et sur Cg,(Z/4Z). Ainsi, W agit
transitivement sur Cg.(Z/4Z), donc sur I'ensemble des 4-voisins de E7. O

La méme méthode s’applique a ’étude des 4-voisins de Eg. On se contente d’exposer les
résultats analogues au cas de E7, en laissant les démonstrations au lecteur.
Posons Y = {y € Eg \ 2Eg | (v - y) = 8}. On a les lemmes suivants :

Lemme 2.5.8. On a les propriétés suivantes :
(i) |Y|=17280 =2-2°.135.

(it) Uaction de W+ sur'Y est transitive.

Lemme 2.5.9. L’application de réduction modulo 4 :' Y — Eg/4Eg est injective. De plus,
elle induit une bijection :

Hy.:—y} lyeY} — Cg(Z/AZ).
{y,—y} = vectzz(y).

Corollaire 2.5.10. L’action naturelle du groupe W+ = SO(Eg) sur l’ensemble des 4-voisins
de Eg est transitive.

Les orbites des 2,...,2-voisins pour ’action de W.

Dans cette partie, on ne considere que les cas ou L = E7 ou L = Eg. On pose A =
(Z/2Z)", et on s’intéresse aux A-voisins de L. Notre but est d’étudier les orbites de A-
voisins de L pour laction de W+ = SO(L), ce qui repose sur les lemmes suivants :

Lemme 2.5.11. Soient n =7 ou 8, et 1 < i < n/2. A isomorphisme prés, il exriste un
unique réseau M C R™ pair et tel que :

rés M ~H ((Z/2Z)") & 1és Ly,
ot Ly est un élément quelconque de L,,.

Démonstration. Soient I, I’ deux espaces isotropes isomorphes & (Z/2Z) et en somme di-
recte dans rés M (qui existent bien par hypothese). Considérons L et L' les images ré-
ciproques respectives de I et I’ par 'application naturelle M*% — rés M : ce sont deux
éléments de L,,, qui sont des (Z/2Z)"-voisins.

A isométrie pres, £, ne possede qu’'un seul élément, et on peut donc supposer que L = E7
ou L = Eg (selon le choix de n). D’apres la proposition 2.2.16, M est I'image réciproque via
Papplication naturelle L — L/2L de l'orthogonal d’un sous-espace isotrope de dimension 1.
Comme O(L) permute transitivement ces sous-espaces (par le théoreme de Witt et le lemme
2.5.1), M est bien unique & isomorphisme pres.

Il reste a montrer I'existence de tels réseaux M : celle-ci est claire grace a I'existence de
(Z/2Z)*-voisins. On donnera dans la suite des exemples de M satisfaisant les propriétés de
I’énoncé du lemme. O

Lemme 2.5.12. Soient n, i et M comme dans le lemme 2.5.11. Alors le groupe O(M) agit
transitivement sur l’ensemble des couples (I, 1), ot I et I' sont des sous-espaces isotropes
de dimension i en somme directe dans rés M.
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Démonstration. On procede cas par cas. Comme le réseau M est unique a isomorphisme
pres, on comprend qu’il suffit de montrer le lemme pour les différentes valeurs possibles pour
i et n, mais & chaque fois pour un seul réseau M tel que rés M ~ H ((Z/2Z)") + rés Lo.

Démonstration du casn =7 et i = 1. Posons M = A; @ Dg (d’apres les notations du pa-
ragraphe 2.2.1). Notons ¢ = (1/2,—-1/2) € Ag, qui est un générateur de Aji/Al, et et =
(£1/2,1/2,...,1/2) € D% qui engendrent Dg/Dﬁ. On a les égalités :
rés M =7/27e ® 7/2Ze" & Z/2Ze™
=(Z2)2Z(c+e*)DL/2Z(e +€7)) ®L/2Z(e + €T +e7)
~H(Z/27Z) & rés Er.

Il existe seulement deux droites isotropes de dimension 1 et elles sont en somme directe
dans rés M. Ce sont les droites engendrées par € +e™ et par € +e™.

Soit o € O(Dg) la symétrie orthogonale par rapport au vecteur (1,0, ...,0) : elle échange
et et e”. L’élément id @ o est donc un élément de O(M) qui échange les droites engendrées
par € + et et € + e~ : le groupe O(M) agit transitivement sur I’ensemble des couples de
droites isotropes en somme directe dans rés M. O

Démonstration du cas n="T et i = 2. Posons M = (A1)? @ Dy (d’apres les notations du
paragraphe 2.2.1). Notons ¢, = (1/2,—1/2) € Aji, qui est un générateur du k-eéme terme
Ag/Al apparaissant dans Pécriture de rés M, et et = (£1/2,1/2,1/2,1/2) € Dﬁ qui en-
gendrent Dﬁ /Dy. Enfin, on note P le plan (F3)? muni de la forme quadratique (z,y)
(1/2)(2% + 2y + y?) & valeurs dans Q/Z. On a les égalités :

rés M =7./27e1 ® 7)2%es © L)2%e3 O L./27e™ © Z)27e™
=(2/2Ze* ®L/2Ze™) ® (L/2Z(e1 + £2) ® Z/2Z(e1 + €3)) ® Z/2Z(e1 + €2 + £3)
~P @ P ®1és Er ~ H((Z/2Z)*) @ 1és Er.

Seule la derniere égalité n’est pas évidente : elle provient de [18, Ch. II, Proposition 2.1].
11 suffit de constater que le sous-ensemble {x @ = | x € P} C P @ P est un lagrangien de
P @ P, et on a donc un isomorphisme P & P ~ H ((Z/2Z)?).

Reste donc a comprendre 1'action de O(M) sur les couples de plans isotropes de rés M.
Pour cela, il suffit d’utiliser 'inclusion : S3 x S5 C O(M), ou le premier Sz agit par permuta-
tion des g;, et ou le second S3 agit par permutation des vecteurs non-nuls de rés Dy ~ P. On
remarque que le groupe O(P) agit par permutation des vecteurs non-nuls de P : fixons pour
la suite un isomorphisme ¢ : S3 ~ O(P) (ce qui revient a fixer une numérotation des vecteurs
non-nuls de P). L’inclusion S3 x 83 C O(M) induit I'inclusion O(P) x O(P) C O(M).

Les plans isotropes de rés M sont obtenus a partir des plans isotropes de P & P. Si
I'on se donne I un tel plan, comme P ne contient pas d’élément isotrope non nul, on a les
égalités : IN(P & {0}) = 1IN ({0} & P) = {0}. La dimension de I impose qu’il existe un
unique élément o de Sz tel que : I = {u+ ¢(0)(u) € P® P | u € P}. Ceci montre déja que
O(M) agit transitivement sur les plans isotropes de rés M.

Soient I et I’ deux plans isotropes en somme directe dans rés M. Quitte & faire agir un
élément de O(M) bien choisi, on peut supposer que [ = {u+u € P® P | u € P}. Les
espaces I et I’ sont en somme directe si, et seulement si, I’élément o € S3 associé & I’ ne
fixe aucun point (c’est-a-dire que c’est un 3-cycle).

Notons o1 = (123) et o9 = (132) les deux 3-cycles de Ss, et notons Iy, I les plans
isotropes associés. Soient 7 € Ss la transposition (23), et 7 = 7 x 7 € S3 x S3 C O(M).
L’action de 7 sur P & P C rés M a bien un sens, en considérant 'élément ¢(7) x ¢(7) €
O(P) x O(P). De plus, cette action échange I; et Io, et laisse stable I. Ainsi, le groupe
O(M) agit bien transitivement sur les couples de plans isotropes de rés M. O



2.5. L’ETUDE DE T4 POUR A UN 2-GROUPE. 55

Démonstration du casn =T et i = 3. Posons M = (A;)” (d’aprés les notations du para-
graphe 2.2.1). Notons ¢, = (1/2,-1/2) € Aﬁ, qui est un générateur du k-eéme terme A%/Al
apparaissant dans I’écriture de rés M. On a les égalités :

7 7 7
rés M = P 7/2Zz), = (@ 7.)27(e1 + gk)> ® 7./27. (kz gk>
=1

k=1 k=2
~H ((Z/2Z)%) & rés E;

Comme dans le cas précédent, la derniére égalité provient de [18, Ch. II, Proposition 2.1] :
il suffit de constater que 'espace I engendré par les vecteurs €1 +e9+¢e3+64,61+e2+65+¢¢
et 1 + €3 + &5 + &7 est un lagrangien de @ZZZ 7)27(e1 + k).

Par définition de M, on a : O(M) = S; x {£1}7, ot {#1}7 agit sur chaque A; par
e — tep (et a donc une action triviale sur rés M), tandis que S7 agit par permutation des
k. On déduit déja que l'action de O(M) sur rés E7 C rés M est triviale. La compréhension
des espaces isotropes de dimension 3 de rés M se déduit de la compréhension des lagrangiens
de H ((Z/27)%) donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.5.13. Soit ¢ Uapplication définie sur Sy par :

p: S — DBy
o (VeCtZ/QZ(U17v27v3)7(0170271)3))

ot By est Uensemble des couples (I,b), ot I est un lagrangiens de H ((Z/2Z)*), b est une
base de I, et ou les vecteurs vy, vs,v3 sont donnés par :

V1 = E4(1) T E0(2) T Ex(3) T Eo(4)

V2 = E4(1) T E0(2) T Ea(5) T Ea(6) -
V3 = €4(1) T E0(3) T Ea(5) T Eo(7)

Alors ¢ est une bijection.

Démonstration du lemme. 11 est immédiat que ¢ est bien a valeurs dans By. 11 suffit en effet
de voir que les vecteurs v1, v9,v3 sont isotropes, orthogonaux, et forment une famille libre.

Réciproquement, donnons-nous (v1, v2,v3) une base d’un lagrangien I. Pour simplifier,
on note ; les sous-ensembles de {1,..., 7} tels que : v; = >, &;. Les I; sont deux-a-deux
distincts. Comme I est un lagrangien, on a en particulier que :

(Vie{1,2,3}) |L;| = 0 mod 4,

(Vi,5€{1,2,3}) |; N I;| =0 mod 2.

Comme les I; sont des sous-ensembles de {1,...,7}, les congruences ci-dessus donnent
les égalités :
(Vie{1,2,3}) || =4,

(Vi#£je {1,2,3}) ’Izﬂfj‘ = 2.
Il est alors facile de voir que 'on a 1’égalité :

|Ilﬂfgﬂfg| = 1.

En effet, les seules autres valeurs possibles sont 0 ou 2. Mais ces deux cas sont impos-
sibles :
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—si[[1NIaN 13| =0 : alors on voit facilement que I3 = I; U1y \ I1 N I3, ce qui veut dire
que : v3 = v1 + ve, ce qui contredit que (vy, vy, v3) forme une base de I.

—si|[[NIeNI3| = 2,alors 1 NIy = [aNI3 = I3N1; = J, et les ensembles I; \ J
formeraient trois ensembles disjoints & deux éléments de {1,...,7}\ J, qui ne possede
que 5 éléments, ce qui est impossible.

On peut ainsi définir une permutation o € S; avec :

{c()} =L NLNIs,

{o(2)} =LinI\{c(1)},
{o@3)}=nLnIz\{o(1)},
{o(4)} =1L\ {o(1),0(2),0(3)},
{o(5)} =LnIz\{o(1)},
{o(6)} = 12\ {o(1),0(2),0(5)},
{o(7)} =13\ {o(1),0(3),0(5)}.

On vérifie facilement que pour notre élément o défini ci-dessus on a : ¢(o) = (1, (v, v2, v3)).
L’application ¢ est une bijection, et sa réciproque est donnée par le processus précédent qui
nous a permis de trouver o. O

Revenons a la démonstration du lemme 2.5.12 dans le cas n = 7 et ¢ = 3. Soit [
un espace isotrope de dimension 3 de rés M : on peut le voir comme un lagrangien de
@Z;:Q Z)27(e1 + ex) ~ H((Z/27Z)%), et d’apres le lemme précédent il existe un élément
o € S7 associé a une de ses bases. Il est facile de voir que I = o(1j) (avec l'inclusion S7 C
O(M)), donc O(M) agit transitivement sur I’ensemble des espaces isotropes de dimension
3 derés M.

On souhaite vérifier que O(M) agit bien transitivement sur les couples d’espaces iso-
tropes de dimension 3 en somme directe dans rés M. Soit (I,.J) un tel couple. On peut
supposer que I = Iy (comme O(M) agit transitivement sur les espaces isotropes de dimen-
sion 3 de rés M). L’espace isotrope Jy associé par ¢ au 4-cycle o = (4576) est bien en somme
directe avec Iy. Soit S le sous-groupe des éléments de S7 qui préserve I : pour montrer notre
résultat, il suffit de vérifier que J est de la forme s(Jy) pour s € S. On vérifie facilement a
la main qu’il existe 8 éléments de la forme s(.Jy), c’est-a-dire autant que d’espaces isotropes
de dimension 3 en somme directe avec Iy dans rés M, d’ou le résultat. O

Démonstration du cas n = 8. On se contente de donner les réseaux M qui conviennent selon
les valeurs de I. On laisse au lecteur la vérification du lemme 2.5.12 dans ces cas (les
méthodes nécessaires ayant déja été utilisées et détaillées dans le cas n = 7). Pour i =
1,2,3,4, des réseaux M qui vérifient les conditions du lemme 2.5.11 sont respectivement :
Dg, Dy & Dy, v2D4 et /2E5. O

O
On déduit des lemmes 2.5.11 et 2.5.12 la proposition suivante :

Proposition 2.5.14. Soient 1 < i < 3 et A = (Z/27)". Pour L = E; ou Eg, le groupe
SO(L) agit transitivement sur l'ensemble des A-voisins de L.

Pour L = Eg, il y a deuz orbites de 2,2,2,2-voisins de L pour l’action de SO(L), et une
seule pour laction de O(L).
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Démonstration. Soient L et A comme dans 1’énoncé de la proposition. D’apres la proposition
2.2.16, les orbites de A-voisins de L pour I’action de SO(L) sont en bijection avec les orbites
de couples de la forme (X, I), ou X est un espace totalement isotrope de L/pL de dimension
i, et I est un lagrangien de H(L/M) (avec M I'image réciproque de X+ par L — L/pL)
transverse a L /M.

Le théoreme de Witt nous dit déja que O(L) agit transitivement sur les espaces isotropes
X de dimension i de L/pL. Les lemmes 2.5.11 et 2.5.12 nous disent que, une fois X fixé
(et donc une fois le réseau M fixé), le groupe O(L) agit transitivement sur ’ensemble des
espaces isotropes de dimension ¢ en somme directe avec L/M dans rés M. Ainsi, le groupe
O(L) agit transitivement sur l’ensemble des A-voisins de L.

Pour passer aux orbites pour l'action de SO(L), on a deux cas a traiter :

— si4 < 3 : alors il est facile de trouver pour un couple (X, I) de la forme précédente un

élément o € O(L)\SO(L) tel que o(X,I) = (X, I). Par exemple, pour L = E, il suffit

de prendre 0 = —id. On déduit dans ce cas que le groupe SO(L) agit transitivement
sur ’ensemble des couples (X, I) de la forme précédente, et donc sur I'ensemble des
A-voisins.

—sii =4 (et donc L = Eg) : il existe exactement deux orbites d’espaces isotropes de
dimension 4 dans Eg/2Eg. Ainsi, il y a exactement deux orbites de couples (X, I) de
la forme précédente pour l'action de SO(Eg). Il y a donc exactement deux orbites
de 2,2,2,2-voisins de Eg pour l'action de SO(Eg). En particulier, si on se donne
o € O(Eg) \ SO(Eg) et L un 2, 2,2, 2-voisin de Eg, alors les réseaux L et o(L) sont des
2,2,2, 2-voisins de Eg dans des orbites différentes pour 'action de SO(Eg).

O

2.5.2 La création de A-voisins dans des cas particuliers.

Les calculs de la trace de T4 (pour A de la forme (Z/27Z)" ou Z /A7) sont ainsi faciles &
réaliser dans les cas précédents : comme on connait bien les orbites, il suffit de chercher un
voisin correspondant a chacune des orbites (c’est-a-dire au plus deux voisins), et de prendre
en considération le cardinal de chaque orbite ensuite.

Une autre subtilité du cas ou L = E7, Eg ou Eg & A; est que tout élément isotrope
x € L/2L possede un relevement v € L tel que v - v = 4.

On détaille dans la suite des cas particuliers ot il est facile de construire une transfor-
mations o € 0,(Q) qui transforme L en un de ses A-voisin. Dans les cas étudiés, chaque
orbite de A-voisin de L pour 'action de SO(L) possede un élément de la forme o(L) pour
de tels éléments o.

Lemme 2.5.15 (Création d’un 2-voisin). Soit x € L tel que x-x = 4. On définit la symétrie

o€ 0,(Q) par :

_ (=Y
G(y)—y—Tx.

Alors o(L) est un 2-voisin de L. C’est méme le 2-voisin associé a la droite isotrope
vect(z) C L/2L.

Démonstration. Posons L' = o(L). On a alors :
LDL':{yGL | a_l(y)EL}:{yEL | o(y) € L}
={yeL|(x-y) €2Z} comme x ¢ 2L

On déduit ainsi facilement que L/(L N L") ~ 7Z/27Z et que M = L N L est bien I'image
réciproque de 2t par L — L/2L. Si I'on se donne y € L tel que (z -y) = 1 mod 2, alors :

T+ 2y

U:M+Zdw:M+ZQk%>:M+Z
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et on a bien la forme voulue, comme (z + 2y) a méme image que = dans L/2L et vérifie
(x4 2y) - (x + 2y) = 0 mod 8. O

On peut étendre cette construction aux 2,...,2-voisins grace au lemme suivant :

Lemme 2.5.16 (Création de 2,...,2 voisins). Soit I = {1,...,m}, et (z;)icr une famille
d’éléments de L vérifiant les conditions suivantes :
(1) (Viel)x;-z;=4,
(i) (Vi,jel)i#j=m a;=0,
(7i1) la famille (x;);cr est libre dans L/2L.

Alors, en définissant les o; par : oi(y) =y — (%2 y) x;, on obtient que :
LNopo---o01(L)=LNoyp(L)N---Noi(L),
Omo---o0y(L) est un 2,...,2-voisin de L.

Démonstration. On pose pour simplifier : ¢ = oy 0---001, L' =0(L) et M = LNL". La
condition (i7) permet d’écrire :

oly) —y - YN '2@/) =3
el

Ensuite, la condition (i77) nous donne le premier résultat cherché. En effet, on aura :

o(y) GL(@Z(Zzy)Z €L<:>Z(x,;-y) x; € 2L
el i€l
< Viel)(r,-y) =0mod 2 < (Vi€ I)o;(y) € L.

On déduit ainsi que LNL = LNo(L)=LNop(L)N---Noi(L), et que L’ est bien un
2,...,2-voisin de L.

On peut trouver la famille (v;) de la proposition 2.2.17 qui est associée a L'. Pour cela,
notons 7; I'image de la famille x; dans L/2L. On considére u; une famille d’éléments de L
telle que :

() (Vi) wi € M TG
(i) (Vi) u;-7T; =1 mod 2
qui existe bien comme le produit scalaire (- ) est non dégénéré et comme la famille des T;
est libre. On peut ainsi écrire :
i + 2uy
L = M+ZZ o(u;) = M+ZZ oi(u;) :M+ZZ =
(2 (2 7

donc L' est le 2, ..., 2-voisin associé & la famille (z; + 2u;), qui est bien un relevement de
(77) vérifiant : (z; + 2u;) - (x5 + 2u;) = 0 mod 8 et (z; + 2u;) - (2 + 2u;) = 0 mod 4. O

Lorsque m = 2, on a le résultat plus général suivant dont la démonstration est évidente :

Lemme 2.5.17. Soient x1 et xo deuz éléments de L tels que (x1 - x1) = (x2 - x2) = 4. On
définit comme précédemment les symétries :
oi(y) =y — (ZQ) T,

qui transforment chacune L en un 2-voisin.

Alors selon la valeur de (1 - x2) mod 2, on déduit la nature de L' = o1 0 02(L) :

~ 8i (1 - 22) =0 mod 2 avec x1 = +x9 : alors L' = L.

— si (x1-x2) =0 mod 2 avec 1 # +x9 : alors L' est un 2,2-voisin de L.

~ 80 (x1-22) =1 mod 2 : alors L' est un 4-voisin de L.
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2.6 Résultats obtenus pour les calculs de traces d’opérateurs
de Hecke.

2.6.1 Tables des résultats obtenus.

Si 'on se donne A et m un groupe abélien et un entier bien choisis, pour A un poids
dominant arbitraire de SO, (R), les résultats précédents nous permettent de calculer :
tr (T 4| My, (SOy,)). On a regroupé certains de ces résultats sous forme de tables disponibles
a [48]. Les théoremes suivants détaillent les résultats en question :

Théoréme 2.6.1. Soient A le groupe (Z/27) (i < 3), (Z/pZ) (p < 53 premier) ou Z/qZ
(q € {4,9,25,27}), et A = (a,b,c) (13 > a > b > ¢ > 0) un poids dominant de SO7(R).
Alors les quantités :

(2a 4 5,2b+ 3,2c + 1, |A]“tr (T 4| My, (SO7)) )

sont données par les tables de [48].

Théoréme 2.6.2. Soient A le groupe (Z/27)" (i < 4), (Z/pZ) (p < 13 premier) ou Z/4Z,
et A\ = (a,b,c,d) (12 > a >b > c¢c > d > 0) un poids dominant de SOg(R). Alors les
quantités :

(2a + 6,2b +4,2c + 2, 2d, |A|*tr (T 4] My, (SOg)) )

sont données par les tables de [48].

Théoréme 2.6.3. Soient A le groupe (Z/pZ) (p <7 premier), et A = (a,b,c,d) (12> a >
b>c>d>0) un poids dominant de SOg9(R). Alors les quantités :

(2a+7,2b+5,2c + 3,2d + 1, | A|*tr (T 4| My, (SOy)) )
sont données par les tables de [48].

Notons au passage que dans ces tables, de nombreux poids A ne sont pas représentés :
ce sont ceux pour lesquels la dimension de I'espace My, (SO,,) est nulle.

2.6.2 Premieres constatations autour de quelques exemples.

Partons de lexemple de SO7. D’apreés [19, Table 12], si 'on exclut la représentation
triviale W = C (c’est-a~-dire W = V) pour A = (0,0,0)), le “premier” W = V) tel que
My (SO7) # 0 est obtenu pour A = (4,4,4), auquel cas on a d’apres [19] : dimMyy (SO7) =
1. Sur cet espace, la valeur propre de p4Tp est :

(1+p+p*)7(p),

ou 7 désigne la fonction de Ramanujan. On constate que c’est bien le résultat que l'on a
trouvé.

Toujours d’apres [19, Table 12], le “deuxieme” W = V), tel que My (SO7) # 0 est obtenu
pour A = (6,0,0), et on a la encore d’apres [19] dimMy (SO7) = 1 dans ce cas. Sur cet
espace, la valeur propre de pGTp est :

m1s(p) + (1 +p+p* +p*)p,

ou les coefficients 71 (p) sont les coefficients en ¢P des formes modulaires normalisées pour
SLo(Z) de poids k < 22 (et en particulier 7 = 712). La encore, on constate que c’est bien le
résultat que 'on a trouvé.
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De maniere plus générale, donnons-nous W une représentation irréductible de SO7, et
notons My (SO7) = @;%; CF;, ot les F; sont des éléments de Myy (SO7) propres pour tous
les opérateurs de Hecke T4 (ce qui a bien un sens car les opérateurs de Hecke sont tous
co-diagonalisables d’apres [18, Ch. IV, §4]).

Certaines de ces formes F; sont en fait associées a des formes automorphes pour des
Z-groupes “plus petits” que SOz, au sens de la théorie de I’endoscopie (nous reviendrons
plus en détail sur ce point dans le chapitre suivant). C’est par exemple le cas des deux
exemples précédents, ou les valeurs propres cherchées se déduisent des valeurs propres de
formes modulaires pour SLo(Z).

Dans d’autres cas, ce sont des valeurs propres de formes modulaires de Siegel de genre
2 pour Sp,(Z) qui interviennent (voir [65], [66], [33], [1] et [78]). Contrairement aux cas des
formes modulaires pour SLs(Z), leurs valeurs propres sont déja difficiles a calculer, et ont
fait 'objet de nombreux travaux récents (Raum—Ryan—Skoruppa—Tornaria [63], Faber—van
der Geer [32], Chenevier-Lannes [18]).

Par exemple, d’apres un résultat de Tsushima, si (j, k) € {(6,8),(8,8),(4,10),(12,6)},
alors la dimension de I'espace des formes modulaires de Siegel de poids Sy_mj (C? ® det” est
1. Suivant [18, Ch. IX], notons 7;x(p) la valeur propre de l'opérateur p%KP sur cet
espace. Ces valeurs propres ont élé calculées par Faber—van der Geer pour p < 37, et par
une méthode différente dans [18] pour p < 113.

D’autre part, d’apres [19, Table 12], pour A = (j4+2k—3,15,j+1) = (a,b,c) et W =V,
ou (j,k) est 'un des 4 couples précédents, on a dimMyy (SO7) = 1, et la valeur propre de
p®T), sur cet espace est :

j+2k—18

Tik(p) +p 2 T16(p),

ol 716 a été introduit précédemment.

En particulier, nos calculs permettent de retrouver les valeurs de 7;(p) pour p < 53
pour une méthode différente.

Enfin, I'intérét principal de nos calcul est qu’ils permettent de calculer la trace de T), sur
I'espace M7 (SO7) C My (SO7) engendré par les formes non-endoscopiques. Le “premier”
A pour lequel My (SO7) # 0 est A = (9,5,2). On a alors dim(Mj7; (SO7)) = 1. Si on note
Ap la valeur propre de png sur Mys (SO7), on a les résultats suivants :

pll2] 3 | 5 | 7 | 11 | 13
Ap || 0| —304668 | 874314 | 452588136 | —1090903017204 | 1624277793138

Les autres valeurs propres sont données dans les tables 2.2 a 2.6.

Ces calculs suggerent que la représentation de Galois de dimension 6 mise en évidence
par Bergstrom, Faber et van der Geer est associée a cette forme automorphe pour SO7, ce
qui répond & une question de ces auteurs (ce qui était une des motivations principales de ce
travail).

Dans le chapitre suivant, nous rappelons plus en détail suivant [18] et [19] la contribution
des formes endoscopiques dans My (SOy,).

Au final, nous ne donnerons des tables (équivalentes aux tables des théorémes 2.6.1,
2.6.2 et 2.6.3) que pour les contributions non-endoscopiques.

Suivant Arthur, ces contributions s’expriment mieux en terme de certaines représenta-
tions automorphes pour les groupes linéaires PGL,,. Nos calculs permettent de donner des
informations sur les “parametres de Satake” de ces représentations automorphes.
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2.7 La paramétrisation de Langlands—Satake

2.7.1 Les formules de Gross et la paramétrisation de Satake
La formule de Gross dans le cas général

Nous renvoyons & Borel [10] et & Springer [74] pour les notions de groupe dual et de
données radicielles des groupes réductifs. Nous renvoyons aussi aux études de 'isomorphisme
de Satake faites par Gross [36] et par Satake [64]. Enfin, on suivra les notations utilisées
dans [19, Ch. 3] et [18, Ch. VI].

On considéere G' un Zy,-groupe semi-simple, et G son dual de Langlands (qui est un
groupe semi-simple sur C). On note ¥(G) = (X, ®, A, XV, &V, AY) sa donnée radicielle ba-
sée, U(G) = (XV,®V,AY, X, ®,A) la donnée duale, et on note X, C XV l'ensemble des
co-poids dominants de G.

On rappelle que I'isomorphisme de Satake, introduit dans [64] et revisité par Langlands
dans [45, §2|, est un isomorphisme d’anneaux canonique :

Sat : Hy(G) © Z[p~3] = Rep(G) ® Zlp~ 3],

ou Rep(G) désigne 'anneau de Grothendieck des représentations polynomiales de dimension
finie de G.

Si I’on désigne par @((C)Ss I’ensemble des classes de conjugaison d’éléments semi-simples
de G(C), alors pour ¢ € G(C)ss on possede une application V' — trace(c|V) qui associe a
une C-représentation de dimension finie V' de G la trace de ¢ dans V. Cette application
s’étend en un homomorphisme d’anneaux tr(c) : Rep(G ) — C. D’apres un résultat de
Chevalley, 'application tr : @(C)ss — Homanneaux(Rep(@) C) est une bijection. On en
déduit la proposition suivante :

Proposition 2.7.1. L’application ¢ — tr(c) o Sat définit une bijection :
G(C)ss = Homanneaux (Hy(G), C).

La théorie de Cartan—Weyl pour les représentations de plus haut poids nous donne une
premiere Z-base naturelle de Rep(@) indexée par X, a savoir les représentations irréduc-
tibles de la forme V).

Pour A € X, on note [Vi] la classe de V), dans Rep&G De plus, si I'on se donne T un
tore maximal de G et B un sous- groupe de Borel de G contenant T (de sorte que \II(G)
s’identifie a \IJ(G,T, B)), et si u € X, on désigne par Vy(u) C V) le sous-espace propre de
V) pour p sous l'action de T.

Comme G est réductif sur Z,, il existe une décomposition de Cartan de la forme :

= [[ G@Z)Ap)G(Z,).

>\€X+

Pour A € X, on note ¢y € Hy,(G) la fonction caractéristique de la double classe
G(Zp)N(p)G(Zy). Les cy ainsi définis forment une Z,-base de H,(G) pour A décrivant X,
avec des relations de la forme :

(VA € Xp)(B(napy) €Z) ex ey = capp + Z UIWTRZETE
v<AHp

Le lien entre ces deux Z,-bases de H,(G) et Rep(G) est donné grace a Iisomorphisme
de Satake comme suit :
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Proposition 2.7.2 (La formule de Gross). Soit G un Zy-groupe semi simple déployé et X

l’ensemble ordonné des poids dominants de G. Soit A € X1. On note p la demi somme des
racines positives de G. Alors on dispose d’une identité de la forme :

PPN [13] = Sat(cy) + Z dx(p)Sat(cy)
{HEX4,u<A}

pour certains entiers dy(u) dépendant de p, qu’on détaille plus loin.
En particulier, on a les résultats suivants :

(i) Si X est un élément minimal, alors : pP» [Vy] = Sat(cy).
(i7) Sip e X4 tel que dim (Vi () = 1, alors dx(pn) = 1.

(iii) Si Va = Lie(G) est la représentation adjointe de G, alors : dy(0) = Sop™i L 0w les
m; sont les exposants du groupe de Weyl de G (voir [11, Ch. V, §6.2]).

Démonstration. Le cas ou G est adjoint avait déja été traité par Gross dans [36], et Chenevier
et Lannes ont étendu ce résultat au cas ot G est semi-simple dans [18, Ch. VI, lemme 2.7],
en se ramenant au cas du groupe adjoint G/Z(G), ou Z(G) désigne le centre de G. O

Les coefficients dy (@) qui interviennent dans la proposition précédente ont été calculés
par Lusztig et Kato. On a le résultat suivant :

Proposition 2.7.3. On reprend les mémes notations qu’a la proposition précédente. On
note p la demi somme des racines positives de G, et pV celles des coracines positives de G.
Pour € X1, on définit le polynéme P comme :

P= Y e,
=Y n(a")a
acdt

qui est un polynéme en p~' qui considére le nombre d’expressions de p comme somme

coefficients positifs de coracines de G. Si ju ne peut pas s’écrire sous cette forme (ce qui est
le cas si j est combinaison linéaire non-nulle & coefficients négatifs d’éléments de ®V+ par
exemple), alors ﬁ(u) = 0. Comme on considere la somme vide dans les possibilités, alors
P(0)=1.

Les coefficients dy(u) sont alors donnés par la formule suiante :

da(p) =M S " e(a) - P (oA +pY) = (n+pY))
oceW

ot e(0) est la signature sur le groupe de Weyl W de G.

Démonstration. Voir Kato dans [42], qui reprend des résultats de Lusztig [47], Kostant [34]
et Brylinski [12]. O

On donne dans [52] le programme informatique que 'on a utilisé pour calculer explici-
tement les quantités dy(p) selon le choix de G.

Le groupe spécial orthogonal de dimension paire

Soit 7 > 2 un entier, U = (Z,)", et V = H(U) le module hyperbolique sur U. On pose
G = SOy le sous-groupe des automorphismes de V préservant la forme quadratique définie
sur V et de déterminant 1. On désigne par (e;)1<i<, une Z,-base de U, et (e]) sa base duale.
Alors on peut définir une donnée radicielle basée de G en se donnant :
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— pour le tore T : le sous-groupe de G des éléments préservant les droites engendrées
par les e; et celles engendrées par les e’.

— pour le groupe de Borel B : le sous-Z,-groupe de G des ¢éléments préservant le drapeau

complet de U associé a {e1},{e1,e2},...,{e1,...,e}.

On pose ¢; € X*(T) le caractere de T agissant sur la droite engendrée par e; (ce qui
veut dire que T agit sur la droite engendrée par e} par le caractere —¢&j). On pose enfin
(¢7) € Xi(T) la famille duale de (g;) € X*(T'). Alors :

— les ensembles X*(T') et X, (T) s’identifient respectivement & P, ., €iZ et a P, €; Z

(et en particulier sont isomorphes). o o
~ Pensemble ®(G, T) est constitué des +¢; £¢;, avec la dualité : (£¢; £¢;)" = +ef ¢
(pour 1 <i<j<r).

— l'ensemble A(G, T, B) est constitué des ; —e; 41 (pour 1 <i <r—1) et de g,_1 + &
I'ensemble @ est constitué des ¢; +¢; (pour 1 <i < j <r).
les éléments p et p¥ sont donnés par : p = (r — 1)eg + (r — 2)eg + -+ + &1 et
pV=(r—Dei+(r—2)es+---+ek_.
le dual de Langlands de @ est donné par : G = SO2,(C).
~ le groupe de Weyl W de G s’identifie & : S, x {x13)°.

En particulier, 'ensemble des copoids dominants de G est donné par :

X; = {Z mie;

Pour 1 <14 <r, on définit les éléments \; € X par: \; =] +--- + €.

Enfin, on pose 7 automorphisme de ¥U(G) qui fixe les ; pour 1 < i < r — 1, et qui
envoie ¢, sur —, (qui est une involution sur X ).

Les opérateurs de Hecke de H(G) sont donnés par la proposition suivante :

m12m22”'2mr—121mr\}-

Proposition 2.7.4. Soient A =Y, mef € X, et Ay =[], (Z/p‘m”Z).
Alors Uopérateur T 4, € H(G) est donné par :

Ta, = Z Cu-

pe{AT(N)}
En particulier, on a les égalités :

(1) (V1<i<r—1)ecy = T3 /pmy

(@) exn +eron) = Tazpzy
(75i) (V. m >0)cpmn, = Tpm

Démonstration. Voir [18, Ch. VI, Scholie 2.9]. O

Proposition 2.7.5 (Le poids de la représentation standard). On considére Vg, la repré-
sentation standard de G = SO, (C). C’est la représentation de plus haut poids 1.

De plus, pour 2 < i < r — 1, la représentation A'Vg, est irréductible et correspond & la
représentation de plus haut poids \;.

Enfin, la représentation A"Vsy correspond a la somme des représentations Vi, et Vi ).

Démonstration. Découle de [34, Théoreme 19.2]. O

On souhaite exprimer, grace aux formules de Gross, les représentation Vg; et A'Vg en
fonction des opérateurs de Hecke T 4. Pour r = 4 (c’est-a-dire pour G = SOg(C)), on a la
proposition suivante :
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Proposition 2.7.6. On reprend les mémes notations, avec r = 4. On considére les éléments
Ta € H(G). On a alors les égalités suivantes :

(i) p° [Vs] = Sat(T})
(i1) p° [A?Vg] = Sat(Typ) + (p* +2 p? +1)
(i11) p° [APVa] = Sat(Tppp) + (P> +p+ 1) Sat(T)
(iv) p® [A*Vai] = Sat(Tpppp) +2 Sat(Typ) +2 (p* +p* +1)
Démonstration. On utilise la proposition 2.7.5 et les formules de Gross. On a :
Pour le (i) : il n’y a pas de poids p < A1, et ainsi on a les égalités :

PP V] = %) [V, ] = Sat(ea,) + D da,(1)Sat(cy)
{peXy <}

= Sat(cy,) = Sat(T,)

Pour le (i7) : il y a un seul poids pu < A2, a savoir g = 0. On déduit ainsi :

P [AVai] = p) ] = Sat(en,) + D da(w)Sat(c)
{peX 4, u<ia}

= Sat(cy,) + dx,(0) = Sat(Tp ) + (p4 +2 p2 + 1)

Pour le (i4¢) : il y a un seul poids g < A3, & savoir g = Aj. On déduit ainsi :

p° [APVsy] = piP) [Vy,] = Sat(cn,) + Z dxs (n)Sat(cy)
{rEXy n<Ars}
= Sat(cr,) + day (A1) Sat(cy,) = Sat(Tppp) + (B* +p+1) Sat(T,)

Pour le (iv) : il y a deux poids p inférieurs a Ay ou & 7(A4), & savoir = Ag ou u =0
dans les deux cas. On déduit ainsi :

PO [Ae] = 0% (VA + Vo)) = M V] + 70 [V,
=Sat(en,)+ Y da(w)Sat(c,)

{ILLEX+71LL<>\4}
+ Sat(cr(a,)) + > dr(ny) (1) Sat(cy)
{neXy,u<t(Aa)}
= Sat(cy,) + Sat(c.(ny) + (dr,(A2) + d-(ny)(A2)) Sat(cy,)

(d)u;( )+ dT(/\4)( ))
= Sat(Tpppp) +2 Sat(Tpp) +2 (p* +p> +1)

Les coefficients dy(p) ont été calculés a l'ordinateur grace a la proposition 2.7.3 et au
programme [52]. O

Le groupe spécial orthogonal en dimension impaire

Soit r > 1 un entier, U = (Z,)", H(U) le module hyperbolique sur U et V =H(U) & Z,,
(ot on a muni Z, de la forme quadratique x — 22). On pose G = SOy le sous-groupe des
automorphismes de V préservant la forme quadratique définie sur V et de déterminant 1.
On définit comme dans le cas du groupe spécial orthogonal de dimension paire les éléments
T, B, les ¢; et les €. Les changements sur la donnée radicielle basée se font alors comme
suit :
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— lensemble ®(G,T) est constitué des +e; +¢; (1 <i < j<r)etdes xe; (1 <i<r),
avec la dualité : (+e; ¢;)" = +ef £ e} et (+e;)" = £2-¢].

— lensemble A(G, T, B) est constitué des ¢; — ;41 (pour 1 <i <r —1) et de &,.

I'ensemble @ est constitué des ;+¢; (pour 1 <i < j <r)etdese; (pour1l <i<r).

les éléments p et p¥ sont donnés par : p = Zzley + 2830 4. 4 e et pY =

ref 4+ (r—1)es+---+ ¢k

le dual de Langlands de G est donné par : G = Spa, (C).

— le groupe de Weyl W de G s’identifie & : S, x {£1}".

En particulier, I’ensemble des copoids dominants de G est donné par :

X+ = {Z miE,):
i

Pour 1 <14 <r, on définit les éléments \; € X par: \; =] +--- + €.
Les opérateurs de Hecke de H(G) sont donnés par la proposition suivante :

m12m22--~2mr20}.

Proposition 2.7.7. Soient A\ =3, mef € X1 et Ay =[[;_, (Z/p™Z).
Alors Uopérateur T 4, € H(G) est donné par :

Ta, =cy.
En particulier, on a les égalités :

(z) V1<i<r)cy, = T /02y
(17) (Ym>0)emr, = Tpm

Démonstration. Voir [18, Ch. VI, Scholie 2.9]. O

Proposition 2.7.8 (Le poids de la représentation standard). On considére Vs la repré-
sentation standard de G = Spy,(C). C’est la représentation de plus haut poids 1.

De plus, pour 2 < i < r, la représentation ANV, n’est pas irréductible, son plus haut
poids est \;, et s’écrit sous la forme : NV = VN, @V, , ®-- B V),

i2[i/2]"
Démonstration. Découle de [34, Théoreme 17.5] (en faisant une récurrence sur 7). O
On souhaite exprimer, grace aux formules de Gross, les représentation Vg, et A'Vg; en

fonction des opérateurs de Hecke T 4. Pour r = 3 (c’est-a-dire pour G = Spg(C)), on a la
proposition suivante :

Proposition 2.7.9. On reprend les mémes notations, avec r = 3. On considére les éléments
Ta € H(G). On a alors les égalités suivantes :

(i) p°/? [Va] = Sat(T))
(i7) p* [A?Vg] = Sat(Typ) + (p* +p* + 1)
(iii) p®? [A®V| = Sat(Tppp) + (p? + 1) - Sat(T))
Démonstration. L’expression des [V),] en fonction des Sat(T 4) se fait comme précédemment.
Reste donc & exprimer les [AiVSt] en fonction des [V),].
(7) :ona [Vg] = [Vi,] et il n’y a pas de poids g < A1.
(i) : ona [A?Vg] = [Vi,] + 1 et il y a un seul poids p < A2, & savoir 0.
(i5i) : ona [A3Vg| = [Va,] + [Va,] et il y a un seul poids 1 < A3, & savoir Ay.
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Pour r = 4 (¢’est-a-dire pour G = Spg(C)), on a la proposition suivante :

Proposition 2.7.10. On reprend les mémes notations, avec r = 4. On consideére les élé-
ments T4 € H(G). On a alors les égalités suivantes :
(i) P [Vse] = Sat(T,)

(i1) p® [A?Vg| = Sat(Typ) + (% +p* +p* + 1)

(i3i) p'®/? [A3Vgs] = Sat(Tppp) + (p* + p? 4+ 1) - Sat(T))

(iv) p® [A"Wai] = Sat(Tpppp) + (P* +1) - Sat(Tpp) + (P8 +p° +2-p* +p? +1)
Démonstration. La démonstration se fait comme précédemment. Il suffit de faire les consta-
tations suivantes :

(7) :ona [Vg] = [Vi,] et il n’y a pas de poids p < A1.
) :ona [AQVSt] [Va,] + 1 et il y a un seul poids pu < Ag, & savoir 0.
(iii) : ona [A3Vg| = [Va,] + [Vi,] et il y a un seul poids p < A3, & savoir Ay.
) tona [A*Vg] = [Va,]+ [Va,] + 1 et il y a deux poids p < A4, & savoir Az et 0.

2.7.2 Les formes automorphes et la paramétrisation de Langlands

Soient G un C-groupe semi-simple et g sa C-algebre de Lie. On note U(g) son algebre
enveloppante, Z(U(g)) le centre de U(g). Soient enfin G le dual de Langlands de G, et § sa
C-algebre de Lie.

Suivant Harish-Chandra et Langlands, on rappelle dans la proposition suivante comment
voir les caracteres centraux de U(g)-modules comme des classes de conjugaison semi-simples
dans g, grace & I'isomorphisme de Harish-Chandra :

Proposition 2.7.11 (L’isomorphisme de Harish- Chandra) Avec les mémes notations, on
pose Pol(g) la C-algébre des fonctwns polynomiales sur g. FElle est munie d’une action

naturelle de G(C), et on note Pol(g )G lalgeébre des invariants. L’isomorphisme de Harish-
Chandra est un tsomorphisme canonique :

HC : Z(U(g)) — Pol(g)“.
L’isomorphisme de Harish-Chandra induit une bijection canonique :
Homc—alg(Z(U(g)), C) — Gss»
ol gss désigne l'ensemble des classes de conjugaisons d’éléments semi-simples de g.
Démonstration. Voir [45, §2]. O

Exemple : Comme expliqué dans [18, Ch. VI, §3.2] par exemple, les éléments de X @ C
peuvent étre vus comme des éléments de ge. Soient A un poids dominant de G, et W la
C-représentation irréductible de G de plus haut poids A. Cette représentation munit W
d’une structure de U(g)-module. Ce module est simple et admet un caractere central. La
classe de conjugaison dans ggs qui correspond & ce caracteére est la classe de conjugaison de
A+ p (ol p est la demi-somme des racines positives de G).

On définit comme suit les différents ensembles de représentations automorphes :
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Définition 2.7.12. Soit G un Z-groupe semi-simple. On définit une représentation du
couple (G(R),H(G)) comme la donnée d’un espace de Hilbert muni d’une représentation
unitaire de G(R), et d’une structure de module a droite sur H(G) commutant a laction de
G(R).

On note alors II(G) ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations du couple
(G(R),H(G)) de la forme m = Too @ Ty, 0U To, €St une représentation unitaire irréductible
de G(R), et my est une représentation irréductible compleze de dimension finie de H(G)°PP
(donc de dimension 1).

On note aussi gisc(G) Uensemble des représentations automorphes © discrétes de G

G(Zyp)

telles que # 0 (le sous-espace des invariants de m, sous laction de G(Zp)) pour

tout p premier. L’application m € Mgisc(G) — 7G@) (le sous-espace des invariants de w
sous laction de G(7Z)) réalise Mgisc(G) comme un sous-ensemble de II(G). On note enfin

Ieusp (G) le sous-ensemble de qisc(G) des représentations automorphes cuspidales.

Si l'on se donne H un C-groupe, on peut lui associer un ensemble X (H) de collections
de classes de conjugaison semi-simples comme suit :

Définition 2.7.13. Soit H un C-groupe semi-simple, et by son algebre de Lie complexe. On
note H(C)gs et bgs les classes de H(C)-conjugaison d’éléments semi-simples respectivement
de H(C) et de b.

On note alors X(H) l’ensemble des familles (cy)yepufoc}s Ol Coo € bss et ¢p € H(C)ss
pour tout p € P.

Si on posséde un morphisme de C-groupe r : H — H', on note encore par r l'application
définie de X(H) dans X(H') envoyant (cy) sur (r(cy)).

Suivant Langlands dans [45], on posséde une application II(G) — X (é) :
Proposition-Définition 2.7.14 (Paramétrisation de Langlands). On dispose d’une appli-
cation canonique :

c: I(G) — X(G)
T o (culm))

définie comme suit. Si T = oo @ Ty € I(G), on pose coo(m) le caractére infinitésimal
de T (d’aprés Harish-Chandra). De plus, lisomorphisme de Satake entraine que H(G)
est commutative, donc wy est de dimension 1 et peut étre vue comme un homomorphisme
d’anneaux de H(G) dans C. Sa restriction a Hy(G) est associée par la proposition 2.7.1 a
un unique élément c,(m) € @((C)SS.

L’application ¢ ainsi définie est a fibres finies.

Démonstration. Voir [18, Ch. VI, §4.2]. O

En particulier, le caractére coo(m) nous permet de définir la notion de représentation
algébrique ou autoduale dans le cas ou G est le groupe PGL,, :

Définition 2.7.15 (Représentations algébriques). Soitm € chsp(PGLn). Les valeurs propres
du caractére coo(m) sont appelés les poids de 7.

Une représentation m € Ilensp(PGLy,) est dite algébrique si ses poids sont des demi-
entiers dont les différences deur a deux sont des entiers. On note Il,,(PGL,) le sous-
ensemble de Ileusp(PGLy,) des représentations algébriques.

Définition 2.7.16 (Représentations autoduales). Soit m € II(PGL,,). On dit que la repré-
sentation w est autoduale st elle est isomorphe a sa contragrédiente.
On note respectivement II+(PGL,,), I1%_ (PGL,), HCLuSp(PGLn) et Haﬁg(PGLn) les sous-

ensembles de II(PGLy,), Haisc(PGLy,), Ileusp(PGLy,) et I, (PGLy) constitués des représen-
tations autoduales.
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Suivant [18, Ch. IV, §3.2] par exemple, si I'on se donne une forme automorphe propre
pour tous les opérateurs de Hecke, on peut lui associer une représentation automorphe dis-
crete : il s’agit de la représentation automorphe engendrée par la forme automorphe propre
considérée. Les formules de Gross et 'isomorphisme d’Harish-Chandra nous permettent de
relier les valeurs propres associés aux opérateurs de Hecke d’une forme automorphe propre
avec les parametres de Satake de la représentation automorphe qu’elle engendre. On détaille
ci-dessous ce lien dans le cas des représentations automorphes pour SOs.

Exemple : Soient G = SOg, A = 2?21 m;e; (suivant les notations adoptées précédemment
dans le cas du groupe spécial orthogonal en dimension paire, avec r = 4), et W la repré-
sentation irréductible de SOg(C) de plus haut poids A. Soient f € My (SOg) une forme
propre, et 7 € Igisc(SOg) la représentation engendrée.

Le caractere infinitésimal co(7) correspond & la classe de conjugaison de A + p, et ses
valeurs propres dans la représentation standard sont les

tlmi+4—i), i=1,...,4
Posons de plus : T(f) = Apf, ..., Tp,. . p(f) = Ap,...pf. Alors on a les relations :

(i) pPTrace (cp(m)|Va) = Ay
(i1) p°Trace (Cp(’ZT)|A2VSt) = App+ (p4 +2-p*+ 1)
(i4i) pSTrace (cp(m)|A3Var) = Appp + (P2 +p+1) - Ap
(iv) pSTrace (cp(m)|A*Vsr) = Apppp + 2 App +2- (p* +p* +1)

qui découlent directement de la proposition 2.7.6.

2.7.3 La conjecture d’Arthur—Langlands

Afin de formuler facilement la conjecture d’Arthur—Langlands, commencons par définir
la notion de parametre de Langlands :

Définition 2.7.17. Soit G un Z-groupe semi-simple, et r : G — SL,, une C représentation.
Cette représentation induit une application X (G) — X(SLy,), (cy) — (r(cy)). Sim € II(G),
on lui associe l’élément :

P(m,r) =r(c(m)) € X(SLy)
appelé parameétre de Langlands—Satake du couple (m,r).

Dans la suite, on reprend les notations de [18, §IV.4], qui sont les suivantes :

— On note St,;, la C-représentation tautologique de SL,,, sur C™. Pour a et b deux entiers,
la somme directe et le produit tensoriel des représentations St, et Sty nous donnent
les applications naturelles :

X (SLy) % X (SLy) — X (SLas) et (SLy) x X (SLy) — X (SLap)

que l'on note respectivement (¢, ') — c® et (¢,d) = c® .
— On note e € X (SLg) I'élément défini par :

—1/2
P 0 -5 0
ep:[ 0 pl/Q}VpGP et 6002[02 ﬁ
Pour tout entier d > 1, on note [d] 1’élément Sym?~!(e) € X (SLy), ott Sym?~! désigne
la représentation Sym?~'Sty. Pour m,d > 1 entiers, et ¢ € X (SL,,), on pose pour

simplifier :

cld = c®|d).
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— Pour 7 € Il¢ysp (PGLyy,), on note simplement 7 pour désigner I'élément c(7) € X (SLyy,).

Avec les notations précédentes, si 'on se donne ny,...,ng,dq,...,d; des entiers naturels
non nuls, et m; € Ileysp (PGLy,) pour tout ¢ € {1,...,k}, en posant n = Ele nid;, on
dispose d’un élément bien défini :

m [di] @ ma[da] @ -+ B my [dy] € X (SLy) .
On définit alors Xy, (SL;,) comme suit :

Proposition-Définition 2.7.18. On pose Xay, (SLy,) le sous-ensemble de X (SL,) des élé-
ments la forme my [di] @ o [d2] @ - - - @ 7, [di], pour un quadruplet (k, (n;), (d;), (m;)) tel que
n = Zle n,dl

Si on se donne deuz écritures ®F_m;[d;] = @2:1773» [d}] dans X (SLy), alors k =1 et il
existe une permutation o € Sy telle que (7}, d;) = (7o), do(i))-

Démonstration. Voir [40] et [46]. O

Suivant ces notations, on dira qu’un élément m de Xar, (SLy,) est non endoscopique si
son quadruplet (k, (n;), (d;), (m;)) vérifie k =1 et d; = 1.

Avec ces notations, on a la conjecture suivante :

Conjecture 2.7.19 (Conjecture d’Arthur—Langlands). Soient G un Z-groupe semi-simple
et r: G — SLy, une C-représentation. St w € Igisc(G), alors (m,r) € Xar (SLy).

Théoréme 2.7.20. La conjecture d’Arthur—Langlands est vraie pour G = SO, et r = Vgt.

Démonstration. Ce théoréme est le produit de travaux de nombreux auteurs (Arthur [4],
Langlands, Kottwitz, Shelstad [70] [71] [72], Waldspurger [81] [82] [58] [44], Ngo [60], Lau-
mon, Chaudouard [14] [15], Moeglin, Mezo [56] [57], culminant par les travaux récents
d’Arthur et Waldspurger.

L’énoncé ci-dessus, concernant SO,,, est dii & Taibi [76] et repose sur [3] et les travaux
de Kaletha [41] et Arancibia-—Moeglin—Renard [2]. O

Lorsque G est classique et que 7 est la représentation standard Vg de @, pour tout
élément 7 € Igis.(G) on a une égalité de la forme :

(. St) = @D milds]

ol les 7 sont autoduales. Si G = SO, on constate sur les caractere infinitésimaux qu’elles
sont algébriques, de sortes que les m; sont des éléments de Haﬁg(PGLni) (voir [19, Lemma
2.23]) : la condition d’autodualité des m; a été démontrée par Arthur, et le choix du caractere
infinitésimal de m impose que les 7; soient algébriques. De plus, on appellera “poids de 7”
les valeurs propres du caractere infinitésimal de (7, St).

L’étude faite dans [19] a pour but de déterminer pour n = 7,8 ou 9 comment s’exprime
tout élément de 14 (SOy,) grace aux éléments de Haﬁg(PGL ~N) (N <n). Plus précisément,
donnons-nous un tel n et posons m = [n/2].Posons W = (w1, ..., wy) avec wy > -+ > Wy, >
0 des entiers positifs ou nuls de méme parité que n. On désigne par Iz (SO,,) I'ensemble des
éléments de Ilgisc(SO,) dont les poids sont les =75, Alors les résultats de [19] permettent de
calculer le cardinal de II5(SO,,), et d’exprimer pour chacun de ses éléments le quadruplet
(k, (ni), (d;), (m;)) associé par la conjecture d’Arthur-Langlands. Soulignons au passage que
les résultats conditionnels de [19] (les énoncés Theorem* et Theorem™) sont maintenant
inconditionnels grace aux résultats récents des auteurs cités ci-dessus (notamment [76]) .
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On renvoie a [19, Tables 12 & 14] pour une liste des représentations ainsi décrites dans
les cas ou les w; sont impairs, avec n = 7 ou 9, pour certaines valeurs de w. La méthode
énoncée dans [19, Chapitres 5, 6 et 7] nous permet de trouver I’ensemble des représentations
de poids £% dans les autres cas. On donne dans la table 2.1 ci-dessous la décomposition
de tous les éléments de IL(y,; 1wy ws,wy)(SO9), ot les w; sont des entiers impairs tels que
25 = wy > wy > w3z > wy > 0, choisis de telle sorte qu’il existe un élément de Hilg(PGLg)
dont les poids sont les tw; /2.

Les tables de [19] susmentionnées, ainsi que les tables 2.1 & 2.11 du présent article, font
intervenir les notations suivantes. Donnons-nous w = (wy,...,Wy) o wy > -+ > Wy, > 0
sont des entiers positifs de méme parité. On pose II I’ensemble des 7 € Hjlg(PGLgm) dont
les poids sont les +w;/2 (avec 0 de multiplicité double lorsque w,, = 0). Si |II| = 1, on
note Ay, . w,, son unique élément. Si [II| = &, on note Aﬁ)17__.7wm n’importe lequel de ses
élément. De la méme maniere, donnons-nous W = (wi, ..., Wy,) oW wy > -+ > wy, > 0 sont
des entiers pairs strictement positifs, et posons II* I’ensemble des 7 € Haﬁg (PGL2p41) dont
les poids sont les +w; /2 et 0. Si [IT*| = 1, on note Ay, son unique élément. Si [IT*| = &,
on note A*w’i

m

W

) A1z
...w,, 'importe lequel de ses élément.

2.7.4 Résultats obtenus

Notre but est de déterminer un maximum de parametres de Langlands—Satake pour
des représentations automorphes cuspidales pour les groupes GL,. Grace a la conjecture
d’Arthur-Langlands, ces parametres apparaissent comme les éléments fondamentaux pour
comprendre les formes automorphes discretes de groupes plus généraux.

Donnons-nous 7 € Ileysp(PGLyy,) dont on souhaite déterminer les c,(m). On procede
comme suit :

— on cherche 7’ € Tyisc(SO;,) pour n € {7,8,9} tel que 7 apparaisse dans 1’écriture de

(7', St) donnée par la conjecture d’Arthur-Langlands. Idéalement, on espere obtenir
une égalité de la forme 9 (n’, St) = 7 ou (7', St) = 7 & [d].

— on détermine grace a I’étude de [19] Pensemble des 7" € T4i5.(SO;,) ayant les mémes

poids que 7', et on détermine les parametres (7", St) associés.

— sous réserve que les parametres ¢ (7", St) font intervenir uniquement des éléments

dont les parametres de Langlands—Satake sont bien connus, on en déduit les c,(7) (ou
du moins les Trace(c,(m)|A%St) pour certains 7).

En guise d’exemple, détaillons comment on a étudié I'élément Agsz 157 € Hjlg(PGLG),
qui est un cas assez représentatif. La notation A, . ., & été présentée au paragraphe 2.7.3
(et est notamment utilisée dans [19] ou [18]).

D’apres [19, Table 12], on a I'égalité : I1(93 15 7)(SO7) = {A237® A15, A23157}. On pose
pour simplifier m; = Aoz 7 @ A15 et M2 = Aoz 157. Soit W la représentation de plus haut
poids (9,6,3) de SO7. On pose f1 et fo des formes propres de My (SO7) qui engendrent
respectivement m; et 2. On pose de plus, pour p un nombre premier quelconque, les valeurs
propres de f1 et fo pour les opérateurs de Hecke T, ..., T, , comme étant respectivement
les pip, ..., fp,...p et les Ay, ..., Ay . Les formules de Gross nous donnent alors les égalités :

Te(T, [ M (SO7)) = pp + Ay = p%/2 - Trace(cy (1) Vey) + 572 - Trace(c, (m2)| Vi)
Tr(Typp| Mw (SO7)) = fipp + Apyp = P - Trace(cp(m1)|A*Var)
+p* - Trace(cp(ma)[A*Ver) — 2 (p* +p* + 1)
Tr(Tppp| Mw (SO7)) = tippp + Appp = p*? Trace(cy(m1)|A°Vsy)
+p”/2 - Trace(cy (m2)|A* Vi) — (p? + 1) - Tr(T,| M (SO7))
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Les quantités qui nous intéressent ici sont les Trace(c,(ms)|A*Vst) (pour i = 1,2,3).
Pour les déterminer, on a besoin des traces des opérateurs de Hecke T}, T} p, Ty pp (qu'on
a calculées au paragraphe 2.6.1), et des quantités Trace(c,(m)|A?Vs;) (qui sont calculable
a l'aide des quantités Trace(c,(Aas7)|A'Vst) et Trace(c,(A1s)|AVsy), et des lemmes tech-
niques 2.7.22, 2.7.23 et 2.7.21 présentés ci-dessous).

Reste donc & calculer les quantités Trace(c,(Aaz 7)|AVsy) et Trace(c,(A15)|A"Vst). Sion
note Vi, my,ms) la représentation de SO7 de plus haut poids (m1, ma, mg), alors les formules
de Gross nous donnent les égalités suivantes :

Tr(Tp| My, , ., (SO7)) = p*/? - Trace(c, (A1 [3])|Vae)
= p"/*Trace(cp(A11)[ Vi) - Trace(cp([3])|Vit)
Tr(Tp| My ) (SO7)) = p*/? - Trace(c, (A15[3])|Vie)
= p5/2Trace(cp(A15)|VSt) - Trace(cp([3])|Vsy)
Tr(Tp| My ) (SO7)) = p*/? - Trace(cp(Aos7 @ Ar1)[Viy)
— pP/2 (Trace(cp( A7) Vae) + Trace(ey(A11)| Vi)
Tr(Tpp| My , 4 (SO7)) = p* - Trace(cy(Aaz,7 & A11)|[A*Vay) + (0 +p° +1)
= p*(Trace(cy(Aa3.7)|A*Vay) + Trace(cy(Ar1)|A%Vay)
+ Trace(cp(A237)|Vst) - Trace(cp(A11)|Vst))

On constate aussi que :

Trace(c,(A11)|A*Vs;) = Trace(c,(A15)|A%Vey) = 1
Trace(c,(A11)|AVs;) = Trace(c,(A15)|A™Vs;) = 0 pour i > 3
Trace(c,(Ag3.7)|A%Vsy) = Trace(cy(Aaz7)|A*Vay)

Il suffit enfin de réinjecter ces valeurs dans les égalités précédentes pour calculer les
quantités Trace(c,(Aa23,15,7)|A*Vst), données par les tables 2.2, 2.4, 2.5 et 2.6. Ces formules
sont assez lourdes, et on se contente de donner ici le résultat obtenu pour ¢ = 1, & savoir :

23
p2 - Trace(Cp(A23,15,7)|VSt) = p9 ’ Tr(TP‘Mv(g,ﬁ,s) (807)) - p9 ’ Tr(TP‘MV(QA,S) (807))
10 10

p
Tr(Tp M0, (SO7) = 727

p
TRl Tr(Tp| My 4 ) (SO7)).
Suivant cette expression, les traces calculées dans [50] suffisent a calculer les propriétés
voulues sur les parametres de Satake de Ag3 11,7. On peut toutefois avoir recours aux résul-
tats connus sur les formes modulaires pour SL2(Z) et sur les formes modulaires de Siegel
de genre 2 pour alléger ces calculs.

L’ensemble des formules obtenues sont détaillées dans le programme [51]. Les fonc-

tions “triDeltawlw2...(p)” y donnent les quantités p%Trace(cp(Awth’m)]AiVSt), et les
fonctions “triDeltawiw?...pol(p)” y donnent le polynéme unitaire dont les racines sont les

p T Trace(cy(AZ, . )|A"Vs;) (lorsque la notation A2 a bien un sens).
Les résultats obtenus sont décrits par les théoremes 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 et 2.1.6 présentés

en introduction.

Dans le cas particulier ot p = 2, plutét que les quantités Trace(c,(Auw, 1wy ws )| A Vat),
on a préféré donner le polynome det (2w1/ 2X - 1d — c2(Awy wewsy)) lorsque nos résultats le
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permettaient. Le lien entre ces quantités est donné par la relation suivante :

6
det (2"’1/2X 1 — cQ(Awl,w%wS)) =3 X7 (1) 272 Trace(cp (A, ) [A V1)
i=0

6
-3
1=0

et les relations Trace(cp(Aw, wyws)|AVst) = Trace(cy(Aw, wyws) A "Vat) pour i = 0,1,2
permettent de ne pas avoir a expliciter tous les monomes. En effet, suivant la remarque faite
a la fin du théoréme 2.1.6, on a la relation : ag_; = 26=20w1/2. 4, pour i = 0, 1, 2.

On rappelle que, dans cette remarque, on avait donné des propriétés de symétries tres

proches sur les coefficients du polynéme det (2“’/2X -1d — ¢cy(m)), pour 7 € Hjlg(PGLn) de

plus haut poids w. Ceci sera utile pour mieux comprendre les tables 2.8 et 2.10.

Enfin, les quelques lemmes techniques suivant sont particulierement utiles dans nos
calculs, et leur démonstration est immédiate :

Lemme 2.7.21. Soit d > 1 un entier. Alors [d] € X(SLy) et on a :

1a pt—1

Trace ({d)p|Ve) =p7= - ==

> og (PP =1)- (" 1)
Trace (([d])p|A*Vs) = p* - (p—12 (p+1)
sea (p—1) ("' 1) (- 1)
(p—13 - (p+1) - (pP*+p+1)
eay @ =1 -7 -1 (" -1) ("7 1)
(p—D*@+12-P*+p+1)-(pP*+1)

Trace (([d]),|A* V) = p

Trace (([d])p|A* V) = p*

Lemme 2.7.22. Soient ¢; € X(SLy,) et n = Y, n;. Lélément @, ¢; € X(SLy,) est alors
bien défini, et on a :

J

Trace <@cl) IAFVg, | = Z Trace ((¢i,)p| A" Vat)
» 1

i 0<j<k I=
ni+--+nj==k
i1 < <ij

En particulier, les cas k =1 ou k = 2 donnent :

Trace (@ ci> Vst | = Z Trace ((¢;)p|Vst)
i » i

Trace (@ ci> A%V, | = ZTrace ((ci)p\AQVSt) + ZTrace ((ci)p|Vst) - Trace ((¢;)p|Vat)

i i<j
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Lemme 2.7.23. Soit c € X(SL,) et d > 1 un entier. L’élément c® [d] € X (SL,,.q) est alors
bien défini, et on a :

Trace ((¢ ® [d])p|Vst) = Trace ((¢)p|Vst) - Trace (([d])p|Vat)

Trace ((c ® [d])p]AQVSt) = Trace ((¢),|Vst)? - Trace (([d])p|A2VSt)
+ Trace ((c)p|A2VSt) - Trace (([d]),|Vst)? — 2 - Trace ((c)p|A2VSt) - Trace (([d])p|A2VSt)

Trace ((c ® [d])p]A3VSt) = Trace ((¢),|Vs:)” - Trace (([d])p|A3VSt)
+ Trace ((c),|A* Vi) - Trace (([d))p]Vsr)® + 3 - Trace (()plA Vi) - Trace (([d])|A*Vay)
((€)p|A*Vt) - Trace ((¢)p|Vas) - Trace (([d])p|A%Vat)
— 3 - Trace ((c)p|A3VSt) - Trace (([d])p|A2VSt) - Trace (([d])p|Vst)
— 3 - Trace ((c)p|A2VSt) - Trace ((¢)p|Vst) - Trace (([d])p|A2V3t) - Trace (([d])p|Vst)

— 3 - Trace
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2.8 Tables de Résultats

Aos 15 ® Ao1 5, Ass91.155

Aos17 ® Aoz 7, Aoss2317.7

25,21,15,7)

2 2
Aj5 017D A1s, Ads01157

(25,23,17,11)

A95.9317,11

Ags @ A1 @ Agy g,

(wla w2, W3, ’UJ4) le,wg,wg,w4 (SOQ) (’UJ17 w2, W3, ’UJ4) le,wg,wg,w4 (SOQ)
(25, 17,9, 5) A25’177975 (25, 21,17, 7) A%5,21,7 @ Ay, A25’21’17,7
Ao ® Ao1 9 @ Ary
25,17,13,5 A 25,21,17,9 : )
( ) 25,17,13,5 ( ) Aos17 ® Ao1y9, Ass21.17,9
(25,19,9,3) A25.19.9.3 (25,23,9,3) Ao5939.3
(25,19,11,5) A3 105 ® A11, Aos10115 (25,23,11,1) Ao5.93,11,1
(25,19,13,3) Az 1915 (25,23,11,5) A2 3115
(25,19,13,5) A925.19.13,5 (25,23,13,3) Ao593.13,3
(25,19,13,7) A3 13® Ajg7, Aos 9137 (25,23,13,7) A3 13 Aoz 7, Aosozi3y
(25,19,13,9) A925.19.13,9 (25,23,15,1) Ao5.93.15,1
(25,19,15,5) A%571975 @ Ais, A2519,155 (25,23,15,5) A%5,23,15,5
Aos & A5 D Aoz
25,21,11,7 A2 @A, A 25,23,15,9 "~
( ) 25,217 11, 525,21,11,7 ( ) Aos15 D Aoz g, Ass923159
(25,21,13,5) AZs 13 ® Agis, Aoso1135 (25,23,15,11) A95.93.15,11
(25,21,13,7) A95.91,13,7 (25,23,17,3) A92593.17.3
(25,21,15,3) A3s 013 ® Ats, Aoso1153 (25,23,17,5) Ao3175 B Aos, Aos 23175
(25,21, 15,5) D5 © Bo1 & Dars, (25,23,17,7) B2s © Bur © B,
(25
(

25,21,15,9)

Ags.15 @ Aot 9, Aos21159

(25,23,19,5)

A9593195

(25,21,17,5)

Aos ® A7 © Aoy 5,
Ags.17 @ Ao1 5, Aos21175

TABLE 2.1 — Décomposition des éléments de Tl iy, wy ws,wy)(SO9) pour wy = 25 lorsqu'il

existe un élément de Il,s,(PGLg) dont les poids sont les £w;/2.
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(w1, wa, w3) det (2“’1/2X “Id = ca (Awy we,ws) \VSt)
(23,13,5) 269 X6 4 ... — 14948499456 - X3 — 4472832 - X2 + 1
(23,15,3) 269 X6 4 ... 417641242624 - X3 + 7139328 - X2 + 3360 - X + 1
(23,15,7) 269 X6 4 ... 4 528482304 - X3 — 4288512 - X2 +720- X + 1
(23,17,5) 209 X6 4 ... — 22246588416 - X3 + 7323648 - X2 — 1920+ X + 1
(23,17,9) 269. X6 4 ... 45190451200 - X3 — 417792 - X2 — 1584 - X + 1
(23,19,3) 269 X6 4 ... — 8241807360 - X3 + 872448 - X2 + 96 - X + 1
(23,19,11) 269. X6 4 ... — 6259998720 - X3 — 4288512 - X2 +96- X + 1
(25,13,3) 275 . X6 4 ... — 56170119168 - X3 + 16023552 - X2 + 8640 - X + 1
(25,13,7) 270 X0 4 ... +1962934272 - X3 4 5332992 - X2 — 5040 - X +1
(25,15,5) 275 . X6 4+ ... — 119587995648 - X° + 21331968 - X2 + 1
(25,15,9) 270 . X0 4 ... — 335208775680 - X3 — 23052288 - X% + 6048 - X + 1
(25,17,11) 275 . X0 4 ... 4185377751040 - X3 — 11071488 - X2 — 6432 X + 1
(25,19,1) 275 . X0 4 ... 4 443421818880 - X3 + 72425472 - X% + 10752 - X + 1
(25,19,13) 275 . X6 4 ... — 173801472000 - X — 3053568 - X2 — 672- X + 1
(25,21, 15) 275 . X6 4 ... — 106419978240 - X3 — 14020608 - X2 — 672 X + 1
TABLE 2.2 — Polynémes caractéristiques des co(m) pour m € Hjlg (PGLg)
(wh w2, w3) Pwl,wz,w:s (X)

(25,17,3) X2 4768 - X — 2764800

(25,17,7) X2 — 5232+ X — 23063040

(25,19, 5) X2 — 6624 - X — 38854656

(25,19,9) X2 41104 - X — 35306496

(25,21, 3) X2 —2880- X — 8193024

(25,21,7) X2 +240 - X — 28491264

(25,21,11) X2 41824 - X — 42771456

TABLE 2.3 — Polynomes annulateurs des 2°'/2 - Trace(ca(7)|V;) pour 7 € Haﬁg (PGLg)



z

TRACES D’'OPERATEURS DE HECKE.

CHAPITRE 2.

76

3re

61> d> ¢ (91Dd) “FI1 mod (¥84](x)%) eoeay, 124K+ i 0P 03s1] — g @18V,

090C0SS9TLTS86T61 ¢8ESTS99TIVLLEY VIOVELVIVELIOT— | PIT6VPPLISTEE— | CECVLOGSIST | 06698€6ET— 91STIV (6115 ‘ce)
007E€TES66L80L88¢€ 96160CSCV8L6TT19C 897969¢8897806 CITSSTI89L986 9TV9CTEVI8E | 006LCLTOV— 8CITTS (1115 ‘ce)
OVPCLIIETTINGESGE | 0C9E66ETOVOS6TIT— | 0C8ST6TILOC660T— | CI6LYPIILLELTT 00806%760¢EY 00L109€€EY 09€80T— (L‘12ct)
0CST8ETTEGLRE0VI— | 09VSTTCV88LICT8— 07667cScc06T1STT | 8809€9T6ES0VT— 000982016V 006ersec8— | 08c0LT— (€18 °ct)
0C9TLYIEETETLITT — ¢868cTT879S0TSEE VeOPPTLG8LIGOT— 996679L9GCATES | 80T99C6TLYI— 04870¥6 veeeol— | (€1°61°6e)
008L0L89TCEVITS PIY1E98CEE6E805— CLEITSGGLYLIVET— | 889486EV6960€— | 9T19509196C9 006¥0¢Lc6 C61ELG— (661 ‘6e)
OVCLTSEVCTLSG6STOT | 96L6698C8GT6LEGT— | 890EEVEOTVEISOT— | 880C68GL8ESBL— | 9TPI96S0TTE— | 00T6LEVEEC— ¢L006 (¢'61°ct)
0906€SSTV6999TTT— | CCLEBTISLREBLETCT— VI6E8TSL6S6CTE 9GLCLTCELYS80T | ¢6199GCTI0LT— | 09891c¢Ese 965901 — (1°61°ct)
004801€9¢508¢608— ¢998C8T619CV.L61T VLLITSTTESBRECT— | 9956006829669 800808€996— | 09€0ELVLY— 91€C.L8 (TT°L1°¢T)
9TCVCTICSTI8690ST ¢c6778E9008¢E8E0T 08LV9LCOLYLTIVE— | 8C6L88090€90E— | 9TO88SYEOET— 0¢80L2929 ¢I199cT (L21°¢T)
9€L69856£E088106 CIVCTERESTEV LTS 08L08TCVEECO0VIT— | CI6SE66ETREET 960T6S55LV6— 0CCTVIP88 | 8808L¥T— | (€°L1°CT)
0202c8818€06996C— ¢G8TE00.L6VCTRI6 VLET6L69VIISST— 9€70€0922E89¢ 891891950L— 0Te8V1EeES 7968LC— (6°c1ct)
8CCC816L60TCE96¢— 8GTS69686T88T 18 9¢0CCaTLICYV 8IS 96454 ScI0VETE— VySeceLLES 9090S0€T9— ¢ETLI8 (¢'qrce)
78C6SceEVC8S6TVL6— | 069LCETCVETCTIERC— | VITILIVCL8EYLOT 9€95661¢89¢8. 8C690GEVCT— | 0€VCSE65S— | TPICIT— (L'etce)
VC6LG8EVLYTLEVIC— 0666L9CCE9L8TSTC 9CALELYEITOLI6— 9L0GL67CV8LOECT CEVLIV0GLE 0E788616E— V9L6T— (e‘erce)
0VSC8LITVI6STY — 9C8Y68TCTST88CT — 8ETLLTIECSGLYT 9666CLST0ST VPETC8818LI 04815992 ggeese— | (T1°61°€g)
08TCETCY8LI6C6E 9¢0¥€cc000706— ¢909089¢aVeSL— 961€65L26599Y Yra6vr1989Y 0S62L89¢— ¢S810¢— (€61 °¢€a)
090T619675609.9 98T¥E4799€608— ¢05€92¢0006985— ¥0¥950c69¥S9T— | 9995001¢cE— 0SVETVSTT 8¢0T91T (6°L1°€T)
9€06578960T1VC8— 0LLTCTIL8YVIT— ¢C9T61TIIE0rsS— 9L9TTOLGCLIVT 70994 T16VE— 746L966 8V4LE— (¢L1€T)
¥09L¥68€LT086CT 0L96G8L6T8Y866 ¢0T69€09¢918Y— 9TTILISTV0CSE Ver8G6070€— | 9CEBSSTCT— ¢lvacy (L¢1'€)
96GC800LTVLEVCTE— 0609¢75¢V66990T— 8180968998688 V¥8E0V6LCCTY — rSe6Ev0697— 766690€8 8CILV— (e‘a1€q)
9TGTO6STV6VI6TT— 0G688L99TV479¢1 8CTE6LLLEYCIT Y0CLT0C06060T— 9€1884CSY VIEVLS 899706 — (¢'e1‘ea)
m
61 L1 €1 I L g ¢ 4




7

z

TABLES DE RESULTATS

2.8.

3re

17 > d> gz 10 (91Dd) TI1 mod (384[(x)%) every, 127K - - j1,d sop 03s1] — g @1av],

90976 168LEIBETSTETI 8€0LGITROTVECLE0LLEE— | 96CSE00TTT6ILESVEET 0€98TT97V07778000C— 9.4€€925029069€02T (CT°1%‘cq)
GT9E9V8L69ELEINITOT L 9GL20L89€EBLLGGLITVE 880LTVCLISTELTIOVCI— 00T8T8TLLBOTTITILE ¢698V67900768080LT— | (T1 1% ‘CT)
GICEL8ITHCLOILYTIRECT 099596057 CT8ISTETST.L— | 88CCT068C8YCG6V86VC— | 098L9L608CCTTOTSG6TC 0CTGLLOEC68908SCTEE (L‘12‘cq)
GTCIV89CLLOE609ISTEIT 0CITSTI6LOTLIBELEVLE | 88CV009CIBTTC6GGLEOC— | 0CCEVETISTTCOSTTLST 077L99L908¢9.L96€— (€12 6e)
909V9LILCIIVLTEILTCYT 8C90GTV6S8TITC668STVTI— | PFIC8V69L08C0EL6GIS— 0€9¥6T9I690TETGRIL— ¥8€L8658670006L9— (€T°6T ‘ct)
88LIVFG0€E8IBLIICOTIL— | 79L00GIT66EECOVESELE— | 88V6EICTOTOLY8YLIE— 00T€€8C8CI008TE80T — 8YVISLITST80SITTE (661 °Ge)
88EILTTCR68CEOBITELST— | 995G09GGGGLOSGIVICOLOC— | 88VTLOILLOESTIVOVET— | 09C8LYSEEISTSO0TOST C6TOET8STITCRITCL (661 °¢e)
90%7G986.LLGICTILIVO96T | C8GITCEELYIEI6LG99LE— | 9G0696CCTVLLETLIGTT OTveLVCevv6TTLE6TTL 9LG€0€848CT66LC9E— (1°61‘ca)
90¥766569L¥917097¢589 CO80LLOBTLETEROGVLIT 9897 TEG669669T98C59 0S0LEEI0EOTIETLLELT | FO0E8ESTICVILET60T— | (TT LT ‘GT)
YELI08TI8TE0808CYGEOT — 88LIVGLLOVSTTTLEYIVE ¢6LG8T788969096£00€ 9L70L860EGIVERTC66S— | CIT880GLLEEG88808— (L21°62)
¥880ETTITILEOVIO60VL— 898CET6ET0ITETETTES 800E7Z08SYRISI6R9ET— | FRILSGRIETEIEOCETEOT | TOSTLIVLIIECLYSYOT— | (£ LT °GC)
VSTEGLTC689LELSTGLTC— ¢808¥8L20E06TF6090T9 706€0S60€7V090LT08L— | 0SLEOTVEEG6TILSLOLT— | FIVLL60GCI6SG9€008— (6°G162)
060296€86TCS8EY8TST— 9Y09E€IVCOCTLLLILITIE— | TITI06C60LTYE8880LEE | GEVOCECE6969LETVSSTT— | 800V6TEC0LLTOCTSS— (¢‘qrce)
0T8TEIG68V6TSSITTSE6— 98L2609066T10€0LTEST Y977 GL099089LC00ETE— V16675799C669EVCEY C6L8L6OTIVEERLTOC (Le1°6T)
0LGT0L6L9E9C666VC86TT— IV IV0ECTTRIBEEOTELY 9EL8ITLET6I6LESSELT VEVETVLIO8TSG909€4C 8V¢9L6EGGTITE6TT— (¢e1°62)
¥E€88ETC8699€56888991— VE8EGTCI8GC68TITS 9L67STIVIC6C05€SS 067 TGLST6C8TLCOTL CLTTS96LLTOTLSYG— (1T°61‘¢2)
PEIG6TTI8VOLBT6SCIOT— VeVIICIc0864179606 V¢ec66V1GL0TLE8COT— 0€9LTTVCTSC600806— 8CITI6VCLYCVST6.L6 (€61 °¢a)
VEVP8LIOTETLTI68E0C— IV6EV1CCISTETIST8— VC0EEGLLLETIOTSI0T — 068€TV 1166257206 8999T9¥9LELOOV LT (6°L1°€T)
0660TL6SC88GETTSELI GC096957LE6TECE669— PVLGTECI6.L8EVSECT — 99¢TIGTVST1Cc9590TY 9686880€T6068LLT— (GL1°€T)
0LT69VEVLY LLTGCTIL— 848V GGLEVSLLGEORSBY YrELGEITTOVTIREC66— 9¥LE0LOITTO6T8CTE 9LLTGLIBCTLEESY — (L61°€T)
0€ETVPITGT8IBILTTITC— 8CEE08EBETLBIVETOT 9GCCE6TY6TILITYCY 9C86GTVETLLOTTTRE ¥¥€960€255099€97 (€61 °€T)
0TG0T88GIV8CEI66E0E G8GOLTTESG68EELGTER— 990L5¢9866 1670701 V6786968LSCTC0ERY— YIVEETLIVECLETT (¢e1'ca)
m

154 L€ 1€ 62 €2 d




78 CHAPITRE 2. TRACES D’OPERATEURS DE HECKE.
- P 43 47 53
23,13,5) 1585197541121400492 2888879429822981616 —401934470208658758
23,15,3) 1251580056673244892 729807353383997616 —103182932449233424998
23,15,7) —6758592609864707508 —20510124050426653584 48013741730657079162
23,17,5) 4997229047209559292 —3083068930104075984 50560941459854437722
23,17,9) 11890923043443050508 15431114760408787824 —7026502567848047622
23.19,3) —3198945438336050292 4575412865015044464 —33888522555375856902
23,19,11)| —2386037760238127892 —41570441127723864336 —19076488865676636102
25,13,3 —118592663540334048444 265471738731534187152 6529626819380030334786
25,13,7 —27876108969519548844 483419531351826739152 —67841640042648419934

25,15,5

—310395560121687358956

2481990812763404305104

989150772174783875874

—174530596427091285564

39703282543066180752

—5079143986594630602174

182208972814755659112

—103615919209859815776

—816797105524166216508

)
)
)
25,15,9)
)
)

25,17,7

—20453253350286370488

1741863267899807506464

—4172927152787349895548

25,17,11)

—140783944305361504044

407136532197503992272

3183793193891665327266

25,19, 1)

—438706021055601207756

—559258375196038145712

1807317125273707699554

25,19, 5)

184893881031217770312

625764793414851116064

2026224497868971399172

25,19,9)

—272331427509356263512

1798384539618122498976

—5663863869660148328892

25,19,13)

157365362411733901956

252625491987210302352

5089431783552918322626

25,21, 3)

—240449199626663273400

—701221992491721039840

2592653972992766998020

25,21,7)

—660835618776165010200

1125591434635074114720

4607672947886504889540

25,21,11)

—48343195754042760312

1145954720828549941536

5888654435488579217028

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(25,17,3
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

25,21,15)

—282475205135353880364

163067533980263907792

—4351329192379786592094

TABLE 2.6 — Liste des p*1/2 - 3" Trace (c,(m)| Vi) pour Hi_lg (PGLg) et 43 < p < 53
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= p 2 3 5 7

w

(25,17,9,5) 1104 —671328 —35927880 19973315264
(25,17,13,5) 1632 492912 —45088680 | —45797041696
(25 19,9 3) —5280 —317520 71568600 36073032800
(25,19,11,5) 4800 —302400 | —765121800 29642547200
(25,19, 13, 3) 2640 —483840 23969400 3255324800

(25,19, 13,5) —4416 | —913248 | —155434440 1629650624

(25,19,13,7) —3840 753840 —132911400 83659503200
(25 19,13, 9) 960 —498960 —500274600 | —34659738400
(25,19, 15,5) —6432 444528 985329240 14967875552
(25,21,11 7) 7920 —274320 181517400 —414752800

(25,21, 13,5) 8928 139968 —181179144 | —9742673920
(25,21,13,7) —1920 58320 —511607400 | —7597141600
(25 21,15, ) —3072 995568 148022616 —806421280

(25,21, 15,5) —1152 | —994032 | —652925160 | —48906846688
(25,21,15 7) —3408 1215360 204437616 15834248704
(25,21,15,9) —7200 631200 6175800 25981995200
(25 21,17, 5) 6528 301968 180352536 15716429600
(25 21,17, 7) 6240 —894240 —877974600 | —16347755200
(25,21,17,9) 480 421920 451865400 12240996800
(25, 23,9, 3) —240 —675360 76659000 —8636958400
(25,23,11,1) —7440 | —574560 | —258371400 45468651200
(25, 23,11, 5) 2832 758880 16184496 —20980586816
(25,23,13,3) 288 843696 80271576 —6565786528
(25,23,13,7) 3888 —861984 1188954936 448814912

(25,23, 15, 1) 48 —950832 1608216 —5559691360
(25,23,15,5) —4608 | —495072 94477608 49773071040
(25, 23,15, 9) —1392 —382032 —172266024 —6105235360

(25,23,15,11) | —1056 538272 —360152520 356506304
(25,23,17,3) 1488 1040256 | —758350344 | 11560030592

(25,23,17,5) | —2976 97632 34950840 —31527057856
(25,23,17,7) 1488 | —1687824 | —107874984 | 26073028832
(25,23,17,11) 480 —211680 98316600 28990400

(25,23,19,5) | —6432 | —950832 | —477237864 | —7262923360

TABLE 2.7 — Liste des p“1/2. > ren Trace (cp(m)|Vsy) pour Hjlg (PGLg) et 2 < p < 7 lorsque
les w; sont impairs
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(w1, we, w3) det (2“’1/2X -Id — co (Afm’wQ,wS) ]VSt)
(24,16,8) 284, X7 4 ... — 35053633536 - X3 — 5300736 - X2 —3016- X — 1
(26,16, 10) 291 X7 ... 4 187711881216 - X3 + 10444800 - X2 +1312- X — 1
(26,20, 6) 291 X7 4 ... — 184113168384 - X® — 6881280 - X2 — 3008 - X — 1
(26,20,10) 291 X7 ... 4 847484289024 - X3 — 116293632 - X2 +9088 - X — 1
(26,20, 14) 291 X7 4 ... — 582362333184 - X + 4546560 - X2 + 2752 - X — 1
(26,24, 10) 291 X7 ... 4281257967616 - X3 + 53460480 - X2 — 5168 - X — 1
(26,24, 14) 291 X7 ... — 17485529088 - X3 — 57698304 - X2 +9088 - X — 1
(26,24, 18) 291 X7 ... 429700390912 - X3 + 3495936 - X2 —8192- X — 1
TABLE 2.8 — Polynomes caractéristiques des co(m) pour 7 € IL;, (PGL7)
- p 3 5 7 11 13
(24,16,8) | —350001 124371575 93528799 —2714242598353 3657301688599
(26,16,10) | —624051 | —1326755021 | 16022951833 9888917076709 —93579285696245
(26,20,6) | —1721331 | 905950579 —9930145127 | 30034826719909 | —337487394517685
(26,20,10) | —608499 | —280183181 | 84407107225 | —11018813856347 | —147086616834485
(26,20,14) | 404109 1190523379 | —15973145447 | —57600800963291 | —151745371034165
(26,24,10) | 170829 1280278579 | —54192968807 | 27176421262309 | —273154746313205
(26,24,14) | 1183437 | —185269325 5344579993 —6837258083483 | —80849598511733
(26,24,18) | —175923 | —813224525 | 59374762393 | 40761042089317 | 560921705611147

TABLE 2.9 — Liste des p®/2 - 3> Trace (cp(m)[Vat) pour Hig (PGL7) et 3<p <13
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(w1, wa, w3, wy) det (2“’1/2)( Id — ¢ (Awy we,ws,wa) |Vs1;)
(24,18,10,4) 296 . X% + ... — 71176198029312 - X* — 5324800 - X? + 1
(24,20,14,2) 296 . X8 4 ... 418937584549888 - X* + 34233384960 - X3 — 3020800 - X +1440- X + 1
(26,18, 10,2) 2104, X8 4. .. +1664854951723008- X * +96153108480- X ®+33190400- X2 +11880- X +1
(26,18, 14,6) 2104 X8 4 ... 15195343838838784- X4 +113224974336- X > —89271808- X% —3672- X +1
(26,20,10,4) 2100 X8 ... 5907882134470656- X * — 380356263936 X > — 2646016 X2 +6336- X +1
(26,20, 14, 8) 2104, X8 ... 1 2055025887019008- X * —320675512320- X ® —63692800- X > +2880- X 41
(26,22, 10,6) 2104 X8 4. .. —5275597450248192- X * +586910269440- X * 429043200+ X* —3960- X +1
(26,22,14,2) 2104, X8 ... 1 3431375000567808 - X * — 183848140800 X ® +70054400- X% —5400- X 41
(26,24,14, 4) 2104. X8 1. .. 5487318936846336- X * —113397202944- X*+101384192- X% 4+16128-X +1
(26,24,16,2) 2104, X8 1 ... 1935933503340544 - X * — 391440236544 - X3 +7104512- X2 —4032- X +1
(26,24,18,8) 2104, X8 ... 1 5006554256375808- X+ —522171187200- X 3 +65446400- X 2 —10800- X +1
(26,24, 20,6) 2104, X8 1. 1289572520558592- X4 — 121173442560 - X +819200- X2 +8640- X +1
TABLE 2.10 — Polynoémes caractéristiques des co(m) pour 7 € Halg (PGLg) lorsque les w;
sont pairs
- b 3 5 7 11 13
(24,18,10,4) | —453600 —119410200 12572892800 —57063064032 —25198577349400
(24,20,14,2) | —90720 —381691800 15880860800 1429298110368 1852311565160
(26,18,10,2) | —1028160 93177000 —37259756800 24070317594048 —181403983972120
(26,18, 14,6) 36288 —407597400 —13480246528 | —50783707225152 | —553105612803352
(26,20,10,4) | 2231712 | —2103821496 | —49948420480 | —33016093688160 | 297288355585928
(26,20, 14,8) | —2086560 | —923239800 90060118400 34658502500448 251026605281480
(26,22,10,6) | 1321920 611173800 —13077433600 | —21930073906752 | —207826052609560
(26,22,14,2) | —1166400 156076200 25574009600 —40811535001152 145995515911400
(26,24,14,4) | —1851552 313754760 34598801792 —25141764069792 | 232075615185608
(26,24,16,2) | —132192 188771400 | —162950201728 | —32763087987552 | 180651961034888
(26,24, 18,8) 1360800 1350102600 —40839971200 | —45290750221152 | 230082936830600
(26,24,20,6) | —341280 795285000 | —117493532800 198712532448 54899265210440

TABLE 2.11 — Liste des p*1/2 - Y e Trace (cp(m)|Vsg) pour Halg (PGLg) et 3 < p < 13

lorsque les w; sont pairs
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Chapitre 3

Calcul des opérateurs de Hecke sur
les classes d’isomorphisme de
réseaux pairs de déterminant 2 en
dimension 23 et 25.

Résumé

Dans cet article, nous calculons "opérateur de Hecke T associé aux 2-voisins de Kneser
défini sur les classes d’isomorphisme des réseaux pairs de déterminant 2 en dimension 23
et 25. Grace aux résultats de [48], on en déduit ’expression de nombreux autres opérateurs
de Hecke. Ceci nous permet de déterminer pour tout p premier le graphe de Kneser associé
aux p-voisins des réseaux de dimension 23 ou 25. Nos résultats permettent aussi de dé-
montrer de nombreuses autres congruences faisant intervenir les parametres de Satake des
représentations automorphes des groupes linéaires découvertes par Chenevier et Renard, et
notamment d’améliorer une conjecture de Harder.

3.1 Introduction.

Fixons n = 0, =1 mod 8 un entier strictement positif, et considérons un espace euclidien
V' de dimension n. On définit ’ensemble £,, des réseaux pairs L C V tels que det(L) = 1 si
n est pair, et det(L) = 2 sinon. L’ensemble £,, est muni d’une action du groupe orthogonal
euclidien O(V) >~ O,(R), et on note X, = O(V) \ L,.

Suivant Kneser, si I’on se donne A un groupe abélien fini, on dit que les réseaux L1, Lo €
L,, sont des A-voisins si :

Ll/(Ll ﬂLg) ~ Lg/(Ll ﬂLQ) ~ A.

On parle plus simplement des d-voisins lorsque A = Z/dZ : c’est le cas qui nous intéresse
le plus. Une fois un réseau L € L,, donné, il est facile de construire tous ses d-voisins, comme
rappelé a la proposition 3.2.11.

Cette notion de A-voisin, et plus particulierement celle de p-voisins (pour p un nombre
premier), nous permet de définir a n fixé un endomorphisme T, sur le Z-module libre Z[X,,]
engendré par X,,. On le définit par T,(L) = Y L/, la somme portant sur les p-voisins L’ de
L, et L (respectivement ') désignant la classe dans X,, de L (respectivement L’).

83
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L’étude de ’endomorphisme T, € End(Z[X,]) passe par la compréhension de I’ensemble
Xn.

Lorsque n < 9, on sait d’apres Mordell (pour n = 8) et par exemple d’apreés Conway—
Sloane [23] (pour n € {1,7,9}) que | X,| =1, et Popérateur T), n’est pas tres pertinent.

Lorsque n € {15,16,17}, les ensembles X,, ont été déterminés par Witt (pour n =
16) et Conway—Sloane (pour n = 15,17). Suivant les résultats de Chenevier—Lannes [18],
lopérateur T, se déduit de I’étude des formes modulaires paraboliques pour SLy(Z). La
connaissance de T, est équivalente & la donnée, pour tous L,L € L,, du nombre de p-
voisins de L isomorphes a L’. Ces quantités font intervenir des polynomes en p ainsi que
le p-éme terme du g-développement des formes modulaires normalisées paraboliques pour
SL2(Z) de poids 12 ou de poids 16. Pour une étude détaillée, nous renvoyons a [18, Ch. I,
Théoreme A] lorsque n = 16, et a [18, Annexe B, §5] lorsque n = 15, 17.

Lorsque n € {23,24,25}, la classification des éléments de X,, est le produit des travaux
de Niemeier (pour n = 24, ce qui donne aussi la classification pour n = 23) et de Borcherds
(pour n = 25). On prendra bien garde au fait que |Xa3| = 32, |Xa4| = 24 et |Xo5| = 121, et
il est facile de se tromper sur les indices qui interviennent dans la suite.

Si les ensembles Xo3, Xo4 et Xo5 sont plus ou moins bien connus, il n’y a que pour n = 24
que des opérateurs T), € End(Z[X,]) ont été déterminés. Le calcul de I'opérateur Ty sur
Z[X24] résulte des travaux de Borcherds [6] [23], repris ensuite par Nebe-Venkov dans [59].
L’étude faite par Chenevier—Lannes dans [18] repose sur la codiagonalisation des opérateurs
T, € End(Z[X24]), et permet d’en déduire pour p < 113 l'opérateur T, sur Z[Xoa4]. Ils
utilisent pour cela que les valeurs propres de 'opérateur Ts sont toutes distinctes, et la
diagonalisation de Ty fournit une base de codiagonalisation pour tous les T),.

Le premier but de notre travail est de déterminer un maximum d’opérateurs T, pour
n =23 et n = 25.

Notre point de départ est la détermination de I'opérateur To lorsque n = 23 et n = 25,
ce qui fait 'objet du paragraphe 3.3.

Au paragraphe 3.3.1, on étudie les ensembles Xo3 et Xo5. On étudie le role fondamental
que jouent les systemes de racines des réseaux de Loz et L95 dans la compréhension de Xa3
et Xo5, détaillé a la proposition 3.3.1, et certainement déja connu de Borcherds : si n = 23
ou 25, deux réseaux Li,Ls € L, sont isomorphes si, et seulement si, leurs systemes de
racines R(Lq), R(Ls) sont isomorphes. On posséde un résultat analogue lorsque n = 24, qui
se déduit des travaux de Niemeier [61] et Venkov [80].

Au paragraphe 3.3.2, on explique comment déterminer la classe d'un réseau L' € L,
dans X,,, ou les données sont les suivantes : on possede un réseau L € L, (défini par une
Z-base), et L' est un 2-voisin de L (déterminé suivant la construction de [18, Annexe B,
Propositions 3.3 et 3.4] par un vecteur isotrope non-nul de L/2L). L’algorithme présenté
dans ce paragraphe nous rend une Z-base de L/, ainsi que sa classe d’isomorphisme dans
Xn.

Au paragraphe 3.3.3, on détaille I’algorithme permettant de calculer Ty sur Xo3 et Xo5. 11
se déduit directement des paragraphes précédents : il suffit de parcourir, une fois donnés des
réseaux Ly, ..., L € L, d’images distinctes dans X,, (avec | X,,| = k) tous leurs 2-voisins, et
d’en déterminer les classes d’isomorphisme. La connexité du graphe de Kneser K,,(2) facilite
grandement notre tache. Il suffit de considérer un élément quelconque de £,,, et de parcourir
ses 2-voisins. En réitérant ce procédé aux 2-voisins des réseaux ainsi construits, on arrive a
parcourir tous les éléments de X,,. On construit ainsi une famille (Lq, ..., Ly) satisfaisant
les conditions ci-dessus, & ’aide uniquement de la donnée d’un élément de £,, quelconque.

Au final, nous obtenons les matrices de Ty sur Z[Xas3] et Z[X25], exprimées dans les
base de Z[X23] et Z[X25] correspondant respectivement a la numérotation des tables 3.2
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et 3.3. Ces matrices sont données dans [53]. Notons au passage que cette méme méthode
permettrait aussi de recalculer la matrice de Ty sur Z[Xa4].

A n fixé, la codiagonalisation sur C des opérateurs de Hecke (et donc de leurs matrices
associées) permet de décrire les matrices des opérateurs T), pour p suffisamment petit, ce
que l'on présente au paragraphe 3.4.1.

La méthode qu’on utilise est la méme que celle déja utilisée par Chenevier—Lannes [18]
en dimension 24. L’opérateur Ty a ses valeurs propres deux a deux distinctes, et est connu
explicitement. On posséde ainsi une base de diagonalisation de T, qui est aussi une base de
codiagonalisation pour tous les opérateurs T), vus comme des endomorphismes de C[X,,]. Il
suffit ensuite d’exprimer les valeurs propres associées a cette base de diagonalisation, ce qui
se déduit des résultats de Chenevier-Lannes [18, Table C.7] et de Chenevier-Renard [19,
Appendix D], et que I'on détaille aux propositions 3.4.2 et 3.4.3.

Suivant les notations de [19] ou [18], notons Hilg(PGLm) I’ensemble des classes d’iso-
morphisme de représentations automorphes cuspidales autoduales de GL,,, sur Q, telles que
mp est non ramifiée pour tout p, et que w4, est algébrique réguliere. Alors les valeurs propres
de l'opérateur T, sur Z[X,]| s’expriment grace a la trace du p-éme parametre de Satake
d’éléments de Hallg(PGLm), avec m € {2,3,4} pour n = 23 et m € {2,3,4,6} pour n = 25.
Pour m = 2 ou 3, ces quantités sont bien connues pour tout p premier, et se déduisent des
coefficients du g-développement des formes modulaires pour SLy(Z) de poids < 23. Pour
m = 4 et n = 23, ces quantités sont bien connues pour p < 113, puisqu’elles s’expriment
grace aux coefficients 7;(p) qui ont été calculés par Chenevier-Lannes [18]. Enfin, pour
m =4 ou 6, et n = 25, ces quantités ont été calculées dans [48] pour p < 67.

Nos résultats permettent ainsi d’expliciter de nombreux opérateurs T), sur Z[X,,], et on
a le théoréme suivant :

Théoreme 3.1.1. Pour n = 23 et p < 113, oun = 25 et p < 67, 'endomorphisme
T, € End(Z[X,]) est donné dans [53].

Une premiere application de nos résultats est la détermination, pour n = 23 et p < 113,
oun = 25 et p < 67, du graphe K,,(p), défini au paragraphe 3.2.2. Rappelons que le graphe
de Kneser K,,(p) est défini comme le graphe dont les sommets sont les éléments de X, et
dont les arétes sont les {Li, Lo} pour L1, Ly € L, des p-voisins. Au paragraphe 3.4.1, on
démontre que 'on a le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.2. Soit p un nombre premier :

(i) Le graphe Kaz(p) est complet si, et seulement si, p > 23.
(13) Le graphe Kas(p) est complet si, et seulement si, p > 67.

Ainsi, nos résultats permettent de déterminer pour tout p premier les graphes Kos(p) et
Kas(p).

Une deuxieme application de nos résultats provient de ’étude de la base de codiagonali-
sation des opérateurs de Hecke trouvée grace aux vecteurs propres de To, ce qui fait I'objet
du paragraphe 3.4.3.

Une telle étude permet dans un premier temps de redémontrer la “Conjecture de Harder”
[38], déja démontrée dans [18, Introduction, Théoreéme I] par une étude des opérateurs T),
sur Z[Xo4]. Mieux : on 'améliore ici sous la forme du théoreme suivant, ou les notations
sont celles du paragraphe 3.2.3 :

Théoreme 3.1.3. Pour tout nombre premier p, on a la congruence :

Da15(p) = Da1(p) + p™® + p® mod 9840.
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De plus, cette congruence est optimale, dans le sens ot on ne peut pas remplacer 9840
par un de ses multiples : on a Day(p) + p'3 + p® — Day 5(p) = 9840 pour p = 2.

Suivant la méme méthode, on démontre de nombreuses autres congruences qui sont
présentées en détail au paragraphe 3.4.3. De méme que pour la congruence précédente,
certaines des congruences exposées avaient déja été démontrées dans [18]. La démonstration
qu’on en fait ici est plus facile pour la raison suivante. Dans [18], I’étude des valeurs propres
de T, permettait d’obtenir des “multiplications par (p + 1)” des congruences cherchées, et
le fait de “diviser par (p+ 1)” pose probleme lorsque (p+ 1) n’est pas premier au module de
la congruence. Ici, on obtient directement les congruences cherchées, ou des “multiplications
par p” de ces congruences, et le fait de “diviser par p” est beaucoup plus facile (car il suffit
d’évaluer la congruence pour p divisant le module de la congruence).

Au final, nous démontrons également le théoréme suivant :

—

Théoreme 3.1.4. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :

(4)
(43) Do1s
(iv)
(v) (p) = (1+p*) Di7(p) mod 8736 ;
(vi) Da113(p) = Do1(p) + p* + p'™ mod 10920 ;
(vii) Doz 7(p) = (1 + p®) Di5(p) mod 8972 ;
)
)
)
)
)
)

(viii) Dagi135(p) = Das13(p) +p° + p'* mod 5472 ;
(iz) Da3157(p) = (1 + p*) Dio(p) + p® + p'® mod 2184 ;
(z) Da3157(p) = Daz7(p) + p* Dis(p) mod 5856 ;
(zi) Da317,9(p) = Dasg(p) + p* Diz(p) mod 2976 ;
(zii) Da3193(p) = (14 p?) Dai(p) + p'° + p'® mod 7872 ;
(ziii) D23 1911(p) = (1 + p?) Da1(p) + p® + p'” mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (xi) et (xiii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ot le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.

Notons au passage que la congruence (viii) avait déja été conjecturée dans [5, §6,
Example 3]. On la démontre sous la forme d’un résultat plus fort que dans [5], et on vérifie
que ce résultat est optimal.

Enfin, nos résultats valident dans certains cas particuliers une conjecture de Gan—Gross—
Prasad, exposée en conclusion de [62, Classical groups, the local case]. Cette derniére stipule
que les parametres standards des représentations m, 7’ de SO,,, SO,,_1 déterminent entiere-
ment si, et seulement si, 7’ est une restriction de 7. On donne plus en détail au paragraphe
3.4.4 ce critere sur les parametres standards de 7 et 7.

Nos résultats permettent de déterminer, lorsque m € Ilgisc(O24) et © € Tleysp(SOa23), ou
lorsque 7 € Teysp(SO25) et m € Mgise(O24), si ' est une restriction de 7. Les parametres
standards de telles représentations ont été déterminés dans [18, Table C.7] pour les éléments
de Tleusp(SO23), [18, Table C.5] pour les éléments de Ilgisc(O24) et [19, Appendix D] pour
les éléments de Il.ysp(SO25).
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Prasad et Chenevier avaient réalisé une inspection des parametres standards des élé-
ments de Heusp(SO23), Mgisc(O24) et Heusp(SO25). Ils avaient alors remarqué que, en se don-
nant 7 € Ilgisc(O24) (respectivement 7 € Iloysp(SO25)), le sous-ensemble IT" C Iy (SO23)
(respectivement 11" C Tgisc(O24)) dont les éléments satisfont la conjecture de Gan—Gross—
Prasad est non vide. Nos résultats vont dans le sens de cette constatation, puisque ’on a
en fait 1’égalité TI' = Res(7). On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.5. La conjecture de Gan—Gross—Prasad est bien vérifiée lorsque m € Tlgisc(O24)
et ™ € Ieusp(SO23), ou lorsque ' € Meysp(SO25) et m € gise(O24).

Cet article a été écrit dans le cadre de ma these sous la direction de Gaétan Chenevier,
que je remercie pour les discussions utiles que nous avons pu avoir. Je remercie aussi Jean
Lannes, qui a montré beaucoup d’intérét pour mes résultats, et avec qui j’ai pu également
beaucoup échanger.
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3.2 Résultats préliminaires et notations.

Dans toute la suite, on se place dans un espace euclidien V' de dimension n, muni de
son produit scalaire x -y, et on note ¢ : V. — R,z — % la forme quadratique associée.
On considerera souvent le cas ou V' = R"”, muni de sa structure euclidienne, avec pour base
canonique associée (€;)ieq1,..,n}- On notera alors (z;) - (y;) = >_; x;y; le produit scalaire

usuel.

3.2.1 Les réseaux de R".

Définition 3.2.1 (Réseaux entiers et pairs). Soit L C V un réseau. On dit que L est entier
St :
(Vx,ye L) x-y € Z.

Si l’on se donne un réseau L C 'V entier, il est dit pair si :
(Vx e L) z-z e 2Z.

Définition 3.2.2 (Dual et résidu d’un réseau). Soit L C V un réseau. On définit L* le dual
de L par :
LF={yeV|(Vzel)y -z e}

En particulier, L est entier si, et seulement si, L C L. Dans ce cas on définit le résidu
de L comme le quotient :
rés L =L*/L.

Ce quotient est muni d’une forme quadratique rés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z
appelée forme d’enlacement.

Définition 3.2.3 (Déterminant d'un réseau). Soit L un réseau entier. On note det(L) son
déterminant, qui est encore le déterminant de la matrice de Gram d’une base quelconque de
L. On a la relation bien connue :

det(L) = |rés L.

Définition 3.2.4 (Racines d'un réseau). Soit L C V un réseau entier. On définit le systéme
de racines de L comme l’ensemble R(L) (qui est fini, et éventuellement vide) :

R(L)y={x€eL |z -x=2}.

C’est un systéme de racines du R-espace vectoriel qu’il engendre au sens de [11, Ch. VI,
§1.1, Définition 1], ce qui justifie la terminologie (c’est méme un systéme de racines de type
ADE).

Proposition-Définition 3.2.5 (Racines positives et racines simples). Soient R un systéme
de racines de V', et D un demi-espace. On suppose que I’hyperplan H = DN(—D) ne contient
aucun élément de R. On définit alors Rt = D N R comme l’ensemble des racines positives
de R associé a D.

L’ensemble B(RT) = {a € R" | a ne peut pas s’écrire o = a1 + az pour a1, as € RT}
vérifie que tout élément de R est combinaison linéaire d coefficients entiers de méme signe
de B(R'1). L’ensemble B(R") est appelé le systéme de racines simples de R associé & R*

Démonstration. Le seul point a vérifier est que tout élément de R est combinaison linéaire
a coefficients entiers de méme signe de B(R™), ce qui provient de [11, Ch. VI, Théoréme
3]. O
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Les systemes de racines de réseaux pairs sont toujours isomorphes a des unions disjointes
des systemes de racines des réseaux A, D,, Eg, E7, Eg que 'on décrit ci-dessous.

A, : Onpose A, = {(z;) € Z""|> . 2; = 0}. On a A, = R(A,) = {*(e; — ¢j)|i # j}.
D,, : On pose D), = {(z;) € Z"| Y, z; = 0 mod 2}. On a D,, = R(D,,) = {+e; £e;|i # j}.
Es : On pose Es = Dg+Z - e, avec e = 2(1,...,1). On a Es = R(Eg) = R(Ds) U
{(z;) = 3(£1,...,£1)|T[; 2 > 0}.
E7 : On pose E7 = e- NEs = {(2;) € Eg| Y., 7, = 0}. On a Er = R(E7) = - N R(Eg) =
R(A7) U{(z;) = 3(£1,...,£1)| >, 2 = 0}.
Eg : On pose Eg = (e7 + eg) NE7. On a Eg = R(Eg) = (e7 + )™ N R(E7).
Suivant ces notations, on a les isomorphismes : Dy ~ A, Dy >~ (Al)2 et D3 ~ Ags, donc
on n’utilisera la notation D,, que pour n > 4.
De plus, les systemes de racines A, (n > 1), D,, (n > 4), Eg, E; et Eg sont deux-a-deux

non isomorphes, et ce sont (& isomorphisme pres) les seuls systemes de racines irréductibles
de type ADE (au sens de [11, Ch. VI, §1]).

Définition 3.2.6 (Les ensembles £,, et X,,). Soit n =0,+1 mod 8. On définit L,, comme

lensemble des réseaux pairs L C 'V tels que det(L) =1 sin est pair et det(L) = 2 sinon.
An fizé, le groupe orthogonal euclidien O, (R) agit naturellement sur l’ensemble L,,, et

on note X,, 'ensemble des classes d’isomorphisme des éléments de L., qui est un ensemble

fini.

On rappelle que £,, est non vide pour n = 0, &1 mod 8. Par exemple, suivant les nota-
tions précédentes, L,, contient :

— le réseau Eén_n/S@Fq sin=-—1mod8§;
/8sin50mod8;

— le réseau Eénil)/g ®A;sin=1mod 8.

’ n
— le réseau Eg

Lemme 3.2.7. Soient L C 'V un réseau pair, et R = R(L) son systéme de racines. Si l'on
posséde RT™ C R un systéme de racines positives, et que l’on note p = %ZaeRJr a, alors le
systéme de racines simples associé a R est donné par : {a € RT | a- p = 1}.

Démonstration. Découle directement de [11, Ch.VI, Proposition 29]. O

Lemme 3.2.8. Soient R un systéme de racine irréductible de type ADE, et r € R. Alors
RN rt est un systéme de racine (éventuellement vide) donné par la table suivante :

R RnNrt
A, m<2) 0
A, n>3) A, o
Dn (TLZ4) Dn,QHAl

Eg E;
E, Dg
Eg As

Démonstration. Le groupe de Weyl de R agit transitivement sur I’ensemble des éléments
de R. La classe d’isomorphisme de R N r+ ne dépend donc uniquement de la classe d’iso-
morphisme de R, et non de la racine r choisie. Il suffit donc de vérifier le tableau pour
les réseaux A,,,D,,, Eg, E7 et Eg décrits précédemment, en prenant une racine quelconque
r € R, ce que l'on fait facilement a la main. O



90 CHAPITRE 3. OPERATEURS DE HECKE SUR LES CLASSES DE RESEAUX.

Lemme 3.2.9. Soit n > 1 et L C V un réseau pair. Si l'on se donne r € R(L), alors
L' = LNrt est un sous-Z-module de rang n — 1 de L, et c’est un réseau pair de ’espace
V nrt. De plus, le systéme de racines de L' est donné par : R(L') = R(L) Nr*. En
particulier, la classe d’isomorphisme de R(L') ne dépend que de R(L) et de la composante
irréductible de R(L) contenant r, et elle se déduit du lemme 3.2.8.

Démonstration. On considere la décomposition en composantes irréductibles du systeme de
racines R(L) :
R(L) ~ [[ R
i

ou les R; sont des systémes de racines irréductibles de type ADE (dont certains peuvent
étre égaux).

Si I'on se donne r € R;, alors par définition on a : ]_[#j R; C rL. Ainsi, le systeme de
racines de I/ = LN+ vérifie : R(L') ~ <]_[#j Rj> [T (Rj nr), et la classe d’isomorphisme

de R; N r+ est donnée par le lemme précédent. O

3.2.2 Les opérateurs de Hecke et les A-voisins.

Commengcons par rappeler la définition des A-voisins :

Proposition-Définition 3.2.10 (Les A-voisins). Soient A un groupe abélien fini, et Ly, Lo
deux éléments de L. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le quotient Li/(Li N La) est isomorphe a A.
(13) Le quotient La/(L1 N La) est isomorphe a A.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que Ly et Lo sont des A-voisins, ou que Lo est
un A-voisin de L.

Démonstration. Voir [18, Ch.III, §1] et [18, Annexe B,§3] selon la parité de n. O]

Dans le cas particulier ou A est de la forme Z/dZ, on parlera de d-voisin : c’est ce cas
qui nous intéressera plus particulierement. Il est alors facile de construire ’ensemble des
d-voisins d’un réseau L donné :

Proposition 3.2.11. Soient L € L,, et d € N*. On note Cr,(Z/dZ) ’ensemble des droites
isotropes de L/dL (ot on entend par droite un Z/d-module libre de dimension 1). Alors les
d-voisins de L sont en bijection naturelle avec les points de la quadrique Cr(Z/dZ) comme
suit.

Donnons-nous x une droite isotrope de L/dL et v € L dont l'image dans L/dL engendre
x vérifiant v-v = 0 mod 2d?, et notons M Uimage réciproque de x par I’homomorphisme
L — L/dL. Alors le réseau M + 773 est un d-voisin de L ne dépendant que de x : on le note
L'(x).

L’application x — L'(x) est une bijection entre Cp(Z/dZ) et I’ensemble Voisg(L) des
d-voisins de L. Le réseau L'(x) sera appelé le d-voisin de L associé a x

Démonstration. Voir [18, Ch. III, §1] et [18, Annexe B, §3] selon la parité de n. O

Proposition-Définition 3.2.12. Soient n =0,+1 mod 8, et L € L,,. Alors le cardinal de
la quadrique Cr(Z/dZ) ne dépend que de n et de d, et on le notera c,(d).
En particulier, pour p premier, on a le résultat suivant :

en(p) = Z?:_fpi +p2~t  sin est pair;
" Z?:_f P’ st n est 1mpair.

Le calcul de ¢, (d) pour d € Z quelconque se déduit des constatations suivantes :
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(i) cn(dy d2) = cn(dy) cn(da) sidy et dy sont premiers entre eux;

(i1) cn(p*) = p*=D"=2) ¢ (p) pour p premier et k € N.

Démonstration. Le calcul de ¢, (p) pour p premier se déduit de [18, Ch. III] et [18, Annexe
B] selon la parité de n.

Le point (i) se déduit de la bijection entre L/dydoL et L/diL x L/dsL et du lemme des
restes chinois.

Le point (ii) se déduit de la surjection Cr(Z/p*Z) — Cr(Z/p*~'Z). Si I'on se donne
une droite isotrope 2 € C1(Z/p*~'Z) engendré par un vecteur v € L\ pL, la fibre au dessus
de z est un espace affine dirigé par v*/Fyv, ot v+ = {w € L/pL | (v-w) =0 mod p}. En
particulier, ces fibres sont toutes de cardinal p™~2, et une récurrence sur k donne le résultat
cherché. O

Notons Z[X,,] le Z-module libre engendré par I’ensemble X,,. On définit sur Z[X,,] les
endomorphismes suivants :

Définition 3.2.13 (Les opérateurs de Hecke). Si L € L,,, on note L sa classe dans X,,. On
note de plus Voisa (L) l’ensemble des A-voisins de L, et pour tout élément L' € Voiss (L),
on note L' sa classe dans X,,.

L’opérateur de Hecke T est l'endomorphisme de Z[X,| défini par :

Tal)= >, T,

L’'eVoisx (L)
pour tout réseau L € L,,.

Posons N = |X,,|, et donnons-nous Li,...,Ly € L, d'image deux-a-deux distinctes
Li,...,Ly dans X,,. D’apres la définition précédente, si I'on note Ty = ti; € My(Z) la
matrice de T 4 dans la base L1, ..., Ly, alors le coefficient t; j est le nombre de A-voisins de
L; isomorphes a L;.

Pour simplifier, on notera Tq = Tz,47. En particulier, si 'on note Ty = (ti;) la matrice
de Ty dans la base L1, ..., Ly (suivant les notations précédentes), alors on a :

(Vje{l,...,N}) Zti,j = ¢y (d).

Définition 3.2.14 (Le graphe de Kneser). Soient p un nombre premier, etn = 0,£1 mod 8.
Le graphe des p-voisins K, (p) est le graphe défini de la maniére suivante :
— l’ensemble des sommets est [’ensemble X, ;
— lensemble des arétes est I’ensemble des {L1, Lo}, pour L1, Ly € L, des p-voisins (ot
pour i = 1,2 on désigne par L; la classe de L; dans X,,).

Proposition 3.2.15. Le graphe de K,,(p) est connexe pour tout n et pour tout p.

Démonstration. Le cas ou n est pair est démontré dans [18, Ch. III, Théoreme 1.12]. Le cas
oll n est impair se traite exactement de la méme maniere. O

Les opérateurs de Hecke T 4 participent a la notion plus générale d’anneau de Hecke d’un
schéma en groupes affine sur Z de type fini. Si I’'on se donne G un tel schéma en groupe, on
peut lui associer son anneau de Hecke défini comme suit :

Définition 3.2.16 (L’anneau des opérateurs de Hecke). Soit I un groupe, et soit X un I'-
ensemble transitif. On définit 'anneau des opérateurs de Hecke de X comme le sous-anneau
H(X) C Endz(Z[X]) des endomorphismes commutant a l'action de T'.
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Définition 3.2.17 (L’anneau de Hecke d’un schéma en groupe). Soit G schéma en groupes
affine sur Z de type fini. St l'on note P l'ensemble des nombres premiers, on note Z =
[l,ep Zp, et Ap = QRZ Uanneau des adéles finis de Q. On définit alors le G(Ay)-ensemble :

R(G) = G(Af)/G(z). L’anneau de Hecke de G est alors défini comme :

ot G(Ay) joue le role de I' dans la définition précédente.
En particulier, on s’intéressera aux cas ou G = O,, ou G = SO,,, définis comme suit :

Définition 3.2.18. 5i on se donne Ly un élément de L, on définit Oy le schéma en groupes
affine sur Z associé a la forme quadratique Ly — Z, x +— q(x). Il s’agit de l'objet noté O,
dans [18, Ch. II, §1]. On définit de méme SO,, C O, (introduit aussi dans dans [18, Ch. II,
§1]/). Les schémas Oy, et SO, ainsi définis sont des schéma en groupes affine sur Z de type
fini (ce dernier étant méme réductif ).

Les anneaux de Hecke H(O,,) C H(SO,,) sont alors bien définis. Considérons G = O,, et
donnons-nous Ly € £,,. Alors ’ensemble R(G) s’identifie a ’ensemble des réseaux de Lo ®Q
qui sont dans £,,. Cette identification permet de voir les opérateurs de Hecke T 4 introduits
précédemment comme des éléments de ’algebre de Hecke H(G). On a alors la proposition
suivante :

Proposition 3.2.19. Soient n =0,+1 mod 8, et G = O,,. Alors :

(1) Les opérateurs de Hecke T 4 associés aux A-voisins forment une Z-base de l’anneau
de Hecke H(G).

(13) L’anneau H(G) est commutatif.

Démonstration. Voir [18, Ch. IV, §2.6]. O

3.2.3 La paramétrisation de Langlands—Satake.

Dans toute la suite, G désignera un schéma en groupe affine sur Z de type fini et semi-
simple. Notons G son dual au sens de Langlands. C’est un C-groupe réductif dont la donnée
radicielle est duale a celle de G(C), suivant Borel [10] et Springer [74] par exemple. Notons
de plus § 'algebre de Lie complexe de G, et G(C)gs et §(C)ss les classes de G(C)-conjugaison
d’éléments semi-simples respectivement de G(C) et §(C).

A la maniére de [18, Ch. IV, §3.2], on note II(G) ensemble des classes d’isomorphisme
de représentations unitaires irréductibles m de G(A) telles que 7, est non ramifiée pour
tout p premier. Nous noterons également Ilcusp(G) et Igisc(G) respectivement I’ensemble
des représentations automorphes cuspidales et ’ensemble des représentations automorphes
discretes de G, suivant les notations de [18] et [19].

On désigne par P l’ensemble des nombres premiers, et on définit X’ (é) I’ensemble des
familles (¢, )pepufoo}s Ol Coo € Bss €t € € G(C)g pour tout p € P. Suivant Langlands dans

~

[45], on dispose d’une application canonique ¢ : II(G) — X(G), 7 — (cy(m)). L’élément
Coo(m) est appelé le caractére infinitésimal de 7. Lorsque G = PGL,, auquel cas on a
G = SL,(C), les valeurs propres du caractére infinitésimal de m sont bien définies et sont
appelées les poids de 7.

Sil’on possede r : G — SL, une C-représentation, celle-ci induit une application X (@) —
X(SLy,), (¢y) = (r(cy)). Pour m € II(G), on note ¢(m,r) = r(c(n)) : c’est un élément de
X (SL,) qu’on appelle le parametre de Langlands du couple (7, 7).
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En pratique, on considérera le cas ou G est le groupe SO,,, et G est donc un groupe de
la forme SO,, ou Sp,,,. On utilisera alors le parametre de Langlands du couple (7, St), ou
St désigne la représentation standard de GG, et on parlera alors du parametre standard de
.

Soit k € N*. Pour tout ¢ € {1,...,k}, donnons-nous n;,d; € N* et m; € Iloysp(PGLy,)
tels que Y, n;d; = n. On dispose alors d’un élément de X'(SL,,), noté &;m;[d;] dans [18] ou
[19]. Par définition, les parametres de Langlands de @;m;[d;] satisfont les égalités suivantes :

(Vv e PU{oo}) cy(®im[d;]) = @ co(m;) @ Sym%i~(e,)

_1 -3
oileoo:< 2 ?)etep: b Ol :
0 2 O p2
[

A la maniére de [18, Ch. VI, §4] on note Xar,(SLy,) I'ensemble des éléments de la forme
®;m;[d;], suivant ces notations. Avec ce formalisme, la conjecture d’Arthur-Langlands [45]
[3] se formule facilement (voir [18, Ch. VI, §4, Conjecture 4.6]). Lorsque G = SO,, et que
I’on considere la représentation standard de G, cette conjecture a été vérifiée par Taibi
[76], dont les résultats reposent sur les travaux d’Arthur [3], ainsi que sur ceux de Kaletha
[41] et Arancibia-Moeglin—Renard [2]. Ainsi, le paramétre standard d’une représentation
7 € Hgisc(SOy,) est un élément de Xay,(SLy,).

Si 'on se donne 7 € Ilgs.(SOy,), alors on possede une égalité de la forme ¢ (m, St) =
P, mi[d;]. On définit les poids de m comme les valeurs propres du caractere infinitésimal
de ¢ (m, St). Une étude de ce caractére infinitésimal nous dit que les m; précédents sont des
éléments de H;lg (PGL,,) (suivant les notations de [18] ou [19] déja exposées en introduction).

Enfin, nous adopterons les notations suivantes. Considérons n € {1,2,3}, et wy > -+ >
wy, > 0 des entiers de méme parité. Sil’on désigne II ’ensemble des éléments de Hjlg(PGLgn)
de poids 'ensemble {£*3*, ..., £%}. L’ensemble II est fini. Notons m son cardinal. On note
Aw,,...w, son unique élément lorsque m = 1, et A n’importe lequel de ses éléments

sinon. Lorsque m = 1, on définit la fonction Dy, w, (p) = prlTrace (ep(Awy,...wn )| Vst). Si
m > 1, on définit I'ensemble de fonctions Dy}, (p) = {p® Trace (cp(AT ) Vi) }-

W,y

n SWn

Lorsque n = 1, les fonctions Dy se comprennent bien a l'aide des formes modulaires
pour SLy(Z). Par exemple, on peut considérer les cas on w; € {11,15,17,19,21} (aux-
quels cas m = 1 suivant les notations précédentes). Notons 7,,+1(n) le n-eme terme du
g-développement de 'unique forme modulaire normalisée de poids w; + 1 pour SLo(Z).
Alors on a pour tout p premier 'égalité : 7, +1(p) = Duw, (p)-

On considérera aussi le cas w; = 23 (auquel cas m = 2). Notons Ey, la série d’Eisenstein
normalisée de poids k, et A = ﬁ(Ei — E2) la fonction de Jacobi. Alors les fonctions A E3
et A E% forment une base de ’espace des formes modulaires paraboliques de poids 24. On
définit les fonctions Ti(n) comme étant le n-éme terme du g-développement de la forme

modulaire parabolique normalisée de poids 24 suivante :

131 + /144169 13 ¥ v144169
144 144

Alors on a pour tout p premier 'égalité : D35(p) = {75,(p), 754(p)}-

A B} + A B2

Lorsque n = 2, les fonctions Dy ,,, se comprennent grace aux formes modulaires de
9

Siegel de genre 2. Dans la suite, on considérera les cas ou (w1, ws2) € {(19,7),(21,5),(21,9),
(21,13),(23,7),(23,9),(23,13)}, auxquels cas m = 1. En reprenant les notations de [18,
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Introduction], on a pour tout nombre premier p et tout couple (w;,ws) dans ’ensemble
précédent 1'égalité : Topg—1, WL w244 (P) = Duwyws (p)-
) p)

On utilisera notamment la proposition suivante :

Proposition 3.2.20 (Les inégalités de Ramanujan). Soient n € {1,2,3}, w3 > --- >
wy > 0 des entiers de méme parité, II ’ensemble des éléments de Haﬁg(PGLgn) de poids
{£5, ..., %5}, et p un nombre premier. Alors, pour tout A € Il on a l'inégalité :

|p%Trace(cp(A)|St)| <2n p%.

Démonstration. Le cas n = 1 est un résultat bien connu de Deligne. D’apres [13, Theorem
1.2] (qui généralise [73, Corollary 1.3]), ou méme simplement d’apres le théoreme principal
de [20], si 'on se donne A € II, alors A satisfait la conjecture de Ramanujan. Ainsi, les
valeurs propres de ¢,(A) sont toutes de module 1, et donc |Trace(c,(A)[St)| < 2 n, puis
\p%Trace(cp(A)|St)| <2np?,quiest Iinégalité cherchée. Lorsque ITI| = 1, cette inégalité
s’écrit simplement |Dy, . w,| <27 p%. a

3.3 Calcul de la matrice de T, sur Z[X,] pour n = 23 ou 25.

3.3.1 L’étude des systemes de racines d’éléments de X,,.
La proposition suivante était probablement déja connue de Borcherds :

Proposition 3.3.1. Soient n = 23 ou 25, et Ly, Ly € L,,. Pouri = 1,2, on note R; = R(L;)
le systéme de racines de L;. Alors on a ’équivalence :

Li~1Ly& R~ Ry

Démonstration. L’'implication L1 ~ Lo = R ~ Ro est évidente. Il suffit donc de montrer
que L1 % Lo = Ry # Ry, c’est-a-dire que deux éléments non isomorphes de L, ont des
systemes de racines non-isomorphes, ce qui se fait par inspection selon la valeur de n.

Sin = 23 : d’apres [18, Annexe B], on sait construire Xo3 a ’aide de X94 comme suit. Si
on se donne P € L94 qui n’est pas isomorphe au réseau de Leech, et € R(P), alors le réseau
L = PNrt est un élément de La3, et les classes d’isomorphisme de réseaux ainsi obtenus
décrivent tout Xo3. Pour ¢ = 1,2, donnons-nous P; € Lo4 et 7; € R(P;), et notons R; la
composante irréductible de R(P;) a laquelle appartient r; et notons L; = P; N T‘Z-L € Loz :
alors les réseaux L; et Lo sont isomorphes si, et seulement si, les couples (P1, Ry) et (Pa, R2)
sont isomorphes (d’apres [18, Annexe B, prop. 2.6]).

Il suffit donc de regarder pour chaque élément de Xo3 ainsi généré si les classes d’isomor-
phisme des systemes de racines sont deux-a-deux distincts. On détermine ces systemes de
racines grace aux lemmes précédents, que I'on donne dans le table 3.1, ol les notations sont
les suivantes : P est un élément de Lo4 qui n’est pas isomorphe au réseau de Leech (dont
la classe d’isomorphisme est entierement déterminée par celle de son systéme de racines
R(P)), r est un élément de R(P) appartement & la composante irréductible R, L = P N7+
est élément de L3 qui nous intéresse, et R(L) est son systeme de racines.

L’inspection de la table 3.1 montre bien le résultat cherché, a savoir que deux éléments
non isomorphes de L2353 ont des systémes de racines non isomorphes.

Sin = 25 : on renvoie a [7] pour la liste des classes d’isomorphisme des éléments de Lo
et a leur systemes de racines. Une inspection rapide montre que 'on a bien I’équivalence
cherchée. O
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3.3.2 Détermination de la classe d’isomorphisme d’un 2-voisin d’un élé-
ment de C,,.

D’apres la proposition 3.3.1, la table 3.1 (pour n = 23) et les résultats de Borcherds [7]
(pour n = 25) nous permettent de déterminer la classe dans X,, d’'un élément de L, grace
a son systeme de racines. Cependant, déterminer la classe d’isomorphisme d’un systéme de
racine peut s’avérer long sur le plan algorithmique. En pratique, on utilisera la proposition
suivante :

Proposition 3.3.2. On fizte n = 23 ou 25. Soient L € L,, et R(L) son systéme de ra-
cines. Soient {aq,...,ox} un ensemble de racines simples de R(L), et A = (o, - ;) =
(aij) € Mg(Z) la matrice de Gram associée. Pour | € Z, on définit les entiers : n; =

{ie{l,...,l}| zjam:z}
méme, les quantités |R(L)| et det(A) ne dépendent que de L.
On définit alors les applications ®, : L, — N et &, : X,, — N6 par :

., qui ne dépendent que de la classe L de L dans X,,. De

¢, (L) = ®,(L) = (|R(L)|,n2,n1,n0,n_1,det(A)).
L’application ®,, ainsi définie est injective sur X,,.

Démonstration. Par définition du systeme de racines R(L) d’un réseau L, il est immédiat
que éléments isomorphes de £, ont méme image par ®,, ce qui prouve que ®, est bien
définie.

Pour l'injectivité de ®,,, il suffit de vérifier que deux éléments distincts dans X,, ont des
images distinctes par @, ce qui se fait facilement & la main (comme on connait déja les
classes d’isomorphisme des systemes de racines de tous les éléments de X,,). Les tables 3.2
et 3.3 donnent pour tout élément L; de X, la classe R; du systéme de racines de L;, ainsi
que I'image ¢; de L; par ®,,. O

Notons que les quantités no,n1,ng,n_1 se comprennent tres bien grace au diagramme
de Dynkin de R(L). Il s’agit respectivement du nombre de sommet possédant aucun, un,
deux ou trois sommets qui lui sont connexes. L'intérét de la définition des n; donnée a la
proposition 3.3.2 est qu’elle indique la maniére dont on les calcule dans nos algorithmes.

D’apres les propositions 3.3.1 et 3.3.2, pour déterminer la classe d’isomorphisme d’un
élément de L,, il suffit de déterminer son image par ®,. On souhaite donc déterminer
I'image par ®,, d’'un 2-voisin d’un réseau L. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 3.3.3. On firte n = 23 ou 25. Donnons-nous L € L,, et considérons x la droite
isotrope de L/2L engendrée par v € L. On note L, le 2-voisin de L associé a la droite x
suivant [18, Ch.I11, Proposition 1.4]. On suppose enfin que l’on posséde une base {ay, ..., an}
de L.

Si Uon se donne j € {1,...,n} tel que (aj -v) =1 mod 2, alors la famille :

{(aj-v) ai — (ai-v) a5 | i € {1,....n} U2 ai|i€{1,...,n}}u{; <v_(”é”)aj>}

engendre Z-linéairement L.

Démonstration. On reprend la construction faite dans [18]. Le réseau L, est engendré par

le réseau M (ott M est I'image réciproque de z+ par la projection L — L/2L) et par le
vecteur 20’ (ot v/ est un élément de L vérifiant (v -v') = 0 mod 8, dont I'image dans L/2L

engendre ).
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Le premier point a vérifier est I’existence de 'entier j du lemme. Celle-ci provient de la
non-dégénérescence du produit scalaire sur L, et le fait que v ¢ 2L (comme v engendre x).
Il suffit de constater que I'image de la famille {(a; - v) a; — (a; -v) a; | i € {1,...,n}}
par la projection L — L/2L engendre bien bien z* (et donc que {2 a; | i € {1,...,n}} U

{(a; -v) a; — (a; -v) a; | i € {1,...,n}} engendre bien M), et que le vecteur v’ = v — (U;)aj
satisfait bien les conditions voulues, ce que 'on vérifie facilement. O
Donnons nous {as,...,a,} une base d'un réseau L € L,, ainsi qu'une droite isotrope

x € CL(F2) engendré par un vecteur v € L. Si l'on note L, le 2-voisin de L associé a z,
alors l'algorithme qui donne ®,,(L,) se fait selon les étapes suivantes :

Premiere étape : griace au lemme 3.3.3, on possede une famille Z-génératrice de L.

Deuxiéme étape : la fonction gflll de PARI nous donne, a partir de la famille gé-
nératrice précédente, une base {b1,...,b,} de L, ainsi que la matrice de Gram associée
B = (b; - bj)i;-

Troisiéme étape : grce & la base {b;} et & la matrice B, la fonction qfminim de PARI
nous donne I'ensemble R des racines de L, ainsi quun systéme R de racines positives.

Quatriéme étape : en posant p = % > ger+ B, on déduit le systeéme de racines simples
suivant {31,...,0k} = {8 € RT | (p-B) = 1}, ainsi que la matrice de Cartan associée
B = (8- Bj)ij-

Cinquiéme étape : grace au cardinal de R ainsi qu’a la matrice B, on déduit ®,,(Ly).

3.3.3 Présentation de ’algorithme de calcul de la matrice de T, sur Z[X,,].

On aura besoin de parcourir, pour L € L, tous les éléments de Cr,(F3), ce que 'on fera
a l'aide d’une Z-base aq, ..., a, de L et du lemme évident suivant :

Lemme 3.3.4. Soient L € L,, et ai,...,a, une Z-base arbitraire de L. On définit ’en-
semble Vi, (a1, ...,an) = {(vi,...,vn) € {0,1}"\ {0} | ¢ (O ) vk ax) = 0 mod 2}. Alors Uap-
plication :
Vn(al, ey an) — CL(FQ)
(V1,.. . vn) = vectzo(D oy vk ak)

est une bijection.

L’algorithme de calcul de la matrice de Ty sur Z[Xa3].

Notons Ry, ..., R3o les classes d’isomorphisme des systemes de racines des éléments de
Lo3 (suivant la numérotation de la table 3.2). Pour i € {1,...,32}, on pose de plus ¢;
I'image par ®93 (introduit a la proposition 3.3.2) d’un réseau L € Lo3 tel que R(L) ~ R;,
et on note L; la classe de L dans Xs3. On donne dans la table 3.2 la numérotation choisie
pour les éléments de Xo3, en donnant les valeurs de R; et de ¢; en fonction de 3.

On souhaite déterminer la matrice Ths € Msa(Z) de opérateur Ty sur Z[Xo3] dans la
base (L1,. .., L32). Pour cela, on cherche pour tout i € {1,...,32} un réseau L € La3 tel que
R(L) ~ R;, et on le munit d’une base aq, ..., a3 (en pratique, il s’agira de la base fournie
par la fonction gflll de PARI). On construit ensuite tous les éléments x € C,(F2) (grace au
lemme 3.3.4), et pour chaque = on détermine la classe d’isomorphisme du 2-voisin L, de L
associé a x (grace a lalgorithme décrit au paragraphe 3.3.2).

Soulignons qu’il n’est pas évident pour tout ¢ de construire un réseau de la forme précé-
dente. Cependant, la connexité du graphe de Kneser Ko3(2) (d’apres la proposition 3.2.15)
nous dit qu’il suffit en fait d’avoir un seul réseau L € Lo3. En effet, en parcourant les
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2-voisins de L, on parcourra des éléments de L93 correspondant a d’autres classes d’isomor-
phisme dans Xo3. En répétant le processus, on parcourra toutes les classes d’isomorphisme
de Xy3, comme le graphe Ky3(2) est connexe.

Le réseau que l'on a utilisé comme point de départ est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.3.5. On se place dans R** muni de sa base canonique (e;), et on considére le
réseau M engendré par : {e; £ e;11 | 1 <i <21} U{eas — eas}.
Le réseau L = M + 1Z (22211 ei) est un élément de Loz, et vérifie R(L) ~ Doy [[ Ay.

Démonstration. On vérifie facilement que L est un Z-module libre de rang 23, et que son
déterminant est 2. Son systeme de racine est : R(L) = {£e;£e; | 1 <i < j <22} U{E(e23—
e24)}, qui vérifie bien R(L) ~ Das [ A;. O

Expliquons en détail ’algorithme du calcul de Tq sur Z[Xo3]. Pour i € {1,...,32}, nous
allons définir des réseaux L; € L, satisfaisant R(L;) ~ R; (suivant la numérotation de
la table 3.2), munis d’une base arbitraire a;1,...,a;23 (en pratique, il s’agira de la base
fournie par la fonction qflll de PARI). Les coefficients de la matrice Th3 se déduiront des
applications t; : Vag(ai1,...,ai23) — {1,...,32} définies ci-dessous.

On pose L1 le réseau donné par le lemme précédent, et on pose ay 1, ..., a1,23 la base de Ly
fournie par PARIL. On définit comme suit la fonction ¢; : Vag(ai 1,...,a123) — {1,...,32}.

Soit (1}1, - ,U23) € V23(a1,1, .. ,a1723). On pose = = VeCtZ/Z(Zk Vg al,k) e Cr, (Fg) On
reprend la construction du 2-voisin L, de Lq associé a x dans la proposition 3.3.3 : il existe
un unique i € {1,...,32} tel que R(L;) ~ R; (& savoir 'unique i tel que ®o3(L;) = ¢;). On
pose alors : t1((vy,- -+ ,v23)) = i.

Pour tout i € t1(Vag(ay1,...,a123)), on fixe un élément (vy,...,ve3) € t7*({i}) quel-
conque. Notons comme précédemment x = vectz/9(D_, viark) et Ly le 2-voisin de Ly associé
a T :on pose a;1,...,ai23 la base de L, fournie par PARI, et on définit le réseau L; = L,.

Pour tous les réseaux L; € Lo3 ainsi définis, muni de leur base a; 1, ..., a; 23, on construit
de méme que pour L; la fonction t; : Vag(aii,...,a;23) — {1,...,32}. De plus, pour
J € ti(Vaz(aii,...,a;23)), si 'on n’a pas précédemment défini de réseau L;, on choisit un
élément quelconque (vi,...,va3) € t; 1({4}) : on note & nouveau x = vectzo(D p, vkaik) et
L, le 2-voisin de L; associé & x, et on pose a;1,...,a;23 la base de L, fournie par PARI,
ainsi que Lj; = L.

On répete le processus jusqu'a avoir construit pour tout i € {1,...,32} un réseau L; €
Loz de base a; 1, . .., a; 23 tel que ®o3(L;) = ¢4, ainsi qu’une fonction ¢; : Vag(a, 1, ..., ai23) —
{1,...,32}.

Cet algorithme se termine bien, comme le graphe de Kneser Ko3(2) est connexe d’apres
la proposition 3.2.15.

Proposition 3.3.6. On pose Ths = (t; ;) € M3a(Z), c’est-a-dire que t; j est le nombre de
2-voisins de L; isomorphes a L;. Avec les notations précédentes, on a l’égalité :

tiy = 1t ()]

Démonstration. Soient j € {1,...,32} et (v1,...,v23) € Va3(a;1,...,a;23). On pose comme
précédemment v = 3, vk ajk, T = vecty/y(v) et Ly le 2-voisin de L; associé & x. On a les
équivalence suivantes :

Lm ~ Ll = R(Lm) ~ R(LZ) ~ Rl = @23([;3;) = ¢2 = tj((vl, .. .,023)) =1

et donc :
tij = |{z € Cp,(F2) | Ly ~ Li}| = [t;'({i})]

qui est ’égalité cherchée. O
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On renvoie a [54] pour un algorithme détaillé du calcul de Th3. Dans cet algorithme, les
fichiers “generateursX23Li” sont situés dans le dossier parent : ils contiennent des bases des
réseaux L; que l'on a utilisés pour notre algorithme.

L’algorithme de calcul de la matrice de Ty sur Z[Xss].

On reprend la liste de [7] pour 'ensemble des classes de Xs5, et on note Ry, ..., Rio; les
classes d’isomorphisme des systeémes de racines des éléments de Lo5 (suivant la numérotation
de [7], reprise dans la table 3.3). Comme dans le cas de X3, pour ¢ € {1,...,121}, on pose
de plus ¢; 'image par ®95 (introduit a la proposition 3.3.2) d’un réseau L € L5 tel que
R(L) ~ R;, et on note L; la classe de L dans Xs5. On donne dans la table 3.3 la numérotation
choisie pour les éléments de Xo5, en donnant les valeurs de R; et de ¢; en fonction de 1.

On souhaite déterminer la matrice To5 € My21(Z) de lopérateur To sur Z[Xo5] dans la
base (Li,...,L121). Pour cela, on cherche pour tout i € {1,...,121} un réseau L € Lo
tel que R(L) ~ R;, et on le munit d’une base a1, ...,a2; (en pratique, il s’agira de la base
fournie par la fonction gflll de gflll). On construit ensuite tous les éléments = € Cp(FFy)
(grace au lemme 3.3.4), et pour chaque x on détermine la classe d’isomorphisme du 2-voisin
L, de L associé a x (grace a l'algorithme décrit au paragraphe 3.3.2).

La encore il n’est pas évident pour tout ¢ de construire un réseau de la forme précédente.
De la méme maniére que dans le cas de Xa3, on utilise la connexité du graphe de Kneser
Ko5(2) (d’apres la proposition 3.2.15). Suivant le raisonnement adopté précédemment, il
suffit de construire un seul réseau L € Lo5, puis de construire ses 2-voisins, et de répéter le
processus jusqu’a avoir parcouru tous les éléments de Xo5.

Le réseau que l'on a utilisé comme point de départ est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.3.7. On se place dans R*® muni de sa base canonique (e;), et on considére le
réseau M engendré par : {e; £ejt1 | 1 <i <23} U{eas — e}

Le réseau L = M + %Z (21221 ei) est un élément de Lo, et vérifie R(L) ~ Doy [ A1.

Démonstration. On vérifie facilement que L est un Z-module libre de rang 25, et que son
déterminant est 2. Son systeme de racine est : R(L) = {£e;te; | 1 <i < j < 24}U{%(e2s5—
€26)}, qui vérifie bien R(L) ~ Doy [T A;. O

L’algorithme du calcul de Tg sur Z[X25] suit le méme processus que dans le cas de X»3.
Pour ¢ € {1,...,121}, nous allons définir des réseaux L; € L, satisfaisant R(L;) ~ R;
(suivant la numérotation de la table 3.3), munis d’une base arbitraire a;1,...,a;25 (en
pratique, il s’agira de la base fournie par la fonction qflll de PARI). Les coefficients de
la matrice Ths se déduiront des applications t; : Vas(a;1,...,a:25) — {1,...,121} définies
ci-dessous.

On pose L2 le réseau donné par le lemme précédent, et on pose aq21,1, - - ., @121,25 la base
de L fournie par PARI. On définit comme suit la fonction t191 : Vas(ai21,1, - - -, a121,25) —
{1,...,121}.

Soit (v1,...,ve5) € Vas(ai21,1, - - -, a121,25). Onpose x = vectz o(D_; vk a121,k) € CLyy (F2).
On reprend la construction du 2-voisin L, de L1291 associé a x dans la proposition 3.3.3 :
il existe un unique ¢ € {1,...,121} tel que R(L,) ~ R; (a savoir 'unique i tel que
®o5(L,) = ¢i). On pose alors : t191((v1, -+ ,v25)) = i.

Pour tout i € t1(Vas(a121,1,---,0a121,25)), on fixe un élément (vq,...,v25) € t1_211({i})
quelconque. Notons comme précédemment x = vecty /() vka121,k) et Ly le 2-voisin de
Li9; associé a x : on pose a;1,...,a;25 la base de L, fournie par PARI, et on définit le
réseau L; = L.



3.4. APPLICATIONS. 99

Pour tous les réseaux L; € Lo5 ainsi définis, muni de leur base a; 1, ..., a; 25, on construit
de méme que pour Ljg; la fonction ¢; : Vas(ai1,...,ai25) — {1,...,121}. De plus, pour
J € ti(Vas(ain,...,ai25)), si 'on n’a pas précédemment défini de réseau L;, on choisit un
élément quelconque (v1,...,v95) € ti_l({j}) : on note a nouveau x = vect /(> Vk@i ) et
L, le 2-voisin de L; associé & x, et on pose a;1,...,a;25 la base de L, fournie par PARI,
ainsi que Lj; = L.

On répete le processus jusqu’a avoir construit pour tout i € {1,...,121} un réseau L; €
Los de base a; 1, . ., ai 25 tel que Pos(L;) = ¢;, ainsi qu’une fonction ¢; : Vos(a, 1, ..., a;25) —
{1,...,121}.

Cet algorithme se termine bien, comme le graphe de Kneser Ko5(2) est connexe d’apres
la proposition 3.2.15.

Proposition 3.3.8. On pose Tos = (t;;) € Mi21(Z), c’est-a-dire que t; ; est le nombre de
2-voisins de L; isomorphes a L;. Avec les notations précédentes, on a l’égalité :

tij = [t; ({i})]-

Démonstration. Soient j € {1,...,121} et (v1,...,v25) € Vas(aj1,...,a;25). On pose comme
précédemment v = 3, vk ajk, T = vectzy(v) et Ly le 2-voisin de L; associé & x. On a les
équivalence suivantes :

L,~L; & R(Lx) ~ R(L2> ~ R, & @25([42;) =¢; & tj((vl, .. .,U25)) =1
et donc :
tij = |{z € Cp;(F2) | Lo ~ Li}| = |t; ' ({i})]

qui est ’égalité cherchée. O

On renvoie & [55] pour un algorithme détaillé du calcul de Ts5. Dans cet algorithme, les
fichiers “generateursX25Li” sont situés dans le dossier parent : ils contiennent des bases des
réseaux L; que l'on a utilisés pour notre algorithme.

3.3.4 Résultats obtenus.

Les résultats obtenus grace a nos algorithmes sont donnés par les théorémes suivants :

Théoréme 3.3.9. Soient Ly, ..., L3y € Log vérifiant pour tout i : R(L;) ~ R; (suivant les
notations de la table 3.2), et soient Ly, ..., Lo leurs classes respectives dans Xog. Alors la
matrice de l'opérateur Ty relativement a la base Lq,. .., L3y est donnée dans [53].

Théoréme 3.3.10. Soient L1, ..., Lia1 € Los vérifiant pour tout i : R(L;) ~ R; (suivant
les notations de la table 3.3), et soient Ly, ..., L121 leurs classes respectives dans Xas. Alors
la matrice de l'opérateur Ty relativement a la base Ly, ..., L1291 est donnée dans [53].

3.4 Applications.

3.4.1 La codiagonalisation des matrices opérateurs T),.

Pour n = 23 ou 25, et p premier, on note T;,(p) la matrice de 'opérateur T, sur X,
relativement & la base des L; introduite précédemment (suivant les numérotations des tables
3.2 ou 3.3, selon la valeur de n). En particulier, on a : Thg = T53(2) et Tos = Ta5(2) (suivant
les notations du paragraphe 3.3.3).

Notre point de départ est la proposition suivante :
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Proposition 3.4.1. Pour n = 23 ou n = 25, les opérateurs T, : C[X,] — C[X,,] pour p
premier sont codiagonalisables. De maniére équivalente, une fois n fizé, les matrices T, (p)
pour p premier sont codiagonalisables dans C.

Démonstration. C’est un résultat classique, que l'on retrouve notamment dans [18] & de
nombreuses reprises. Pour s’en convaincre dans notre cas, il suffit de constater que les
matrices Thg et Ths calculées au chapitre précédent ont toutes leurs valeurs propres distinctes,
et que les anneaux de Hecke H(O,,) sont commutatifs.

On en déduit qu’on a méme un résultat plus fort : si n = 23 ou 25, tous les éléments
de H(O,,) sont codiagonalisables, et toute base de diagonalisation de Ts est un base de
codiagonalisation de H(O,,). O

Grace a PARI, il est facile de trouver des bases de diagonalisation des matrices Tos et Ths
que 'on a calculées, qui seront nécessairement des bases de codiagonalisation respectivement
pour H(Og3) et H(O25).

Notons respectivement vy, ...,v32 et wy, ..., w12 les bases de diagonalisation obtenues
pour Tb3 et Ths, en supposant que les valeurs propres A; ou p; correspondantes suivent les
numérotations des tables 3.4, 3.5 et 3.6. Du fait des valeurs que prennent les A; et les u;,
on peut choisir les v; et les w; de telle sorte que :

— pour i € {1,...,32}, les v; sont dans Z32, et de coordonnées premieres entre elles ;

— pour i € {1,...,57}, les w; sont dans Z'2!, et de coordonnées premicres entre elles ;

— pour i € {58,...,121}, les w; sont dans Z[v/144169]'%!, et de coordonnées premieres

entre elles.

Les valeurs propres de matrices Th3(p) et Tos(p) associées respectivement aux vecteurs
v; et w; sont alors données par les propositions suivantes :

Proposition 3.4.2. En reprenant les notations précédentes, les vecteurs v; € 732 consti-
tuent des vecteurs propres communs a tous les éléments de H(Og3). De plus, chacun de ces
vecteurs v; engendre une représentation automorphe m; € Ieusp(SO23) dont le paramétre
standard 1; = Y (m;, St) est donné par la table 3.4.

Pour p un nombre premier, notons A\i(p) la valeur propre pour T, associée au vecteur
v; (en particulier, \;(2) = \;). Alors on a la formule :

21
Ai(p) = p2 Trace (¢p(m;)|Vse) -

Démonstration. Considérons p un nombre premier, et plagons nous dans ’anneau de Hecke
H(Oz23). Reprenons la Q-base vy, . . ., v32 de I'espace vectoriel Q[Xo3] ~ Q32 définie précédem-
ment. Chacun des vecteurs v; engendre une représentation automorphe m; € Ileysp(SO23).
Les parametres standards v (m;, St) de tels m; sont donnés par [18, Table C.7].

Les formules de Gross (traitées dans [36] dans le cas des groupes adjoints, et précisées
dans [18, Ch. VI, Lemme 2.7] dans le cas des groupes semi-simples) nous donnent le lien
entre la trace dans la représentation st%ndard et 'image par I'isomorphisme de Satake de
lopérateur de Hecke T, a savoir : p2 Trace(Vg;) = Sat(T,). On en déduit la relation
cherchée entre \;(p) et m; pour tout p.

11 suffit ensuite de vérifier la relation A; = \;(2) pour s’assurer que 'indexation des ;
correspond bien a celle choisie pour les v; (ce qui a bien un sens, comme tous les \; sont
distincts). O

Proposition 3.4.3. En reprenant les notations précédentes, les vecteurs w; € Z[v/144169]*21
constituent des vecteurs propres communs a tous les éléments de H(Ogs). De plus, chacun de
ces vecteurs w; engendre une représentation automorphe m; € HCHSP(SO%) dont le paramétre
standard 1; = ¥ (m;, St) est donné par les tables 3.5 et 3.6.
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Pour p un nombre premier, notons u;(p) la valeur propre pour T, associée au vecteur
w; (en particulier, p;(2) = p; ). Alors on a la formule :

wi(p) = p? Trace (¢, (m;)|Vst) -

Démonstration. La démonstration se fait comme précédemment. Considérons p un nombre
premier, et placons nous dans 'anneau de Hecke H(Ogs5). Reprenons la Q[v/144169]-base
wi, . .., w21 de I'espace vectoriel Q[v/144169][Xo5] ~ Q[v/144169]'2! définie précédemment.
Chacun des vecteurs w; engendre une représentation automorphe m; € Icusp(SO25). Les
parametres standards 1 (m;, St) de tels m; sont donnés par [19, Appendix D].

Les formules de Gross [36] nous donnent la relation suivante : p% Trace(Vst) = Sat(T)).
On en déduit la relation cherchée entre p;(p) et m; pour tout p.

11 suffit ensuite de vérifier la relation p; = p;(2) pour vérifier que 'indexation des ;
correspond bien a celle choisie pour les w; (ce qui a encore bien un sens, comme tous les p;
sont distincts). O

Afin de simplifier les notations, on définit les matrices V' € Msa(R) et W € Mi91(R)
dont les colonnes sont respectivement les vecteurs v; et w;. Pour (ay,...,a,) € R™, on note
diag(aq,...,a,) € My, (R) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les a;.
Alors on a les égalités suivantes :

Tos(p) = V diag(M(p), - .-, As2(p)) V71
Tos(p) = W diag(pa(p), - -, pa2r(p)) W1

En particulier, on a la proposition suivante :

Théoréme 3.4.4. Pour tout p < 113 premier, les matrices Ta3(p) sont données dans [53].
Pour tout p < 67 premier, les matrices Tos(p) sont données dans [53].

Démonstration. 11 est équivalent de connaitre les matrices Th3(p) et To5(p) et de connaitre
les A\i(p) et les p1(p). D’apres les propositions 3.4.2 et 3.4.3, il suffit donc de connaitre les
valeurs de Trace(cy(m)|Vst), pour les éléments 7 € Umﬂjlg(PGLm) apparaissant dans les
tables 3.4, 3.5 et 3.6.

Les calculs de ces Trace(c,(m)|Vst) ont justement été effectués jusqu’a p < 67 dans tous
ces cas (voir [48]). Les résultats de [18] permettent méme d’aller plus loin, et de connaitre
pour tout p < 113 la matrice To3(p) (grace aux résultats sur les formes modulaires de Siegel
de genre 2). O

Les matrices Th3(p) (pour p < 113) et To5(p) (pour p < 67) nous donnent en particulier
les corollaires suivants :

Corollaire 3.4.5. Soit p un nombre premier. Le diamétre du graphe Koz(p) est le suivant :
4 pour p=2, 3 pourp=3, 2 pour 5 < p <19, et 1 pour 23 <p < 113.

Corollaire 3.4.6. Soit p un nombre premier. Le diamétre du graphe Kos(p) est le suivant :
6 pour p=2,4 pourp=3, 3 pourd <p<7, et2 pour 1l < p<61.

Pour les plus grandes valeurs de p, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.7. Soit p un nombre premier. Si p > 23, le graphe Koz(p) est complet. Si
p > 67, le graphe Kos(p) est complet.
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Démonstration. La démonstration suit celle de [18, Ch. X, Théoreme 2.4]. Nous la reprenons
en détail dans le cas de Ka3(p), et ne donnerons que quelques points clefs pour le cas de

Kas(p).
A la maniere de [18, Ch. X, §2], définissons les fonctions 6;(p) = D11(p), 62(p) = D15(p),

03(p) = D17(p), 04(p) = D19(p), 05(p) = D21(p), O6(p) = D19,7(p), 07(p) = D215(p), Os(p) =
Ds1.9(p) et 89(p) = D21,13(p). D’apres la proposition 3.4.2, il existe des polynémes C;, €
Z[X], pour 1 < i < 32et 0 <r <9, uniquement déterminés, tels que l'on a pour tout
1 <4 <32 et pour tout p premier :

Si I'on note Ta3(p) = (i ;(p))1<i j<32, alors il existe des polynémes P; ;, € Q[X], pour
1<4,7<32et0<r <9, uniquement déterminés, tels que 'on a pour tout 1 < 4,5 < 32
et pour tout p premier :

9
tij(p) = P jo(p) + Z P j.r(p)0r(p)-

r=1

Supposons que les deux sommets de Ka3(p) correspondant aux classes E,fj € Xo3 ne
sont pas connexes. Ceci est équivalent a dire que t; j(p) = 0, et on a alors :

2
JO (ZP,]T‘ r ) .

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, a

9 2 9
o o) o
r=1 r=1

pour tout 9-uple (v1,...,79) de réels strictement positifs. En particulier, grace aux inégalités
de Ramanujan exposées & la proposition 3.2.20, et en prenant (71, . ..,79) = (4p*!, 4p'®, 4p'7,
4p'9 4p®t 16p'?, 16p%L, 16p%L, 16p?1), on déduit I'inégalité :

9 2 9
(Z R,j,r(p)er (p)> <9 (Z Pi,j,r(p)27r> .
r=1 r=1
On définit les polynomes
(F1(X),T2(X), ..., Tg(X)) = (4X1,4X7°, ... 16X*")

et
9
Qij(X) =P o(X)* -9 (Z Pi,j,r(X)2Fr(X)> :
r=1

Les polynomes Q; j(X) sont des éléments de Q[X] de coefficient dominant strictement
positif. Si l’on définit p; ; comme la plus grande racine réelle de Q; ;(X) (avec la convention
pij = —o0 si Q;; n’a pas de racine réelle). Avec ces notations, on a t; j(p) > 0 des que
P> Pij-

11 suffit ensuite de constater que max{p; ;, 1 <1,j < 32} ~ 21.15. Ceci conclut que pour
p > 23, tous les t; j(p) sont non nuls, et que le graphe Ko3(p) est complet pour de tels p.
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Pour le graphe Kos(p), on procede de la méme maniere. Les fonctions 6,(p) sont les
suivantes : 61(p) = Di1(p), 62(p) = Di5(p), 03(p) = Di7(p), 64(p) = Di9(p), 05( ) =
Dai(p), {06(p),07(p)} = D33(p), Os(p) = p"tr (Sym® ¢p(An)[Ver) = (Dui(p)® + p',
09(p) = Dig7(p), 010(p) = Da15(p), bh1(p) = D219(p), 12(p) = D2113(p), O13(p) =
D23 7(p), 614(p) = Da3o(p), 615(p) = D23 13(p), the(p) = D23135(p), 017(p) = D23 153(p)s
01s(p) = D23 157(p), 010(p) = Da3175(p), O20(p) = Daziz9(p), O21(p) = Da2z193(p) et
22(p) = D23,19,11(p)-

Les polynomes I',.(X) (qui nous donnent les quantités . = I',(p)) sont les suivantes :
Ii(X) = 4X1 To(X) = 4X15 T3(X) = 4X17, Ty(X) = 4X¥, I'5(X) = 4X2 Te(X) =
[7(X) = 4X23, Tg(X) = 9X22, Ty(X) = 16X, I'jp(X) = -+ = I'p(X) = 16X2,
Flg(X) == P15(X) =16X23 et PlG(X) == FQQ(X) = 36X723.

On calcule de la méme manieres les quantités p; ; associées au polynéomes @Q; ;(X). I
suffit ensuite de constater que max{p; ;,1 < 4,j < 121} ~ 64.25. Ceci conclut que pour
p > 67, tous les coefficients de la matrice To5(p) sont non nuls, et que le graphe Kos(p) est
complet pour de tels p. O

3.4.2 Quelques vérifications de nos résultats.

Les propositions 3.4.2 et 3.4.3 constituent une premiere vérification de nos calculs. En
effet, on connait grace a ces propositions les valeurs propres de Ty sur Z[Xa3] et Z[Xo5] :
on vérifie que ces valeurs correspondent bien aux valeurs propres des matrices Tog et Tos
calculées par nos algorithmes.

Une deuxiéme vérification repose sur la remarque finale de [18, Annexe B, §5.3]. Suivant
I'indexation adoptée ici pour Xog, on a Lo >~ E15 @ Eg et L3 ~ Eq5 ® E7. Ainsi, le coefficient
d’indice (3,2) de la matrice T3 est égal & No(E15 D Eg, E16®E7). On constate sur la matrice
Th3 que 'on a calculé que ce coefficient vaut 120, ce qui est bien cohérent avec le résultat
de [18] évoqué ci-dessus.

Une autre vérification repose sur 1’étude des graphes de Kneser Kos(p) (2 < p < 113) et
Kas(p) (2 < p <67), qu'on a calculés explicitement grace au théoréeme 3.4.4. On vérifie dans
un premier temps qu’ils sont connexes, comme exposé précédemment, ce qui est cohérent
avec la proposition 3.2.15.

De plus, les graphes Kog(p) ont été calculé dans [18, Ch. X, Théoreme 2.4] pour tout
p premier. On vérifie que nos calculs des graphes Ka3(p) sont cohérents avec la propriété
suivante :

Proposition 3.4.8. Soient n = —1 mod 8 et p un nombre premier. Pour i = 1,2, on se
donne L; € L, d’image L; dans X,, et P; € Ly+1 dimage P, € X, tel que L; ~ P;N af-
pour un certain «; € R(F;).

Si les sommets Ly et Ly sont adjacents dans le graphe K, (p), alors les sommets P; et
P, sont adjacents dans le graphe K, 11(p).

Démonstration. Considérons Ly, Ly € L, deux p-voisins, que l'on voit comme des réseaux
de L1 Q = Ly®Q = U,. Pour i = 1,2, on pose PZ = L; @Al, et P, lunlque réseau
unimodulaire pair contenant P (c’est-a-dire 'image réciproque par P — 1és P de I'unique
droite isotrope de rés P;).

Les réseaux Pj, P» sont des réseaux unimodulaires pairs de V,, = U, & (Q ® A1) qui
vérifient pour i = 1,2 : L; = P,NU,. On est ainsi dans le cadre de [18, Annexe B, Proposition
4.2]. D’apres cette proposition, les réseaux Pp, P» sont des p-voisins, ce qui conclut notre
démonstration. O
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On applique ce résultat aux graphes Kos(p) et Kog(p). On vérifie que cette propriété est
satisfaite pour p < 47 (il est inutile de la vérifier pour p > 47 comme les graphes Ka3(p) et
Ka4(p) sont alors complets). Pour cela, on utilise la table 3.1, qui nous donne pour chaque
réseau L € Log la classe dans Xo4 de I'unique réseau unimodulaire pair contenant L ¢ A;.

On vérifie aussi qu’on a le corollaire plus faible suivant :

Corollaire 3.4.9. Soit p un nombre premier. On note Kb, (p) le sous-graphe de Koy(p)
obtenu en retirant le sommet correspondant au réseau de Leech. Alors le diamétre de Kb, (p)
est inférieur ou égal au diamétre de Kaz(p).

En particulier que le graphe Ki,(p) est complet pour p > 23.

Une derniére vérification de nos calculs provient de la proposition suivante :

Proposition 3.4.10. Soient n = 23 ou 25 et p premier. Alors l’endomorphisme T, de
Z[ X)) est auto-adjoint pour le produit scalaire (| ) défini par :

(L1|L2) = [O(L1)|o, 7,

ot L1,Ly € X, L1 € L, a pour classe Ly dans X, O(Ly) est le groupe orthogonal de Ly,
et (531’32 =1 si, et seulement si, L1 = Lo et 0 sinon.

Si l’on note Pa3 (respectivement Pas) la matrice diagonale de Msa(Z) (respectivement
Mi921(Z)) dont le i-éme terme diagonal est |O(L;)| suivant la numérotation de la table 3.2
(respectivement de la table 3.3), alors pour tout p premier on a les égalités :

Py3 Tog(p) = Th3(p) Pag et Pas Tas(p) = Ths(p) Pas,
ot pour M € My(Z) on désigne par M* la matrice transposée de M.

Démonstration. C’est un résultat classique, qui est par exemple énoncé dans [59, §2.5] (voir
[18, Ch. III, §1 et §2] pour une démonstration élémentaire). C’est aussi un cas particulier
d’une propriété plus générale du comportement des opérateurs de Hecke relativement a un
produit scalaire naturel sur les espaces de formes modulaires algébriques au sens de Gross
(voir [37, Proposition 6.9] pour I’énoncé général, et [18, Ch. IV, §4.7] pour une démonstra-
tion). O

D’apres les valeurs obtenues pour Tb3 et Ths5, on vérifie qu’il existe qu’'une seule matrice
diagonale P; et une seule matrice diagonale P, (4 multiplication prés par un scalaire) telles
que : Py Ths = T2t3 P et P, Tog = T2t5 Ps.

L’existence de P; et P» constitue déja en soi une vérification de nos résultats. On s’assure
de plus que les coefficients de P; et P, sont cohérents avec les valeurs des |O(L;)| que 'on
sait déterminer facilement. C’est notamment le cas lorsque R(L;) et L; ont méme rang (en
tant que Z-modules), et dans se cas le groupe O(L;) se déduit directement du groupe de
Weyl de R(L;).

Prenons par exemple le cas de Ly (suivant les notations de la table 3.2). Posons M =
Do ® Ay. On obtient alors : rés M = (Z/2Z dy &' Z/27 dy) &+ 7/2Za avec q(dy) = q(d2) =
3/4 et g(a) = 1/4. En particulier, il existe deux droites isotropes dans rés M, engendrées
respectivement par di + a et do + a. Ainsi, il existe deux réseaux L+, L~ € Lo3 contenant
M : ces deux réseaux sont isomorphes, et sont échangés par toute isométrie de M qui n’est
pas dans le groupe de Weyl de M (qui sont exactement les isométries de M qui échangent
dy et dy). Et on déduit que |O(LT)| = [O(L7)| = 2QDI — 991 922

Il est aussi facile de déterminer la valeur de |O(L)| pour certains éléments de Lo5. En
effet, la proposition 3.4.10 est aussi vraie pour n = 24, suivant [18, Ch. III, §2] par exemple.
On en déduit les valeurs des |O(P)| pour P € Ly grace a la matrice de To sur Z[Xa4],
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donnée dans [59] par exemple. Si I'on se donne P € Lo4, alors le réseau L = P @ A est
un élément de Lo5, et on a I'égalité : |O(L)| = 2 |O(P)|. Pour s’en convaincre, il suffit de
constater qu'un élément v € O(L) satisfait v(P) = P et v(A1) = A;.

Ceci permet de déterminer la valeur de |O(L)| pour les éléments L € Lo5 de la forme
L~ P®A; avec P € Lo, qui sont exactement les éléments satisfaisant R(L) ~ R]] A4,
ou R est le systeme de racines d’un élément de Lo4. Les différentes valeurs de R ont été
déterminées par Niemeier [61] et Venkov [80] : c’est un systéme de racine de type ADE
équicoxeter de rang 24, ou 'ensemble vide (lorsque P est le réseau de Leech).

Notons au passage que la détermination des matrices Po3 et Po; nous donne pour tout
L dans La3 ou L95 la quantité |O(L)|. On donne dans [53] les matrices Pa3 et Pos.

3.4.3 Congruences a la Harder.

On souhaite établir des congruences entre les traces de parametres de Langlands—Satake
de certaines formes automorphes normalisées, comme c’est par exemple le cas dans la conjec-
ture de Harder, exposée dans [38] et déja démontrée dans [18, Ch. X, Théoréme 4.4] :

Théoréme 3.4.11 (Conjecture de Harder). Pour tout premier p, on a la congruence sui-
vante :
Do1 5(p) = Da1(p) + p™® + p® mod 41.

Dans [18], cette congruence est exprimée sous la forme 74 19(p) = 722(p)+p'3+p® mod 41,
qui est équivalente, du fait des égalités Doy 5(p) = 74,10(p) et Da1(p) = m22(p) déja expliquées
au paragraphe 3.2.3.

De telles congruences entre les fonctions Dy, .., proviennent de congruences entre les
colonnes des matrices V ou W. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 3.4.12. Soient m un entier quelconque, eti,j € {1,...,32} tels que vecty /pz(vi) =
VeCtz/mz(’Uj). Alors pour tout p on a la congruence :

Ai(p) = Aj(p) mod m.

De méme, s’il existe i,j € {1,...,57} tels que vecty /7 (w;) = vecty mz(w;), alors pour
tout p on a la congruence :
1i(p) = pj(p) mod m.
Enfin, s’il existe i,j € {58,...,121} tels que vecty pz(w;) = vectz mz(w;), alors pour
tout p on a la congruence :

pi(p) = pj(p) mod mZ[v144169].

Démonstration. Supposons par exemple qu’il existe un entier m, et des entiers i, j € {1,...,32}
tels que vecty 7 (vi) = vecty mz(vj). Par définition, les coordonnées de v; sont premieres
entre elles (et il en va de méme pour celles de v;). En particulier, I’égalité précédente im-
plique qu'il existe o € (Z/mZ)* tel que v; — av; € (mZ)32. En faisant agir Tas(p) € M32(Z)
sur ce vecteur, on déduit les implications suivantes :
v; — aw; € (MZ)* = Toz(p)(vi — awj) € (MZ)*?

= A\i(p)v; — aXj(p)v; € (mZ)3?

= Xi(p)(vi — avj) + a(Ni(p) — Aj(p))v; € (mZ)*?

= a(Xi(p) — Aj(p))v; € (MZ)™

= (Ai(p) = Aj(p))v; € (mZ)*

= Ai(p) — Aj(p) € mZ.
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(ou la derniere implication utilise que les coordonnées de v; sont relativement premieres
entre elles).

La démonstration est identique si I'on possede des entiers m € Z et 4,5 € {1,...,121}
tels que vecty /7 (w;) = vecty /pmz(w;).

Dans le troisieme cas, on peut remplacer I'hypothese vecty /7 (w;) = vectz 7 (w;) par

vecty, T44169) jm7[v/T14169] (w;) = vecty, 14T69] jm2[y/TH1169] (w;) et on obtient le méme résultat.
Cependant, on n’utilisera ce cas uniquement lorsque p;(p) — pj(p) € Z. O]

Il suffit ensuite d’utiliser les proposition 3.4.2 et 3.4.3 pour déduire les congruences cher-
chées. Du fait des propositions 3.4.2 et 3.4.3, les fonctions Dy, ., que l'on fera intervenir
sont exactement celles provenant des représentations A, . ., présentes dans les tables 3.4,
3.5 et 3.6. Par exemple, la proposition suivante améliore la congruence de Harder exposée
précédemment :

Théoreme 3.4.13. Pour tout nombre premier p, on a la congruence :
Do15(p) = Dar(p) +p' + p® mod 9840.

De plus, cette congruence est optimale, dans le sens ou on ne peut pas remplacer 9840
par un de ses multiples.

Démonstration. Pour obtenir la congruence précédente, il suffit dans un premier temps de
constater que, pour (m,i,j) = (9840, 26,28), on a I'égalité : vecty,,z(vi) = vecty /mz(v;).
Le lemme 3.4.12 nous donne pour tout premier p la congruence Ags(p) = Aag(p) mod 9840.
D’apres la table 3.4 et la proposition 3.4.2, on a les égalités :

oo (p) = p= Trace (¢, (Aa1 @ Aigr ® Az ® Ars ® Aq[3] @ [6]) [Vsy)
= Da1(p) +p D197(p) +p* Diz(p) +p* Dis(p) +p* (1 +p+p*) Dii(p)
+9° (L+p+p*+0° +p' +1°),
Aas(p) = p’# Trace (cp (Do15 D A197 @ A17 @ A1s © A11[3] © [4]) [Vse)
= Da15(p) +p Dio7(p) + p° Diz(p) +p° Dis(p) +p* (1+p+p°) Du(p)
+p” (1 +p+p*+1°).
Et ainsi :
A26(p) — Aas(p) = Da1(p) + p** + p® — Da15(p)

qui est la congruence cherchée. Notons au passage que I'on a aussi I'égalité vecty /7 (vi) =
vectz mz(vj) pour (m,i,j) = (9840, 27,29), qui nous donne la méme congruence.

Pour constater que cette congruence est optimale, il suffit d’évaluer la quantité \gg(p) —
A2s(p) = Da1(p) + p* +p® — Doy 5(p) pour certaines valeurs de p. On constate par exemple
que A26(2) — A2s(2) = 9840, ce qui prouve l'optimalité. O

L’ensemble des congruences que l'on a trouvées sont données par le théoréeme suivant :

Théoreme 3.4.14. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :
(i) D19,7(p) = D19(p) + p® + p'® mod 8712 ;
(i1) Da15(p) = Dar(p) + p® + p™* mod 9840 ;
) Da19(p) = (1 + p%) Di5(p) mod 12696 ;
(iv) Da1,9(p) = Da1(p) + p°® + p*® mod 31200 ;

(iii
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(v) Da1,13(p) = (1 + p*) D17(p) mod 8736 ;
(vi) Da113(p) = Da1(p) + p* 4 p'™ mod 10920 ;
(vii) Dasz(p) = (1+ p®) Dis(p) mod 8972 ;
(viti) Dagq35(p) = Dasas(p) +p° + p'* mod 5472 ;
(ix) Da3157(p) = (14 p*) Dig(p) + p® + p*® mod 2184 ;
(z) Da2315,7(p) = Daz7(p) + p* Dis(p) mod 5856 ;
(zi) Dasi7,9(p) = Dazo(p) + p* Di7(p) mod 2976 ;
(zii) Da3193(p) = (14 p?) Dai(p) + p'° + p' mod 7872 ;
)

Da31911(p) = (14 p?) Dar(p) + p® + p*™ mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (xi) et (xiii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ot le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.

Démonstration. On donne pour chacun des points de la proposition la congruence de la
forme A\; = X\j mod m (ou p; = p; mod m), qui se déduit du lemme 3.4.12. On précise
lorsqu’il a fallu utiliser des résultats supplémentaires.

Certaines congruences qui apparaissent sont des “multiplications par p” des congruences
cherchées : on peut évaluer nos congruences jusqu'a p = 67, et ainsi on pourra “diviser une
congruence modulo m par p” des lors que les diviseurs premiers de m seront inférieurs ou
égaux a 67. C’est aussi le fait d’évaluer ces congruences jusqu’a p = 67 qui nous permet
dans certains cas de dire si elles sont optimales.

(1) : A22(p) = A26(p) mod 17424 ce qui nous donne la congruence p D19 7(p) = p Dig(p)+
p" + p** mod 17424. 11 suffit d’évaluer la quantité Dig7(p) = Dig(p) + p® + p* pour les p
premiers divisant 17424 pour déduire la congruence cherchée, qui est optimale.

(73) et (417) = A26(p) = Aag(p) mod 9840 et Aig(p) = A19(p) mod 12696 donnent directe-
ment les congruences cherchées, qui sont optimales.

(1v) : Adao(p) = A14(p) mod 7800 et p15(p) = p24a(p) mod 20800 nous donnent la congruence
p D219(p) = p Dar(p) + p” + p'® mod 62400. 11 suffit d’évaluer la quantité Dajg(p) =
Do1(p) + p® + p'® pour les p premiers divisant 62400 pour déduire la congruence cherchée,
qui est optimale.

(v) : AM1(p) = A2(p) mod 4368 et A17(p) = Ais(p) mod 416 donnent directement la
congruence cherchée, qui est optimale.

(vi) : AMo(p) = A7(p) mod 2730 et pea(p) = pe7(p) mod 8 nous donnent la congruence
p D2113(p) = p D21(p) + p® + p*® mod 10920 et il suffit d’évaluer la quantité Daj 13(p) =
Doy (p) + p* + p'7 pour les p premiers divisant 10920 pour obtenir la congruence cherchée.
Cependant, on n’a aucune certitude sur 'optimalité de la congruence.

(vii) & (wii) : w10 = pis mod 8972, gy = psr mod 5472, o1 = pse mod 2184, g =
p3s mod 5856, uss = g mod 2976 et uss = puse mod 7872 nous donnent directement les
congruences cherchées. Il est facile de voir que les congruences (viii), (iz), (z) et (xii) sont
optimales.

(xiii) : les congruences p11 = pg mod 5408, w11 = p12 mod 96, 1o = pe mod 44224
et 13 = pr mod 8292 nous donnent les Congruences : Dazig1(p) = (1 + p?) Dai(p) +
p + p*" mod 5408, Da31911(p) = (1 + p?) Dai(p) +p6 Dy1(p) mod 96 et p® Dii(p) =
p5 + p'™ mod 132672 (qui est une “multiplication par p5” de la congruence de Ramanujan)
On en déduit ainsi la congruence cherchée.

Outre la congruence (i) (qui est une optimisation de la conjecture de Harder), deux
congruences attirent notre attention.
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La congruence (vii) est la seule faisant intervenir une forme de Siegel de genre 2 qui
n’avait pas été traitée dans [18] ou [77]. En suivant la méthode de Dieulefait [27] (et reprise
par Tayou [77]), on démontre le résultat ci-dessous :

Proposition 3.4.15. Soit S l’espace des formes modulaires paraboliques de Siegel de genre
2 de poids Sym°C? ® det!'® (qui est un espace de dimension 1). Pour | un nombre premier,
on note p; la représentation l-adique associée par la construction de Weissauer (voir [83]
et [77, Théoréme 1.1]), et p; la Fi-représentation résiduelle associée (voir par exemple [18,

§X.1]).

Alors pour | > 23, la représentation p; est irréductible si, et seulement si, | # 2243.

Démonstration. Nous nous contentons ici de reprendre la méthode de Dieulefait [27] ainsi
que les notations qui y sont utilisées (et qu'il serait trop long de réintroduire ici).
Suivant ces notations, considérons p un nombre premier et définissons la quantité :

Co,10(p) = (p** - Trace(cy(Ag37)|A*Vay) — p'® — p*1) (14 p%)% — p®! - Trace(cy(Aas,7)| Var)?.

Considérons [ un nombre premier, et les deux assertions suivantes :

(7) la représentation p; est somme directe de deux représentations m; et my de dimen-
sion 2, dont les poids de l'inertie modérée sont respectivement {0,15} et {8,23}, et
satisfaisant : m ~ 7] ® X1237 ol x; désigne le caractere cyclotomique modulo .

(i7) pour tout p premier différent de I, on a : Cg 10(p) = 0 mod I.

Dieulefait montre que, si [ > 23, on a I'implication : (i) = (7).

On définit de méme, pour p premier, les quantités Ag 10(p), Bs,10(p) et De 10(p) (suivant
les notations de [77]), qui correspondent chacune & un type de réduction de la représentation
p;- Par exemple, Dg 19 correspond a une réduction de la forme 71 @ 2, ott les poids de I'iner-
tie modérée de m; et my sont respectivement {0, 8} et {15, 23}, et satisfaisant mo ~ 77 @ x3.

Nos calculs démontrent les égalités suivantes :

pged ({Ag10(p) | p € {2,3,5}}) = 1

pged ({Bsao(p) | p € {2,3,5}}) = 27-3%.5.11-13
pged ({Co10(p) | p €{2,3,5}}) = 2'1-3%.2243
pged ({Ds10(p) | p € {2,3,5}}) = 2°.32.57

On en déduit ainsi que, si l > 23 et [ # 2243, alors la représentation p; est irréductible.
Il reste & étudier le cas [ = 2243. Mais dans ce cas, la congruence (vii) et le théoreme de

Chebotarev permettent de conclure quant & la réductibilité de Py, (en constatant 8972 =
4 -2243), et donne pour [ = 2243 'égalité

ﬁl = (1 @ X?) ®ﬁA15,l7

ou on désigne par pa . ; la représentation [-adique associée a l'unique forme modulaire
parabolique normalisée de poids 16 pour SLy(Z). O]

La seconde congruence qui attire notre attention est la congruence (viii). En effet, elle
apparaissait déja dans [5, §6, Example 3| sous la forme plus faible de la conjecture :

(V p premier) D2371375 (p) = D23713(p) =+ pg =+ p14 mod 19.

Ainsi, en constatant que 5472 = 2°-32.19, la congruence (viii) apparait donc non seulement
comme un démonstration de la conjecture précédente, mais aussi comme une amélioration
comme on a pu remplacer 19 par un de ses multiples.
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3.4.4 Une conjecture de Gan—Gross—Prasad.

Soit n = —1,0 mod 8. Alors on posséde une application naturelle ¢, : X;, — Xp41
définie de la manieére suivante :
—sin = —1mod8 : on se donne L € L,, et on note L sa classe dans X,,. Alors

M = L@ A; est un réseau de R tel que résM = résLdrés Ay ~ 7./2 e1 BZ/2 e (avec
g(e1) = 3/4 et g(e2) = 1/4). En particulier, résM possede une unique droite isotrope
(celle engendrée par e; + e2) : I'image réciproque de cette droite par la projection
naturelle M*¥ — résM est un réseau P € L,+1 dont la classe P dans Xp41 ne dépend
que de L. On pose ¢, (L) = P.

— sin =0 mod 8:onsedonne L € L,, et on note L sa classe dans X,,. Alors P = L& A,
est un élément de L, dont la classe P dans X, .1 ne dépend que de L. On pose
on(L) = P.

On sait déja que, pour n = 23,24 ou 25, deux éléments de L, sont isomorphes si,
et seulement si, leurs systemes de racines sont isomorphes. Les application ¢o3 et ¢o4 se
déduisent directement de cette constatation :

— pour ¢o3 : soient L € Log, P € Loy et L, P leurs classes respectives dans X3 et
Xo4. Alors ¢o3(L) = P si, et seulement si, il existe a € R(P) tel que L ~ PN a*t.
L’application ¢o3 se déduit donc directement de la table 3.1.

— pour ¢os : soient L € Log, P € Lo5 et L, P leurs classes respectives dans Xo4 et Xos.
Alors ¢o4(L) = P si, et seulement si, R(P) ~ R(L) ® Aj.

Les applications ¢, : X,, = Xp41 ainsi définies induisent des applications C[X,,] —
C[X;11]. Du fait des isomorphismes C*» ~ C[X,]* et C¥n+1 ~ C[X,,41]*, on déduit que ¢,
définit une application : ¢y, : CXn+1 — CX». Pour simplifier les notations, si f € CX»+1, on

note flx, = én(f).

Dans la suite, on aura besoin de définir les formes automorphes pour les Z-groupes O,
qui ne sont pas semi-simples. Nous renvoyons a [18, §IV.3 et IV.4] pour leurs définitions, qui
permettent de définir les ensembles I1(O,,), Ilgisc(Or) et Heusp(Op). On a alors les énoncés
suivants :

Définition 3.4.16. Soientn = —1 mod 8 (respectivementn =0 mod 8), et m € Igisc(Ont1)
(respectivement m € Ileyusp(SOn+1)) tel que oo = C. On lui associe le sous-ensemble Res 7
de Ieysp(SOy) (respectivement Ilgisc(Or)) défini comme suit.

Soit f € Mc(Opt1) qui engendre w (en particulier, f est propre pour H(Op41)). On
écrit flx, = f1+ -+ fr, ot les f; sont propres pour H(O,). Alors ©’ € Res 7 si, et
seulement si, 'un des f; ci-dessus engendre '.

Proposition 3.4.17. Les tables 3.7, 3.8 et 3.9 donnent les paramétres standards des élé-
ments de Res m pour m € Ilgisc(O24) ou 7 € eusp(SOa5), lorsque mo est trivial.

Démonstration. On se contente ici de détailler le cas oit 7 € Ilgise(O24) (la méme méthode
s’applique lorsque 7 € cusp(SO25)).

On possede une base v; de vecteurs propres pour I'action de H(Og3) sur C[Xa3], ainsi
qu’une base w; de vecteurs propres pour 'action de H(O24) sur C[Xa4] (grace a la matrice
Ty3 déterminée précédemment, et & la matrice de Ty sur Z[Xa4] donnée dans [59]). On
connait de plus les représentations m, € Ilousp(SO23) et mj € Ilgisc(O24) respectivement
associées aux v; et aux w; (voir table 3.4 et [18, Table C.5] par exemple).

Comme on a déterminé I'application ¢o3 : C[Xa3] — C[Xa24], on peut construire les
éléments «; j € C vérifiant : (V¢ € {1,...,32}) ¢o3(vi) = Z?il Qg jW;.
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Par définition, 'ensemble Res 7; se déduit de I’équivalence : 7, € Res m; < a5 ; #0. O

Théoréme 3.4.18. Soientn = 1,2 ou 3, m € Ilgisc(Ogy) (respectivement m € Ileysp(SOsn+1))
tel que o est triviale, et m' € Meusp(SOsn—1) (respectivement ' € Ilgise(Osy)) tel que mh
est aussi triviale.

Alors 7' € Res m si, et seulement si, il existe des multi-ensembles finis 111,115,113 C
UmIleusp(PGLy,), et des applications dy : I1; — N* et dy : Il — N* tels que :

U(m,St) = P mldi(m)] © P mlda(m)],

; €111 m;j€ll2

W', St) = P mldi(m) +1] @ P mjlde(my) 1] @ P ™

;€111 7Tj€l_[2 T €ll3

Démonstration. Le cas n = 3 découle directement d’une inspection des tables 3.7, 3.8 et
3.9. Le cas n = 2 se déduit facilement des matrices de 'opérateur Ty sur C[X15], C[X1¢] et
C[X17] (données dans [18, Annexe B] pour Xi5 et X7, et dans [18, Ch. III, §3] pour Xi¢
par exemple). Le cas n = 1 est évident (comme | X7| = |Xg| = | Xo| = 1). O

Ce résultat valide dans ces cas particuliers la conjecture formulée par Gan—Gross—Prasad,
qui conclut l'exposé [62, Classical groups, the local case]. Suivant les mémes notations, il
s’agit des cas oun =m — 1, avec m € {8,9,16,17,24,25}.
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3.5 Tables de résultats.
R(P) R R(L) R(P) R R(L)
Dy, Dy, Do [TA4 A JID7]]Es | Es A JID7]TAs
Dy D14HE8HA1 4 Eg Eg 3 E6HA5
Dis[[Es
Eg Dis[[Er 2 Ao ] De Ay AgJTA7][Ds
3 Es Es 2 Es || Er Ds | 2Ao[[Ds]]A
Aoy Agy A 4 Dg Ds 3D6[[D4]TA
2 Do Do Di2[[Dio [ A1 3 Ag Ag 2 Ag ] As
A A E A A 2D A
A [ Er 17 15 [ [Er 2 A-][2 D; 7 7112 Ds5[]As
E; Al?HDG D; 2A7HD5HA3HA1
D10 DgHQ E7HA1 4A6 A6 3A6HA4
Dio[[2 E;
E; DlOHE7HD6 4A5HD4 Aj 3A5HD4HA3
A15HD9 Aqs A13]_[D9 Dy 4 A5H3 A
Dy A15HD7HA1 6 Dy Dy 5D4H3 Ay
3 Ds Ds | 2Ds[[Ds[[A: 6 Ay AL 5 As[[As
2 A A A TA 8 As Aj TA3[TA
A A D E 12 A A 11 A
A [Ds I Es 11 o[ ID7[1Es 2 2 2
D; | Ay H Eg H D; H Ay 24 A4 A,y 23 A,

TABLE 3.1 — Classes d’isomorphisme des systemes de racines des éléments de Xo3
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1 R; Oi i R; bi

1 Doy [T Ay (926,1,3,18,1,8) || 17 A JID7[TAs (246,0,7,15,1,288)
2 Dy [[Es]]A: (606,1,6,14,2,8) || 18 3EG[[ A5 (246,0,11,9,3,162)
3 D[ E- (606,0,6,15,2,8) || 19 Ag[]A7]]Ds (206,0,7,14, 1, 320)
4 2 Eg[[Er (606,0,9,11,3,2) || 20 2 Ag[[D4]] AL (206,1,7,14, 1, 800)
5 Aoy (506,0,2,20,0,23) || 21 3Dg][D4]] A, (206,1,12,6,4,512)
6 D12 [[Dyo [T A4 (446,1,6,14,2,32) || 22 2 As] A (186,0, 6, 16,0, 567)
7 A5 1E7 (366,0,5,16,1,32) || 23 A;]]2Ds]]As (166, 0,10, 10, 2, 768)
8 A7 Dg (366,0,5,17,1,72) || 24 | 2 A;[IDs[[A3]JA:1 | (166,1,9,12,1,2048)
9 Ds[[2 E- ][] Aq (366,1,9,10,3,32) || 25 3Ag]]A4 (146,0,8,14,0,1715)
10 Dio[IE- ] Ds (366,0,9,11,3,32) || 26 3A5[[D4]]As (126,0, 11,10, 1, 3456)
11 A3 Dy (326,0,5,16,1,56) 27 4 A51]3 A4 (126, 3,8,12,0,10368)
12 As1ID [T AL (326,1,5,16,1,128) || 28 5D,][3 Ay (126,3,15,0,5,8192)
13 2 Dg ]_[DGHAl (286, 1,9,10,3,128) 29 5 A4]_[A2 (106,0,12,10,0,9375)
14 A [TA (266,0,4,18,0,143) || 30 7 As[] A, (86,1,14,7,0,32768)
15 Ag]ID-]]Es (246,0,8,12,2,120) || 31 11 A, (66,0,22,0,0,177147)
16 | A [IEs]IDs]JA: | (246,1,8,12,2,288) || 32 23 A; (46,23,0,0,0, 8388608)

TABLE 3.2 — Numérotations des systemes de racines des éléments de Xa3
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i R; Oi { R; o

i A (2,1,0,0,0,2) 62 As[12 A [TA (186, 1,6, 16,0, 1152)
7 A, (6,0,2,0,0,3) 63 | Ao ]IDs [TA5 1 DaTAL (186, 1,10, 11, 2, 1920)
3 9 A (18,9,0,0,0,512) 64 AgHA7H2 Ay (186,0,8, 16,0, 2000)
1 A2 AL (30,12, 2,0,0,12288) || 65 Eo 3 As (198,0,9, 14, T, 1029)
5 25 A; (50,25,0,0,0, 33554432 66 | As[[As][As]TA> | (198,0,8, 16,0, 1620)
§ TA, ]9 A (12,9,8,0,0,41472) || 67 3As[[A (218, 1,6, 18, 0, 1458)
7 A5 A (42, 15,2,1,0,131072) || 68 3D [ID.][3 A: (210, 3, 12, 6, 4, 2048)
8 9A; (54,0,18,0,0,19683) || 60| A;[[Es 12 D5]TA:r | (210,1,11,9,3,769)
9 As[T5 A2 16 Au (54,6,12,1,0,62208) [ 70| D:][A7]IDs]1As | (210,0, 10, 12,2, 768)
10 2 A, [[A: (74,1,24,0,0,10628%2) || 71| Dr]12 Ar1[As[[A:r | (210,1,9, 14, 1, 2043)
I 3A:[14A[[3 As (66,3,14,3,0,41472) || 72| As]1A-]IDsI12 Ar | (210,2,7, 14, 1, 1280)
2 TA;]]9 A (66,9,8,4,0,131072) || 73| Aw[[A7[TAs[TA: | (210,1,6,17,0, 1232)
13 A TE [TA: 34,1,5,18,1,72) || 74 2 As[Es[[A> (222,0,9,14,1,729)
14 D4H21 A4 (66,21,3,0, 1,8388608) 75 A10HA8HD5 (222,0,7, 15, 1,396)
15 6 A:[[Ax (78,0, 14,6,0,12288) || 76 2 A, [[Ds [[ A (242,1, 7,16, 1,800)
6] As]I3 As[13 A2]12 A: | (78,2,14,5,0,34560) || 77| A ]IDs[[AsI[As | (234,0,09, 15,1, 1152)
7 Di[]9 Az (78,0,21,0,1,78732) || 78 AT As[TAs (234,0,6,18,0,648)
i S A [[A: (98,1, 16, 8,0, 131072) || 79 IDs[TA: (242,1,12,8,4,512)
19 AL A [[A: (90,1,12,8,0,12800) || 80| Ao [IEs[IDo]TAs | (234,0, 10, 12, 2, 430)
20| 3Ai][As[12 A2]13 Ar | (90,3,12,7,0,36000) || 81 D. 112 Es [[As (258,0, 11,10, 3, 216)
21 Dall5 As I3 As (00,3,13,5,1,32768) || 82| Ds]12 DeIIDaI1A:1 | (258,1,12,8,4,512)
22 As[13 As 14 As (90,0, 16,6,0,31104) || 83 As]]2 D- (258,0,8, 13, 2, 160)
23 A1 A6 Ay (90,6, 10,7,0,98304) || 84 A DsTAx (258,0, 7,16, 1, 320)
P! D. 113 A 113 A (102,0,15,6,1,13500) || 85| An[ID:[IDs1IA: | (258 1,8, 13,2,384)
B A [[2A[2A: A [TA] 02,1,12,9,0 14400) || 6 2A A (270,0,6,18,0,432)
26 6 A AL (122, 1,12, 12,0, 31250 || 87 AL ][Es [[As (270,0,7,16,1,273)
27 1D, ]9 A (114,9,12,0,4,131072) || 88 | AL ]ID:[1Ee[[A: | (200,18, 14,2, 283)
28 As[[2 D43 As (114,0, 14,6, 2,6144) || 89 As]IDs]IDs (282,0,8, 14,2, 224)
29| 2A:[[2Ai][As[]Ar | (114,1,10,11,0,7200) || 90 TE¢[JA: (290,1,12, 8,4, 162)
30] 2A;[[Da]12 As[[3 A | (114,3,11,8,1,18432) || 01 AsITA0TA: (294, 1,4, 19,0, 308)
31 3 As H4 Ao (114 0,14,9,0, 17496) 92 2 Ao HA1 (3147 1,4, 20,0, 338)
32 D516 As [T A: (114,1,15,7,1,32768) || 93 E. 3 Ds (306,0,12,9,4,128)
33 Ao [[2A4[[2As [[A-]TA] (114,112, 10,0, 16300) || 04 2 Ao [[Er (306,0, 7,17, 1, 200)
31 TA;[[A> (126,0, 10,12,0,3888) || 95 Do [T As [TEs (306,0, 8, 14, 2, 120)
35 Ds H4 Ay H Ao (126, 0,13,9,1 7500) 96 Ay, H Do H Asg (3067 0,7,17,1, 288)
36 As11D:113 As (126,0, 11, 10,1, 3500) || 97 ALl A A (306,0,6,19,0,450)
37 AS[I2 As[IA:[I2 A2 | (126,0, 12, 1,0,0072) || 08 A B 11Es (330,0,8,14,2,72)
33 1 A;[ID:]A: (146, 1, 11,12, 1, 10368) || 99 3Ds[[A: (338,1,9,12,3,128)
30 Ds[[2As[[Da]lAs [TAL | (138,1,12,8,2,4608) || 100 2 Ds[IE: ]2 A (354,2,9,11,3,128)
10 D> 113 As 114 A (138,4,9,10, 1, 13524) || 101 Do [[Ds[IDs[TA: | (354, 1,9, 12,3, 128)
a1 6 D]l A (146,1,18,0,6,8192) || 102 A5 ]IDs[TA: (354,1,5,17,1,128)
2 2 A[[As[TA[[ZA: | (138,2,8,13,0,5880) || 103 ALIDs A (386,1,5,18,1,128)
B A [[As[12 A:][As (138,0, 10,13, 0,4800) || 104 ALE1As (378,0,7,17,1,128)
[ A [TA; D412 As [[2A] (138,211, 10, 1, 12288) || 105 AT As (378,0,4,21,0,162)
B[ 2 As[IDs [ A Az (150,0, 11, 11, 1,2940) || 106 3E;[[Ds (102,0,12,9,4,32)
16 3A,]]D: (150,0,9,12,1,1372) || 107 As][Dn (@02, 0,5, 18, 1,50)
7 A [TAs[[As [TA:[TA: | (150,1,8,14,0,3360) || 108 A [ Eo (414,0,5,18,1,57)
13 TA[] A (170,1,8,16,0,4802) [ 100 A:[[6 Az]]5 A: (66,5, 14, 2,0, 116640)
9 3Ds[[As[[As (162,0,13,7,3,1536) || 110 Duwo [[2 Er [ AL (134,1,9,12,3,32)
50 Do][4 Da][3 A: (162,3,15,2,5,8102) || 111 D] E-][Ds (150,0,9, 13,3, 32)
51 Do]13 As [[As (162,0, 11,12, 1, 3456) || 112 D[] A (530,1,6,16,2,32)
520 A [[2Ds[12 As[[A: | (162, 1,12,9,2,4006) || 113 Do [[Es[[E- (546,0,9,13,3,8)
53 2 A-[[2 Di]]A: (162, 1,10,10,2,2048) || 114 Duwu[[ Do [[A: (546, 1,6, 16, 2, 32)
51 As[[3 As (162,0,8, 15,0, 1944) || 115 A [TEs (516,0, 5,19, 1, 18)
55 As[TAc]]As [[As[[A> | (162,0,10,14,0,4536) || 116 Al As (558,0,4,21,0,72)
56 3A [ A (174,08, 15,0, 1536) || 117 A A (602, 1,2, 22,0,50)
571 As[[As[IDs [T A (174,0,9,13,1,1260) || 118 Do [1Es [[A: (722,1,6,16,2,8)
58 A2 D5 ][] A: (194, 1, 10, 12, 2, 2048) || 119 3Es [[A: (722,1,9,12,3,2)
59 Es[[3 As[]Da (186,0,12, 11, 2,2502) || 120 Dis[[Er (738,0,6,17,2,8)
60  A:]IDs]IDs][As (186,0, 10, 11,2, 768) || 121 Dol As (1106, 1,3, 20, 1,8)
61 2A-[[Ds]lAs]]AL (186, 1,9, 13, 1, 2048)

TABLE 3.3 — Numérotations des systemes de racines des éléments de Xo5
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i i i

1 22] 4194303
2 Agy @ [20] 2096862
3 Aoy & Ajg @ [18] 1049196
4 Aqg[3] @ [16] 527472
5 Aot @ A1 @ A7 D [16] 522792
6 Aqg[3] & Ays B [14] 267048
7 Aoy @ A1g @ A17 ® A @ [14] 262368
8 Aoy © Aq7[3] @ [14] 254448
9 Ao & A1g @ Ay5(3] @ [12] 137712
10 Ag113® A1g @ A7 & Ags @ [12] 131328
11 Asi113 ® Ar7[3] @ [12] 123408
12 A17[5] @ [12] 114672
13 Aoy & Ay5[5] @ [10] 78576
14 A9y & A9 D A5[3] ® Aqp @ [10] 71376
15 | A3 D A9 D A7 DA A @[10] | 64992
16 As[7) @ [8] 60072
17 Aoy 13 ® A17[3] © Ary @ [10] 57072
18 Ay7[5] © A1y @ [10] 48336
19 Ao19 @ As[5] @ [8] 47376
20 Az19 ® A1g @ A15[3] © A11 @ [§] 40176
21 Ag[3] ® A5 @ A11[3] @ [8] 34872
22 | Ay ®A1g ® A7 ® A5 ® A1[3] @ [§] 30192
23 No19® A1g7 ® Ar5[3] ® A1y @ [6] 22752
24 Ao @ A17[3] @ A1 [3] @ [§] 22272
25 A19[3] ® A11[5] @ [6] 13368
26 | Ao1 ®A1g7 DA B A5 DAL D 6] | 12768
27 Ag1 @ A1g ® A7 @ A11[5] @ [6] 8688
28 | Ao15 D A1g7 ® A7 A5 ®A[3] @ [4] | 2928
29 Ag15 @ Arg © Ar7 © A11[5] @ [4] —1152
30 Aoy @ A1g @ A [7] @ [4] —3888
31 Ao & A [9] @ [2] —21744
32 Aqq[11] —49128

TABLE 3.4 — Parametres standards ¢; = ¢ (m;, St) des 32 représentations m; dans Heysp (SO23)
telles que 7w, est triviale, rangées par valeurs propres associées pour Ty décroissantes.
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i Vi i

T 4] 16777215
2 Ao 3] @ 18] 2095128
3 Ao [3]® Ay7 @ [16] 1042320
! A1o[5] @ [14] 538392
5 Aor3]® A @ Ars & 1] 521472
6 A 3]0 A3 @ [12] 272160
7 Ag313 D A3 D Ays @ [12] 271440
3 N3 13 ® A1 ® A1g © A17 ® Aqs @ [12] 262080
9 A23,13 B Aoy B A17[3] ©® [12] 246240
10 A519] © 6] 142632
11 A23719711 D Aox1 D A15[3] D [10} 142368
12 Ao [3] ® A15[3] ® A1y @ [10] 139488
13 Nog313 B Ag[3] B A15 & A1y S [10] 138768
14 No31911 ® Ao1,13 D A17 @ Ags & [10] 129600
15 A23713 DAyl D Alg D A17 D A15 DAL D [10] 129408
16 Aoy 13[3] ® Ar7 @ [10] 125040
17 A23713 D A1 & A17[3]® Aqq B [10] 113568
18 Ags7 © Ars[7] D [6] 88800
19 Agz.9 @ Ag1 & Ay5[5] @ [8] 88368
20 Ag3.19.11 D Do19 B Ai5[3][ @ [§] 79968
21 ApB] & An3[ &8 74040
22 N30 B D01 DA DAB[® AL B8] 73968
23 A23170 B N0113 DAy DA DAL @ [F] 70128
24 A23’13 D Azlyg DA DA77 DA DAL D [8] 67008
25 Ay7[7 @ 10] 63888
26 Nog7® Ag1,9 D A15[5] & [6] 63408
27 | N3 9@ D21130 A0 DA DA DAL DS 61200
28 A1 BB Air & A1 © A1 3] D [§] 57120
29 A1 o[3][ & A15[3] & [0] 53760
30 D313 D Ao10 DA B[ A1 B [8] 51168
31 Aoz 7D Aot g ® Aig @ A15[3] B Ay & [6] 49008
32 Aoz 0 D Ao113 DA B[ B A1 B [8] 45360
33 No3 9D Aot B A1g7 ®A15[3] & Ay & [6] 39120
34 Nos7® A1g[3] © A15 @ A11[3] D [6] 33400
35 Nos317.0 D Ao1,13 5 A1g7 B A5 B Ayy P [6] 35280
36 Aoz 157 © A1g[3] D A1 [3] © [6] 32544
37 | A3 ® Do1,9® Nigr ®A17 D Ays ® Ay & [6] 32160
38 | D37 ® Do DA DA DAy &A1 [3] D 6] 29040
39 D930 © A17[5] G A1y © [§] 27888
40 | D390 D801,130 81970 D817 DAy DAy D6] 26352
41 Ao3157 D Do1 ® A1g & A7 © A1[3] D [6] 23184
42 Ag39® Ap15 ®A1g7 DA[B] DAL D[4 19440
43 Nos3 13D A9 73] B A1s & A1y B [4] 16800
44 1 No3135 D A210 D A197 D A17 D A5 O Ay D [4] 15744
45 Aoz 175 D Aot B A1g7 & A1s & A1 3] & [4] 14784
46 An[3[® Air & A5 [6] 4112
47 Aoz 7B Aoy P A17[3] B A11[3] & [6] 13200
48 | N3 7@ D015 081900 A7 0 A5 0 A3 D [4] 9360
49 Aoz 175 ® No1 @ Arg © A1[5] @ [4] 6624
50 Aoz 157D Do15 DA1g ©A17 & A 3] D 4] 3504
51 D37 @ Aor15 © Arr[3]© A [3] & [4] —6480
02 A23.153 D D15 D D197 D A7 © A [3]D [2] —10176
53 Ao B @ A [T @ [4] —11040
54 Do 58] @ A1r A1 ® A11[3] B 2] —11760
99 A2371973 S¥) A2175 d A7 D A11[5] @b [2] —13440
56 Ag3193 D Aoy @ A [7] 2] —18912
57 Sym?Aq;[2] @ A1 9] —53472

TABLE 3.5 — Parametres standards ¢); = 1 (7;, St) des 57 représentations m; dans Heysp (SO25)
telles que 7 est triviale pour lesquelles les valeurs propres associées pour T9 sont entieres,
rangées par valeurs propres associées pour To décroissantes.
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i i, Yiya iy Hit1
58 A% @ [22] 8389146 + 121/144169
60 A2, ® Ay @ [20)] 4194264 + 12+/144169
62 A% ® Ay © Aqg @ (18] 2098932 4 121/144169
64 A3, ® Arg[3] @ [16] 1055484 + 12+/144169
66 A3 D Ao A9 ® Aq7 @ [16] 1046124 + 12+/144169
68 A3, & Aro[3] ® Ars @ [14] 534636 4 12/144169
70 A3, @ Aoy ® A1g ® A7 © Ay @ [14] 525276 + 121/144169
72 A3, © Aoy & Aq7[3] @ [14] 509436 + 12/144169
74 A3s ® N1 @ Ao ® Ay5[3] @ [12] 275964 + 12+/144169
76 A2, B Ag113 D Ao B A17 D Ags @ [12] 263196 4+ 12/144169
78 A2 ® Aoy 13 ® A17[3] @ [12] 247356 + 12+/144169
80 A2, @ Ar7[5] @ [12] 229884 4 12+/144169
82 A3, & Ay & Aq5[5] @ [10] 157692 + 12/144169
84 A3, Aoy & A1 @ Ag5[3] & Ay & [10] 143292 + 121/144169
86 | A D Ag13® A9 ® A7 D A5 ® A @[10] | 130524 £ 124/144169
88 A3, ® As[7) @ [8] 120684 + 121/144169
90 A3, @ Aoy 13 @ A17[3] © Aqy @ [10] 114684 + 121/144169
92 A2, ® A7[5] © Aqp @ [10] 97212 4 124/144169
94 AL & Ag1 g ® Ass[5] & [8] 95292 + 121/144169
96 A2, ® Aoy 9 ® A1g ® A15[3] & Aqy @ [8] 80892 + 121/144169
98 A3, @ Ao[3] @ Ars ® Ap[3] @ [8] 70284 + 12/144169
100 | AZ3® Aot & A1g ® A17 d A5 ® A11[3] & [8] 60924 4 121/144169
102 A3, & Aoy 9 ® A1g 7 D Ar5[3] A1y D [6] 46044 + 121/144169
104 A, Ao & A7[3] B Ap[3] @ [8] 45084 + 12+/144169
106 A3, ® A1g[3] © Aq1[5] @ [6] 27276 + 121/144169
108 | A% @Ay @A @ A7 ® A ®A;[3]@[6] | 26076 £ 121/144169
110 A3 D Aoy & A9 @ A7 @ Aq1[5] & [6] 17916 + 12/144169
112 | A2, @ A0 5®A1g7 @ A7 ® A5 D A[3] @ [4] | 6396 & 121/144169
114 A, Aoy 5 ® A1g B Ar7 @ A1y [5] & [4] —1764 + 12+/144169
116 A3z ® Aoy @ Ao ® A1 7] & [4] —7236 + 12+/144169
118 AL, @ Aoy & A[9] 6 [2] —42948 + 12+/144169
120 A3, Aqq[11] —97716 + 12/144169

TABLE 3.6 — Parametres standards ¢; = ¢ (m;, St) des 64 représentations m; dans ey (SO25)
telles que o, est triviale pour lesquelles les valeurs propres associées pour Ty ne sont pas
entieres, rangées par valeurs propres associées pour Ty décroissantes.
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Y(m, St) Y(n, St)
23 @ 1] 22
Sym2A11 @ [21] (22], Az & [20]
A2l & [1] & [19] A1 @ [20], Azt @ Aro @ [18]
Sym2A11 D A19[2] ©® [17] Aoy @ Ao ©[18], A1o[3] @ [16], Az & Ao & Ar7r & [16]
Agg[4] @ [1] @ [15] A1g[3] & [16], Awo[3] & Ass & [14]
A21[2] D A17[2] D [1] D [15] Ao1 & Ao @ A17 & [16], A1 ® A9 @ A1y & Ars & [14],

Ag1 @ A17[3] @ [14]

A1g[3] D A1s B [14], Az1 & A1g ® A7 D A5 D [14],

2
Sym?Aq; @ Ajg[2] © Ay5[2] @ [13] om0 Aro & Mo 3] 6 [12], Aot a0 Ary & Ars 6 Ars & [12]
SyInZAll © Ar7[4] @ [13] Ao & A17[3] @ [14], Ao1,13 © A17[3] @ [12], A17[5] & [12]
A1 @ Arg ® As15[3] @ [12], Agr @ Ays[5] @ [10],
A 2] ® Asld] & [1] & (1] 1 A1 & A1 ® Ar5[3] ® A @ [10]
A21,13 B Ao B Ay & Ars @ [12], A21,13 B Arr[3] @ [12],
An113[2] ® Arr[2] @ [1] @ [11] s sty Arr & Are Ay S[10], Dot v Ara[3]6 A1 65 [10]
A7[6] & [1] & [11] Avr[5] @ [12], Air[5] @ A @ [10]
Sym2A11 ® Ay5(6] & [9] A1 @ A15[5] @ [10], A1s5[7] @ [8], A21,0 ® A15[5] @ [§]
A8 @ [1] & [7] Avs[7] @ (8]

Sym?Aq1; @ A1g[2] ® Ass[2] @ Ap1[2] @

[9]

Aoy & Arg ® As5[3] & Ayy & [10],
Ao1,13 B A1g & A7 & A5 & Aqy @ [10],
Ao1,0 ® A1g ® A15[3] & A1 B [8], A19[3] B A1s ® A11[3] @ [8],
Aot @ A1g B A7 & Ars B A11[3] D [8]

Ag19[2] ® Ay5[4] @ [1] @ [7]

Ao1,0® A15[5] B [8], Az1,0 D Ao D A15[3] D Av1 & [8],
A21,90 D Argr @ A15[3] ® A11 @ [6]

Sym®A1; @ Ar7[4] @ A [2] @ [9)]

Ao1,13 D A17[3] @ A1 @ [10], A17[5] ® A 4 [10],
Ao & Ar17[3] @ A11[3] @ [8]

Agld] © A [4] @ [1] @ [7]

A1[3] © Ars @ A11[3] @ [8], A19[3] & A11[5] & [6]

Ao1[2] ® Ar7[2] & Anr[4] @ [1] @ [7]

A1 DA D A7 B A1 DA [3] D8], Aor D A17[3] D A11[3]D[8],
A21BA19 7DA17BA15BA11[3]B[6], A21 DA19DPA17DA11[5]D[6]

Sym?Aq1 @ A1g7[2] ® A15[2] © Aq1[2] @

[5]

Ao19® A1g7 @ A1s[3] ® Av1 & [6],
Ao & Arg,7 @ A1 & A1s & A [3] @ [6],
Ao15 B A1g7 @ A1 & Ars & A11[3] @ [4]

Sym?Aqy @ Arg[2] & Aq1[6] @ [5]

A19[3] ® A11[5] & [6], A21 & A19g & A17 & A1:1[5] & [6],
A215 D A1g ® A1y @ A11[5] D [4], A21 @ A1g © A11[7] @ [4]

Aor5l2) & Anrl2) @ Anf] @ 1] & [3] o A& A Ao & ]
A21[ ] @All[ } [ ] &) [3] Ax1 ® A1g @ A11[7] @ [4], A21 @ A11]9] @ [2]
Sym?Aq; & Aq11[10] @ [1] Ao1 & A [9] @ [2], An[l1]

Aq[12]

Aq1[11]

TABLE 3.7 — Parametres standards ¢ (7’, St) des éléments 7’ € Res 7, pour les représenta-
tions m € Ilgisc(O24) telles que 7o, est triviale.
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P(m, St) Y(7', St)
2] P
A B[S 18] Az 26 1] & [19]
A3 & Arr @ [16] A01[2[ @ A7 2] © 1] D [15]
A1ol5] @ [14] A[A[ @ [1] & [15]
Ao [3] D A7 @ Ay @ [14] A2 D A72] ® 1] @ [15
Ay B[ Ass[3[E]12] Ao 2] @ A4 B [1] @ [11
Ags13 D A1g[3] & A5 B [12] Sym®Aq; ® Aig[2] @ Ay5[2] @ [13]
Ag313 B Aot B A1g B A17 D A5 S [12] Sym“Aq; © A1g[2] © Ay5[2] D [13]
Agg 13 @ Agl @ A17[3] @ [12] Sym2A11 @ A17[4] @ [13]
Aq5[9] @ [6] A R[] [7]
Aos19.11 © Aoy & Ay5[3] & [10] A2l As[A] @111
A1 [3]® Ay5[3] @ Ayy @ [10] A2 As[4] @ [1] @ 11
A23 13 S5 Alg[-?)} S¥) A15 S5 All S¥) [10] Sym2A11 D A19[2] D A15[2 D All[Z] D [9]
Nogsz19.11 D Do113 B A7 A5 @ [10] Ao 1321 8 A7 2] @ [1] & [11]
Ao313 D A1 DA & A17 D A5 DAy @ [10] Sym®Aq1 & Arg[2] & A15[2] & A11[2] & [9]
A21,13[3] A7 D [10] A21713[2] D A17[2} &) ].] D [1]_}
Ag313 D Ag1 & A17[3] & A1 & [10] Sym*Aqy; @ Ay7[4] @ A [2] @ [9]
Aoz 7 ® Ass[7] D [6] INRSEINELG
Agz o ® Aoy @ Ay5[5] @ [8] Sym®Aq; ® Ay5[6] & [9]
Nog319.11 D D10 B A3 B [§] Ag1 92D Ass[4] S [1] & [7]
A19[5} D All[g] @ (8 A19[4] D A11[ } [1] [ }
A2379 DAy © Alg &) A15[3] DAL D [8} Sym2A11 D Alg[ } D A15[2] DA 1[2] D [9]
N2317.0 D Ao113 B A19 B A15 D Ay1 B[] Sym?Aq; @ Ao[2] @ Ars[2] @ A1[2] @ [9)]
N3 13D D219 B A1 B A7 B A5 DAL B [§] Sym®Aq; @ Arg[2] & A15[2] © A1 [2] @ [9]
A7 @ [10] Ay7[6] © 1] @ [11]
N3 7 @ ANg19 D Ai5[5] @ [6] R ErS R EINEN

N30 DA 13 DA 1B AT DA DAL B[S

SymZA11 & A1g[2] ® A15[2] & A11[2] & [9]

Ay B8 A7 A5 A8

Agl 9{3] %) A15[3] D [6}

ARl A2 A A1 @ [T7]
A1 o2[ B A& [1] B [7]

Nog313 B A1 D A17[3] D A11 B [8]

Sym*A @ Ay7[4] @ A [2] @ [9]

Ag37 B N1 B D19 BA15[3] B A1y E [6] Ao 0[2] & Ass[4] @ 1] B [7]
N3 9 ® Ao1,13 D A17[3] D A11 B [8] Sym“Aq1 @ A7[4] ® A1 [2] @ [9]
A23A,9 D A21A€B %]19.729 A15[A3] 6?3?11[66? [6] SymZAuA@ ﬁﬁg,?%] @[ﬁls)[[l]]@ [Aﬁl[ ] & [5]
23,7 D A19(3] D A5 D A11[3] D 194 SAL4D 1D
Azang@ Ay 13§9 A[§}97 GZA%E]@ ?61]1 @ [6] SymzAuA@ ﬁﬁsﬂ%} @[ﬁw[ﬁ]]@ %1[2} [5]
23,157 D A19|3| D A11|3] D 194 SAL4D 1D
N33 @ No10 B A1o7 A1 A5 A B[6] | Sym® Ay & Ajgr[2] @ Ass[2] & Ay [2] @ [5]
Nos7 DD A1 B A7 D A5 DAL D 6] A2l A2l A A1) @ 7]
Aszo ® A17[5] ® Aqy @ [8] Sym*Ay; @ A17[4] © A 2] @ [9]
N30 D Aoi 13 ®A1g7r® A1z D A1 DA D[6] [ Sym®Ayy @ Ao 7[2] D Ars5[2] D A11[2] @ [5]
Ap157 @821 0D 6 AL 6 A 3[4 [6] A 2[@ A2l e A4 e 1] @ [7]
Ag39® Ao15 D A1gr DA15[3] D Ay & [4] Sym?Ay; @ A9 7[2] @ As5[2] © A [2] @ [5]
A2313 D A19.7[3] © A5 © Ay @ [4] SymZAq1; @ A 7[2] ® A5[2] ® A [2] @ [5]
A23.135 D D219 D A1o7 ® A1 & A1s ® A1 & [4] | Sym°Ayy @ Arg7[2] & A5[2] & A1 [2] & [B]
As317.5 i A[%l] @ 219,7 @AAl[%]@ A[Gl]l (3] @ [4] SmeAAlé@ AA19,7[22] @ﬁwg] D ?11[2}7@ [5]
219 D A7 D A119) D 21|2] D A17|2| D A1 4| D
Ags37 ® No1 & A17[3] & A11[3]  [6] A2l A2l A 4| 1] @7
Aoz 7D A1 5 D A1g D A7 B Ass [@]AIE[?] @ [4] Az 5[2 ] © A17[2] E[B]All[‘l] EF 1] E[B}B]
A23175 D Ao1 BA1g @ AL[5] D[4 Sym?A11 & Ao[2] ® A11[6] @ [6
No3157 D D1 s D19 DA DAL [4] AP ES P EESAEINEXE
Ng3 78 Ao15 D A173] D A1 [3] & [4] A1 52l D A2 A4 1] B [3
Ag3153® AQAl,SﬁAIZ7 6[97]A17[Z? A [3] @ [2] Agy 5A2 6? ]A17A2 G? }Au AEINEIE
21|13 DA |7 D 2112 D A8 B (1] |3
Ao 58D A17 D A5 D A1 3] B [2] Ao 52 D A2l A4 (1] @[3
Ng3193 P D15 & A7 & A11[5] B 2] Ao 52| DA 2] DAL [4] @ [1] D [3
A23193 D Do) ©AN[7] S [2] AnRlo AL 1 @[3
Sym’Ay; 2] ® Ay [9)] Sym?Aq; & Ay1[10] & [1]

TABLE 3.8 — Parametres standards ¢ (7', St) des éléments 7’ € Res 7, pour les représenta-
tions m € Icusp(SO2s) telles que 7o est triviale, dont les valeurs propres associées pour To
sont entieres.
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Y(m, St) (', St)
A3, @ [22] [23] ® [1], Sym2Aq; @ [21]

A3, @ Agy @ [20]

Sym?Aq1 @ [21], Ax[2] @ [1] @ [19]

A33 @ Aoy & Ao @ [18]

A2 2] @ [1] @ [19], Sym®A1; & A1g[2] @ [17]

A3, @ Ajg[3] @ [16]

Sym?Aq; @ A1o[2] ® [17], Arold] @ [1] @ [15]

AZy ® Ag1 @ Ajg © Ay7 © [16]

Sym2Am; @ Arg[2] & [17], An[2] ® Ar[2] & [1] & [15]

A3 ® Apg[3] & Ars & [14]

Aig[4] @ [1] @ [15], Sym*Anr @ Aig[2] @ Ass[2] @ [13]

A3 & A1 & Ajg & Aty & Ags & [14]

A21[2] @ A17[2] @ [1] @ [15], Sym>A11 ® A1g[2] & A15[2] @ [13]

A%3 ® Ao B A17[3] S2] [14]

A2 [2] ® A17[2] @ [1] @ [15], Sym?A1; @ A7[4] @ [13]

A3s @ Aoy & A1y d Ag5[3] & [12]

Sym®Aq1 @ A1o[2] ® A15[2] @ [13], A21[2] & Ass[4] @ [1] @ [11]

A3 ® Ao113® A1g ® Aty & Ags & [12]

Sym?A11 @ A1g[2] ® A15[2] @ [13], As1,15[2] B Ar7[2] @ [1] @ [11]

A33 @ Aoy 13 Ar7[3] & [12]

Sym2A11 © Ai7[4] @ [13], A21,13[2] @ Arr[2] @ [1] @ [11]

Al & Ayr[5) @ [12]

Sym2Ai1; @ Arr[4] ® [13], Av7[6] @ [1] @ [11]

A%?) D Aoy @ A15[5] S2] [10]

Ao1[2] @ Ass[4] & [1] @ [11], Sym®Asr & Ays[6] & [9]

A33 ® Aoy & A9 & Ar5[3] & Arr @ [10]

A1 [2]0A15[4]B[1]D[11], Sym®A11BA19[2]BA15[2]BA11[2]B[9]

A3z ® N2113® A1g & A7 @ Ars & App @ [10]

A21,13[2] ® Ar7[2] @ [1] @ [11],
Sym*Aq; @ A1o[2] ® A15[2] & A11[2] B [9]

A% @ Ags[7] @ (8]

Sym?Aq1 @ A15[6] @ [9], Aws[8] @ [1] @ [7)]

A%y @ Aoy 13 ® A17[3] ® Avy @ [10]

Ao113[2) ® Ar7[2] ® [1] @ [11], Sym?A11 @ Ar7[4] ® A11[2] @ [9)

A% & Ai7[5] @ Ay @ [10]

A17[6] @ [1] @ [11], Sym>A1; & Ar7[4] ® A11[2] & [9]

AZs ® Ao1 g ® Ass[5] @ [8]

Sym2A11 @ A1s[6] @ [9], A2i0[2] D Ars[d] @ [1] @ [7]

A3, ® Ag1 g ® Ao ® A15[3] D Agy @ [8]

Sym®A11 @ A1o[2] ® A15[2] ® A11[2] @ [9],
Ao1,9[2] © Ars[4] @ [1] D [7]

A%y ® A1g[3] © A1 © A1 [3] @ [8]

Sym?A11 ®A19[2]DA15[2] @ A11[2]B[9], Are[4]D A [4]B[1]D[7]

A3 @ A1 D Arg ® Arr ® A1s @ Aqy[3] @ [8]

Sym?A11 © A1g[2] & A15[2] @ A11[2] @ [9],
A21[2] ® Ar7[2] © An[4] & [1] @ [7]

A2, D Ao19 ® Argr ® A15[3] © A1y @ [6]

Ag10[2] @ Ais[4] @ [1] @ [7],
Sym®A11 @ A1g,7[2] ® A15[2] & A11[2] @ [5]

AZy ® Aoy @ A17[3] ® Ap[3] @ [8]

Sym® A1 ®A17[4] B A1 [2]8[9], A2 [2]BA17[2]B A1 [4]B[1]B[T]

AZ3 © Arg[3] © Ay [5] @ [6]

Arg[d] & Ani[4] @ [1] @ [7], Sym>Aqy & A1o[2] ® A11[6] & [5]

A%g VAR A1977 D A7 D A5 ® A11[3] @ [6]

A 2] @ A7[2) @ Ann[d] @ [1] @ [7],
Sym?Aq1 @ A1g,7[2] ® A15[2] © A11[2] @ [5]

A3 & Aoy & Ajg & A1y & Aqy[5] @ [6]

A2 [2]6A17[2] A1 [4]B[1]B[7], Sym* A1 D A19[2]BA11[6]B[5]

A% ® Ao1 5D A1g7 ® Ay @ Ars ® A1 3] @ [4]

Sym2A1 @ A1 7[2] @ A15[2] © A11[2] © [5],
Ao15[2] ® Ar7[2] @ Avi[4] @ [1] @ [3]

A3y @ Ao1 5@ Arg ® Aty & Aqy[5] @ [4]

Sym?A118A19[2]@A 11 [6]B[5], Az15[2]@A7[2]A L [4]B[1]@[3]

Ay © Aoy ® Ao © Ap[7] @ [4]

Sym2A11 @ A19[2] ©® A11[6] @ [511 A21[2] @ A11[8] 2] [1} & [3]

A%?) DAy D All[g] S [2]

A2l @ Ann[8) & [1] & [3], Sym*Aq; @ A1 [10] @ [1]

A3; @ Ap[11]

Sym?Aq; @ A11[10] @ [1], A11[12]

TABLE 3.9 — Parametres standards ¢ (7’, St) des éléments 7' € Res 7, pour les représenta-
tions m € Ieusp(SO2s) telles que 7o est triviale, dont les valeurs propres associées pour To

ne sont pas entieres.
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