CALCUL DES OPERATEURS DE HECKE SUR LES CLASSES
D’ISOMORPHISME DE RESEAUX PAIRS DE DETERMINANT 2 EN
DIMENSION 23 ET 25.

THOMAS MEGARBANE

RESUME. Dans cet article, nous calculons 'opérateur de Hecke T2 associé aux 2-voisins
de Kneser défini sur les classes d’isomorphisme des réseaux pairs de déterminant 2 en
dimension 23 et 25. Grace aux résultats de [43], on en déduit 'expression de nombreux
autres opérateurs de Hecke. Ceci nous permet de déterminer pour tout p premier le graphe
de Kneser associé aux p-voisins des réseaux de dimension 23 ou 25. Nos résultats per-
mettent aussi d’améliorer la Conjecture de Harder, et de démontrer de nombreuses autres
congruences faisant intervenir les parametres de Satake des représentations automorphes
des groupes linéaires découvertes par Chenevier et Renard.

1. INTRODUCTION.

Fixons n = 0, +1 mod 8 un entier strictement positif, et considérons un espace euclidien
V' de dimension n. On définit ’ensemble £,, des réseaux pairs L C V tels que det(L) = 1 si
n est pair, et det(L) = 2 sinon. L’ensemble £,, est muni d’une action du groupe orthogonal
euclidien O(V) >~ O,(R), et on note X, = O(V) \ L,,.

Suivant Kneser, si 'on se donne A un groupe abélien fini, on dit que les réseaux L, Lo €
L,, sont des A-voisins si :

Ll/(Ll ﬂLg) ~ L2/(L1 ﬂLg) ~ A.

On parle plus simplement des d-voisins lorsque A = Z/dZ : c’est le cas qui nous intéresse
le plus. Une fois un réseau L € L,, donné, il est facile de construire tous ses d-voisins, comme
rappelé a la proposition 2.2.2.

Cette notion de A-voisin, et plus particulierement celle de p-voisins (pour p un nombre
premier), nous permet de définir & n fixé un endomorphisme T), sur le Z-module libre Z[X,,]
engendré par X,,. On le définit par T,(L) = Y L/, la somme portant sur les p-voisins L’ de
L, et L (respectivement ') désignant la classe dans X,, de L (respectivement L’).

L’étude de I'endomorphisme T, € End(Z[X,,]) passe par la compréhension de I’ensemble
X

Lorsque n < 9, on sait d’aprés Mordell (pour n = 8) et par exemple d’aprées Conway-
Sloane [22] (pour n € {1,7,9}) que | X,,| = 1, et Popérateur T, n’est pas tres pertinent.

Lorsque n € {15,16,17}, les ensembles X,, ont été déterminés par Witt (pour n = 16) et
Conway-Sloane (pour n = 15,17). Suivant les résultats de Chenevier-Lannes [17], 'opérateur
T, se déduit de I’étude des formes modulaires paraboliques pour SL2(Z). La connaissance
de T, est équivalente & la donnée, pour tous L,L" € L,, du nombre de p-voisins de L
isomorphes & L’. Ces quantités font intervenir des polynomes en p ainsi que le p-¢me terme
du g-développement des formes modulaires normalisées paraboliques pour SLg(Z) de poids
12 ou de poids 16. Pour une étude détaillée, nous renvoyons a [17, ch. I, Théoréme A] lorsque
n =16, et a [17, Annexe B, §5] lorsque n = 15,17.

Lorsque n € {23,24,25}, la classification des éléments de X,, est le produit des travaux
de Niemeier (pour n = 24, ce qui donne aussi la classification pour n = 23) et de Borcherds
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(pour n = 25). On prendra bien garde au fait que |Xa3| = 32, |Xa4| = 24 et | Xo5| = 121, et
il est facile de se tromper sur les indices qui interviennent dans la suite.

Si les ensembles Xo3, Xo4 et Xo5 sont plus ou moins bien connus, il n’y a que pour n = 24
que des opérateurs T), € End(Z[X,]) ont été déterminés. Le calcul de I'opérateur Ty sur
Z[X44] résulte des travaux de Borcherds [5] [22], repris ensuite par Nebe-Venkov dans [50].
L’étude faite par Chenevier-Lannes dans [17] repose sur la codiagonalisation des opérateurs
T, € End(Z[X24]), et permet d’en déduire pour p < 113 l'opérateur T, sur Z[Xo4]. Ils
utilisent pour cela que les valeurs propres de 'opérateur Ts sont toutes distinctes, et la
diagonalisation de Ty fournit une base de codiagonalisation pour tous les T),.

Le premier but de notre travail est de déterminer un maximum d’opérateurs T, pour
n =23 et n = 25.

Notre point de départ est la détermination de I'opérateur Ty lorsque n = 23 et n = 25,
ce qui fait 'objet du paragraphe 3.

Au paragraphe 3.1, on étudie les ensembles Xo3 et Xo5. On étudie le role fondamental
que jouent les systemes de racines des réseaux de Log et L95 dans la compréhension de Xg3
et Xo5, détaillé a la proposition 3.1.1, et certainement déja connu de Borcherds : si n = 23
ou 25, deux réseaux Lq,Ls € L, sont isomorphes si, et seulement si, leurs systemes de
racines R(Lj), R(Ls) sont isomorphes. On posséde un résultat analogue lorsque n = 24, qui
se déduit des travaux de Niemeier [52] et Venkov [67].

Au paragraphe 3.2, on explique comment déterminer la classe d’un réseau L' € £,, dans
Xy, ou les données sont les suivantes : on possede un réseau L € L, (défini par une Z-
base), et L’ est un 2-voisin de L (déterminé suivant la construction de [17, Annexe B,
propositions 3.3 et 3.4] par un vecteur isotrope non-nul de L/2L). L’algorithme présenté
dans ce paragraphe nous rend une Z-base de L', ainsi que sa classe d’isomorphisme dans
Xn.

Au paragraphe 3.3, on détaille 'algorithme permettant de calculer Tg sur Xoz et Xo5. Il
se déduit directement des paragraphes précédents : il suffit de parcourir, une fois donnés des
réseaux Ly, ..., L, € £, d’'images distinctes dans X,, (avec | X,,| = k) tous leurs 2-voisins, et
d’en déterminer les classes d’isomorphisme. La connexité du graphe de Kneser K,,(2) facilite
grandement notre tache. Il suffit de considérer un élément quelconque de £,,, et de parcourir
ses 2-voisins. En réitérant ce procédé aux 2-voisins des réseaux ainsi construits, on arrive a
parcourir tous les éléments de X,,. On construit ainsi une famille (L1, ..., L) satisfaisant
les conditions ci-dessus, a ’aide uniquement de la donnée d’un élément de L,, quelconque.

Au final, nous obtenons les matrices de Tq sur Z[Xoa3] et Z[X25], exprimées dans les base
de Z[Xa3] et Z[X25] correspondant respectivement & la numérotation des tables 2 et 3. Ces
matrices sont données dans [44]. Notons au passage que cette méme méthode permettrait
aussi de recalculer la matrice de Tg sur Z[Xa4].

A 1 fixé, la codiagonalisation sur C des opérateurs de Hecke (et donc de leurs matrices
associées) permet de décrire les matrices des opérateurs T), pour p suffisamment petit, ce
que l'on présente au paragraphe 4.1.

La méthode qu’on utilise est la méme que celle déja utilisée par Chenevier-Lannes [17]
en dimension 24. L’opérateur Ty a ses valeurs propres deux a deux distinctes, et est connu
explicitement. On possede ainsi une base de diagonalisation de T9, qui est aussi une base de
codiagonalisation pour tous les opérateurs T), vus comme des endomorphismes de C[X,,].
Il suffit ensuite d’exprimer les valeurs propres associées a cette base de diagonalisation, ce
qui se déduit des résultats de Chenevier-Lannes [17, Table C.7] et de Chenevier-Renard [18,
Appendix D], et que I'on détaille aux propositions 4.1.2 et 4.1.3.

Suivant les notations de [18] ou [17], notons Haﬁg(PGLm) P’ensemble des classes d’isomor-
phisme de représentations automorphes cuspidales autoduales de GL,, sur Q, telles que 7,
est non ramifiée pour tout p, et que my, est algébrique réguliere. Alors les valeurs propres
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de T'opérateur T, sur Z[X,,] s’expriment grace a la trace du p-eme parametre de Satake
d’éléments de Hjlg(PGLm), avec m € {2,3,4} pour n = 23 et m € {2,3,4,6} pour n = 25.
Pour m = 2 ou 3, ces quantités sont bien connues pour tout p premier, et se déduisent des
coefficients du ¢-développement des formes modulaires pour SLg(Z) de poids < 23. Pour
m = 4 et n = 23, ces quantités sont bien connues pour p < 113, puisqu’elles s’expriment
grace aux coefficients 7; (p) qui ont été calculés par Chenevier-Lannes [17]. Enfin, pour
m =4 ou 6, et n = 25, ces quantités ont été calculées dans [43] pour p < 67.

Nos résultats permettent ainsi d’expliciter de nombreux opérateurs T), sur Z[X,], et on
a le théoreme suivant :

Théoréeme 1.0.1. Pour n = 23 et p < 113, ou n = 25 et p < 67, ’endomorphisme
T, € End(Z[X,]) est donné dans [44].

Une premiere application de nos résultats est la détermination, pour n = 23 et p < 113,
oun = 25 et p < 67, du graphe K,,(p), défini au paragraphe 2.2. Rappelons que le graphe de
Kneser K, (p) est défini comme le graphe dont les sommets sont les éléments de X,,, et dont
les arétes sont les {L1, Lo} pour Ly, Ly € L, des p-voisins. Au paragraphe 4.1, on démontre
que 'on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.0.2. Soit p un nombre premier :

(1) Le graphe Kas(p) est complet si, et seulement si, p > 23.
(ii) Le graphe Ka5(p) est complet si, et seulement si, p > 67.

Ainsi, nos résultats permettent de déterminer pour tout p premier les graphes Kos(p) et
Kas(p).

Une deuxieme application de nos résultats provient de I’étude de la base de codiagonali-
sation des opérateurs de Hecke trouvée grace aux vecteurs propres de To, ce qui fait I'objet
du paragraphe 4.3.

Une telle étude permet dans un premier temps de redémontrer la “Conjecture de Harder”
[34], déja démontrée dans [17, Introduction, Théoréme I] par une étude des opérateurs T),
sur Z[Xo4]. Mieux : on 'améliore ici sous la forme du théoréme suivant, ou les notations
sont celles du paragraphe 2.3 :

Théoreme 1.0.3. Pour tout nombre premier p, on a la congruence :
Da15(p) = Da1(p) + p™® + p® mod 9840.

De plus, cette congruence est optimale, dans le sens ot on ne peut pas remplacer 9840
par un de ses multiples : on a Dai(p) + p'3 + p® — D2y 5(p) = 9840 pour p = 2.

Suivant la méme méthode, on démontre de nombreuses autres congruences qui sont pré-
sentées en détail au paragraphe 4.3. De méme que pour la congruence précédente, certaines
des congruences exposées avaient déja été démontrées dans [17]. La démonstration qu’on en
fait ici est plus facile pour la raison suivante. Dans [17], I’étude des valeurs propres de T},
permettait d’obtenir des “multiplications par (p 4+ 1)” des congruences cherchées, et le fait
de “diviser par (p + 1)” pose probléme lorsque (p + 1) n’est pas premier au module de la
congruence. Ici, on obtient directement les congruences cherchées, ou des “multiplications
par p” de ces congruences, et le fait de “diviser par p” est beaucoup plus facile (car il suffit
d’évaluer la congruence pour p divisant le module de la congruence).

Au final, nous démontrons également le théoréme suivant :

Théoréeme 1.0.4. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :
(i) D1g,7(p) = Dig(p) + p® + p'® mod 8712 ;
(i1) D215(p) = Da1(p) + p* + p'® mod 9840 ;
(iid) Da1,9(p) = (1 + p®) D15(p) mod 12696 ;
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(iv) Day9(p) = Da21(p) + p® + p'® mod 31200 ;

(U Doy 13 p) = (1 —|—p4) D17(p) mod 8736 ;

o~ o~

)
)
(vi) Da113(p) = Da1(p) + p* + p!™ mod 10920 ;
(vii) Da37(p) = (1 + p®) D15(p) mod 8972 ;
(viii) Dagi135(p) = Dasi13(p) + p” + p'* mod 5472 ;
(iz) Dasgjs7(p) = (14 p*) Dig(p) + p® + p'® mod 2184 ;
(2) Das5,7(p) = Das7(p) + p* D1s(p) mod 5856 ;
(zi) Da317,9(p) = Dasg(p) + p* Di7(p) mod 2976 ;
(zii) Da23193(p) = (14 p?) Dar(p) + p'® + p'® mod 7872 ;
)

(zii1) Da39,11(p) = (14 p?) Dar(p) + p° + p'” mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (i) et (ziii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ou le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.

Notons au passage que la congruence (viii) avait déja été conjecturée dans [4, §6, Example
3]. On la démontre sous la forme d’un résultat plus fort que dans [4], et on vérifie que ce
résultat est optimal.

Enfin, nos résultats valident dans certains cas particuliers une conjecture de Gan-Gross-
Prasad, exposée en conclusion de [53, Classical groups, the local case]. Cette derniére stipule
que les parametres standards des représentations m, 7’ de SO,,,, SO,,_1 déterminent entiere-
ment si, et seulement si, 7’ est une restriction de 7. On donne plus en détail au paragraphe
4.4 ce critére sur les parametres standards de m et 7.

Nos résultats permettent de déterminer, lorsque m € gige(O24) et 7" € Tleysp(SO23), ou
lorsque 7’ € Teyusp(SO25) et m € Tgise(O24), si 7' est une restriction de 7. Les parametres
standards de telles représentations ont été déterminés dans [17, Table C.7] pour les éléments
de Ieusp(SO23), [17, Table C.5] pour les éléments de Ilgisc(O24) et [18, Appendix D] pour
les éléments de Il.usp(SO25).

Prasad et Chenevier avaient réalisé une inspection des parametres standards des éléments
de Heusp(SO23), Igise(O24) et Heysp(SO25). Ils avaient alors remarqué que, en se donnant
7 € Tgisc(O24) (respectivement m € Teyusp(SO25)), le sous-ensemble I C Tleysp(SO23) (res-
pectivement IT" C TTgis.(O24)) dont les éléments satisfont la conjecture de Gan-Gross-Prasad
est non vide. Nos résultats vont dans le sens de cette constatation, puisque l'on a en fait
Iégalité II' = Res(7). On en déduit le théoreme suivant :

Théoréme 1.0.5. La conjecture de Gan-Gross-Prasad est bien vérifiée lorsque m € Tlgisc(O24)
et ™ € Meusp(SO23), ou lorsque ' € Tloygp(SO25) et m € aise(O24).

Cet article a été écrit dans le cadre de ma these sous la direction de Gaétan Chenevier,
que je remercie pour les discussions utiles que nous avons pu avoir. Je remercie aussi Jean
Lannes, qui a montré beaucoup d’intérét pour mes résultats, et avec qui j’ai pu également
beaucoup échanger.
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2. RESULTATS PRELIMINAIRES ET NOTATIONS.

Dans toute la suite, on se place dans un espace euclidien V' de dimension n, muni de son
produit scalaire x -y, et on note ¢ : V. — R,z — %F la forme quadratique associée. On
considérera souvent le cas ot V = R", muni de sa structure euclidienne, avec pour base
canonique associée (€;)ieq1,..,n}- On notera alors (z;) - (y;) = >_; x;y; le produit scalaire

usuel.
2.1. Les réseaux de R".

Définition 2.1.1 (Réseaux entiers et pairs). Soit L C V' un réseau. On dit que L est entier
S :
(Ve,ye L) x-y € Z.
Si l'on se donne un réseau L C V entier, il est dit pair si :

(Vx e L) z-z € 2Z.

Définition 2.1.2 (Dual et résidu d’un réseau). Soit L C V un réseau. On définit L* le dual
de L par :
LF={yeV|Vzel)y- zecZ}.

En particulier, L est entier si, et seulement si, L C L!. Dans ce cas on définit le résidu

de L comme le quotient :
rés L = L*/L.

Ce quotient est muni d’une forme quadratique rés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z

appelée forme d’enlacement.

Définition 2.1.3 (Déterminant d’un réseau). Soit L un réseau entier. On note det(L) son
déterminant, qui est encore le déterminant de la matrice de Gram d’une base quelconque de
L. On a la relation bien connue :

det(L) = |rés L.

Définition 2.1.4 (Racines d’un réseau). Soit L C V un réseau entier. On définit le systéme
de racines de L comme l'ensemble R(L) (qui est fini, et éventuellement vide) :

R(L) ={x € Lz -z = 2}.

C’est un systéme de racines du R-espace vectoriel qu’il engendre au sens de [10, ch. VI,
§1.1, définition 1], ce qui justifie la terminologie (c’est méme un systéme de racines de type
ADE).

Proposition-Définition 2.1.5 (Racines positives et racines simples). Soient R un systéme
de racines de V', et D un demi-espace. On suppose que U'hyperplan H = DN(—D) ne contient
aucun élément de R. On définit alors Rt = D N R comme l’ensemble des racines positives
de R associé a D.

L’ensemble B(R') = {a € R"|a ne peut pas s’écrire « = a3 + oz pour ay,as € RT}
vérifie que tout élément de R est combinaison linéaire a coefficients entiers de méme signe
de B(R"). L’ensemble B(R™) est appelé le systéme de racines simples de R associé a R

Démonstration. Le seul point a vérifier est que tout élément de R est combinaison linéaire a
coefficients entiers de méme signe de B(R™), ce qui provient de [10, ch. VI, théoreéme 3]. O

Les systemes de racines de réseaux pairs sont toujours isomorphes a des unions disjointes
des systemes de racines des réseaux A,,D,, Eg, E7, Eg que I'on décrit ci-dessous.

A, : Onpose A, = {(z;) € Z'"H Y, 2, =0}. On a A, = R(A,) = {£(e; —¢;)|i # j}.

D, :Onpose D, = {(x;) € Z"| >, x; =0 mod 2}. OnaD,, = R(D,) = {*e;%e,|i # j}.

Eg : On pose Eg = Dg + Z - e, avec ¢ = %(1,...,1). On a Eg = R(Eg) = R(Ds) U
{(2;) = (£1,...,£1)| [,z > 0}.
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E7 : On pose E7 = et NEg = {(z;) € Eg| Y., 7 = 0}. On a E; = R(E7) = e: NR(Eg) =
R(A7) U {(2;) = 3(£1,...,£1)| >, 2, = 0}.
Eg : On pose Eg = (e7 +eg)T NE7. On a Eg = R(Eg) = (e7 + eg)* N R(Ex).
Suivant ces notations, on a les isomorphismes : Dy ~ A, Dy ~ (A1)? et D3 ~ A3, donc
on n’utilisera la notation D,, que pour n > 4.
De plus, les systemes de racines A,, (n > 1), D,, (n > 4), Eg, E7 et Eg sont deux-a-deux

non isomorphes, et ce sont (& isomorphisme pres) les seuls systémes de racines irréductibles
de type ADE (au sens de [10, ch. VI, §1}).

Définition 2.1.6 (Les ensembles £,, et X,,). Soit n =0,+1 mod 8. On définit L,, comme
l’ensemble des réseaux pairs L C 'V tels que det(L) =1 si n est pair et det(L) = 2 sinon.

A n fizé, le groupe orthogonal euclidien O, (R) agit naturellement sur l’ensemble L, et
on note X,, l’ensemble des classes d’isomorphisme des éléments de L,,, qui est un ensemble
fini.

On rappelle que £, est non vide pour n = 0, £1 mod 8. Par exemple, suivant les notations
précédentes, L,, contient :

- le réseau Eén_7)/8 ®E7;sin=—-1mod 8&;

- le réseau Eg/g sin=0mod 8§;

- le réseau Eén_l)/s ® Ay sin=1mod 8.

Lemme 2.1.7. Soient L C V un réseau pair, et R = R(L) son systéme de racines. Si l'on
posséde RT™ C R un systéme de racines positives, et que l’on note p = %Z%RJF a, alors le
systéme de racines simples associé a R est donné par : {a € RT |a - p = 1}.

Démonstration. Découle directement de [10, ch.VI, proposition 29]. ([l

Lemme 2.1.8. Soient R un systéeme de racine irréductible de type ADE, et r € R. Alors
RNt est un systeme de racine (éventuellement vide) donné par la table suivante :

R Rnrt
A, n<2) 0
An (n23) An_g
Dn (7124) Dn_QHAl

Eg E;
E. Dg
E¢ As

Démonstration. Le groupe de Weyl de R agit transitivement sur ’ensemble des éléments
de R. La classe d’isomorphisme de R N r+ ne dépend donc uniquement de la classe d’iso-
morphisme de R, et non de la racine r choisie. Il suffit donc de vérifier le tableau pour
les réseaux A,, D, Eg, E7 et Eg décrits précédemment, en prenant une racine quelconque
r € R, ce que l'on fait facilement a la main. O

Lemme 2.1.9. Soit n > 1 et L C V un réseau pair. Si l'on se donne r € R(L), alors
L' = LNrt est un sous-Z-module de rang n — 1 de L, et c’est un réseau pair de ’espace
V N rt. De plus, le systéme de racines de L' est donné par : R(L') = R(L) Nr+. En
particulier, la classe d’isomorphisme de R(L') ne dépend que de R(L) et de la composante
irréductible de R(L) contenant r, et elle se déduit du lemme 2.1.8.

Démonstration. On considere la décomposition en composantes irréductibles du systeme de
racines R(L) :

R(IL)~ ][R

ou les R; sont des systémes de racines irréductibles de type ADE (dont certains peuvent
étre égaux).
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Si l'on se donne r € R, alors par définition on a : ]_[#j R; C rL. Ainsi, le systeme de
racines de I/ = LN+ vérifie : R(L') ~ (]_[#j Rj> [T (Rj nr), et la classe d’isomorphisme
de R; N r+ est donnée par le lemme précédent. ([

2.2. Les opérateurs de Hecke et les A-voisins. Commencons par rappeler la définition
des A-voisins :

Proposition-Définition 2.2.1 (Les A-voisins). Soient A un groupe abélien fini, et L1, Lo
deuz éléments de L,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le quotient Ly/(L1 N L2) est isomorphe a A.
(79) Le quotient Lo/(Li N La) est isomorphe a A.

Si ces conditions sont vérifies, on dit que Ly et Lo sont des A-voisins, ou que Lo est un
A-voisin de L.

Démonstration. Voir [17, ch.III, §1] et [17, Annexe B,§3] selon la parité de n. O

Dans le cas particulier ou A est de la forme Z/dZ, on parlera de d-voisin : c’est ce cas
qui nous intéressera plus particulierement. Il est alors facile de construire I’ensemble des
d-voisins d’un réseau L donné :

Proposition 2.2.2. Soient L € L,, et d € N*. On note Cr(Z/dZ) ’ensemble des droites
isotropes de L/dL (ot on entend par droite un 7 /d-module libre de dimension 1). Alors les
d-voisins de L sont en bijection naturelle avec les points de la quadrique Cr(Z/dZ) comme
suit.

Donnons-nous x une droite isotrope de L/dL et v € L dont l’image dans L/dL engendre
x vérifiant v-v = 0 mod 2d?, et notons M Uimage réciproque de x par I’homomorphisme
L — L/dL. Alors le réseau M +Z% est un d-voisin de L ne dépendant que de x : on le note
L'(x).

L’application x — L'(z) est une bijection entre Cp(Z/dZ) et l’ensemble Voisg(L) des
d-voisins de L. Le réseau L'(x) sera appelé le d-voisin de L associé a x

Démonstration. Voir [17, ch. III, §1] et [17, Annexe B, §3] selon la parité de n. O

Proposition-Définition 2.2.3. Soient n = 0,+£1 mod 8, et L € L,,. Alors le cardinal de
la quadrique Cr(Z/dZ) ne dépend que de n et de d, et on le notera c,(d).
En particulier, pour p premier, on a le résultat suivant :
cn(p) = Z?:?pi +p%*1 st n est pair;
n\p Z?:_f p’ sim est impair.

Le calcul de ¢, (d) pour d € Z quelconque se déduit des constatations suivantes :
(1) cn(dyda) = cn(dy) en(de) si dy et do sont premiers entre eux;
(i) cn(p®) = p*=D0=2) ¢ (p) pour p premier et k € N.

Démonstration. Le calcul de ¢, (p) pour p premier se déduit de [17, ch. III] et [17, Annexe
B] selon la parité de n.

Le point (i) se déduit de la bijection entre L/dydoL et L/d1L x L/daL et du lemme des
restes chinois.

Le point (i) se déduit de la surjection C(Z/p*Z) — Cr(Z/p*~1Z). Si I'on se donne une
droite isotrope = € CL(Z/ pk_IZ) engendré par un vecteur v € L\ pL, la fibre au dessus
de = est un espace affine dirigé par v /F,v, ott vt = {w € L/pL|(v-w) = 0 mod p}. En
particulier, ces fibres sont toutes de cardinal p”~2, et une récurrence sur k donne le résultat
cherché. O

Notons Z[X,] le Z-module libre engendré par ’ensemble X,,. On définit sur Z[X,] les
endomorphismes suivants :
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Définition 2.2.4 (Les opérateurs de Hecke). Si L € L,,, on note L sa classe dans X,. On
note de plus Voisa(L) l'ensemble des A-voisins de L, et pour tout élément L' € Voisa(L),
on note L' sa classe dans X,,.
L’opérateur de Hecke Ty est 'endomorphisme de Z[X,] défini par :
TA(L)= Y T,
L’'eVoisy (L)
pour tout réseau L € L,,.

Posons N = |X,|, et donnons-nous Li,...,Ly € L, d’image deux-a-deux distinctes
Ly,...,Lyx dans X,,. D’aprés la définition précédente, si 'on note Ty = t;; € Mn(Z) la
matrice de T4 dans la base L1, ..., Ly, alors le coefficient t; ; est le nombre de A-voisins de
L; isomorphes a L;.

Pour simplifier, on notera Tq = Ty/4z. En particulier, si I'on note Ty = (t; ;) la matrice
de Ty dans la base Ly,..., Ly (suivant les notations précédentes), alors on a :

(Vje{l,...,N}) Ztm = cn(d).

Définition 2.2.5 (Le graphe de Kneser). Soient p un nombre premier, et n = 0,41 mod 8.
Le graphe des p-voisins K, (p) est le graphe défini de la maniére suivante :

- l’ensemble des sommets est l’ensemble X, ;

- l’ensemble des arétes est I’ensemble des {L1, Lo}, pour L1,Lo € L, des p-voisins (ot
pour i = 1,2 on désigne par L; la classe de L; dans Xp,).

Proposition 2.2.6. Le graphe de K, (p) est connexe pour tout n et pour tout p.

Démonstration. Le cas ou n est pair est démontré dans [17, ch. III, Théoréme 1.12]. Le cas
ol n est impair se traite exactement de la méme maniere. ([l

Les opérateurs de Hecke T 4 participent a la notion plus générale d’anneau de Hecke d’un
schéma en groupes affine sur Z de type fini. Si I'on se donne G un tel schéma en groupe, on
peut lui associer son anneau de Hecke défini comme suit :

Définition 2.2.7 (L’anneau des opérateurs de Hecke). Soit T' un groupe, et soit X un T'-
ensemble transitif. On définit ’anneau des opérateurs de Hecke de X comme le sous-anneau
H(X) C Endz(Z[X]) des endomorphismes commutant a l'action de I'.

Définition 2.2.8 (L’anneau de Hecke d’un schéma en groupe). Soit G schéma en groupes
affine sur Z de type ﬁlzz'. Si l'on note P ’ensemble des mombres premiers, on note 7 =
[lyep Zp, et Ap = QRZ Uanneau des adéles finis de Q. On définit alors le G(Ay)-ensemble :
R(G) = G(Af)/G(z). L’anneau de Hecke de G est alors défini comme :

H(G) = H(R(G))
ot G(Ay) joue le role de T' dans la définition précédente.

En particulier, on s’intéressera aux cas ou G = O, ou G = SO,,, définis comme suit :

Définition 2.2.9. Si on se donne Ly un élément de L,,, on définit O,, le schéma en groupes
affine sur Z associé a la forme quadratique Ly — Z, x — q(x). Il s’agit de lobjet noté O,
dans [17, ch. 11, §1]. On définit de méme SO,, C O,, (introduit aussi dans dans [17, ch. II,
§1]). Les schémas O, et SO,, ainsi définis sont des schéma en groupes affine sur Z de type
fini (ce dernier étant méme réductif ).

Les anneaux de Hecke H(O,,) C H(SO,,) sont alors bien définis. Considérons G = O,,, et
donnons-nous Ly € £,,. Alors ’ensemble R(G) s’identifie & ’ensemble des réseaux de Lo ®Q
qui sont dans L,,. Cette identification permet de voir les opérateurs de Hecke T 4 introduits
précédemment comme des éléments de I'algebre de Hecke H(G). On a alors la proposition
suivante :
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Proposition 2.2.10. Soient n = 0,41 mod 8, et G = O,,. Alors :

(i) Les opérateurs de Hecke T 5o associés aur A-voisins forment une Z-base de ’anneau
de Hecke H(G).

(74) L’anneau H(G) est commutatif.

Démonstration. Voir [17, ch. IV, §2.6]. O

2.3. La paramétrisation de Langlands-Satake. Dans toute la suite, G désignera un
schéma en groupe affine sur Z de type fini et semi-simple. Notons G son dual au sens
de Langlands. C’est un C-groupe réductif dont la donnée radicielle est duale a celle de
G(C), suivant Borel [9] et Springer [62] par exemple. Notons de plus g lalgébre de Lie
complexe de @, et G (C)gs et g(C)gs les classes de G (C)-conjugaison d’éléments semi-simples
respectivement de G(C) et §(C).

A la maniere de [17, ch. IV, §3.2], on note II(G) I'ensemble des classes d’isomorphisme
de représentations unitaires irréductibles m de G(A) telles que 7, est non ramifiée pour
tout p premier. Nous noterons également Il.;sp(G) et Ilgisc(G) respectivement 1'ensemble
des représentations automorphes cuspidales et ’ensemble des représentations automorphes
discretes de G, suivant les notations de [17] et [18].

On désigne par P I'ensemble des nombres premiers, et on définit X (é) I’ensemble des
familles (¢,)yepufoc), OU Coo € s €t € € CAJ((C)SS pour tout p € P. Suivant Langlands dans

[40], on dispose d'une application canonique ¢ : II(G) — X(G), 7 — (cy(r)). L’élément
Coo(m) est appelé le caractére infinitésimal de 7. Lorsque G = PGL,, auquel cas on a
G = SL,,(C), les valeurs propres du caractére infinitésimal de 7 sont bien définies et sont
appelées les poids de . R

Sil’on possede r : G — SL,, une C-représentation, celle-ci induit une application X'(G) —
X(SLy), (¢y) +— (r(cy)). Pour m € II(G), on note ¢(m,r) = r(c(m)) : c’est un élément de
X (SL,,) qu’on appelle le parameétre de Langlands du couple (7, r).

En pratique, on considérera le cas ou G est le groupe SO,,, et G est donc un groupe de la
forme SO,, ou Spy,,. On utilisera alors le parametre de Langlands du couple (7, St), ou St

désigne la représentation standard de é, et on parlera alors du parametre standard de 7.

Soit k € N*. Pour tout ¢ € {1,...,k}, donnons-nous n;,d; € N* et m; € Heusp(PGLy,,) tels
que » , nid; = n. On dispose alors d’un élément de X'(SLj,), noté ®;m;[d;] dans [17] ou [18].
Par définition, les parametres de Langlands de @;m;[d;] satisfont les égalités suivantes :

(Vv e PU{o0}) cp(®imildi]) = @cv(m) ® Sym®~1(e,)

1 -3
oﬁeoo:<02 9) etep:(p02 p0§>'
2

A la maniere de [17, Ch. VI, §4] on note Xar,(SLy,) Pensemble des éléments de la forme
@;m;[d;], suivant ces notations. Avec ce formalisme, la conjecture d’Arthur-Langlands [40]
[2] se formule facilement (voir [17, ch. VI, §4, Conjecture 4.6]). Lorsque G = SO,, et que
I’on considere la représentation standard de CAT’, cette conjecture a été vérifiée par Taibi
[64], dont les résultats reposent sur les travaux d’Arthur [2], ainsi que sur ceux de Kaletha
[37] et Arancibia-Moeglin-Renard [1]. Ainsi, le parametre standard d’une représentation
7 € Igise(SOy,) est un élément de Xay,(SLy,).

Si l'on se donne 7 € Ilgs(SO,,), alors on possede une égalité de la forme ¢ (m, St) =
D, mi[d;]. On définit les poids de m comme les valeurs propres du caractere infinitésimal
de (7, St). Une étude de ce caractére infinitésimal nous dit que les 7; précédents sont des
éléments de H;lg (PGL,,,) (suivant les notations de [17] ou [18] déja exposées en introduction).
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Enfin, nous adopterons les notations suivantes. Considérons n € {1,2,3}, et wy > -+ >
wy,, > 0 des entiers de méme parité. Sil’on désigne 11 ’ensemble des éléments de Hjlg(PGLgn)
de poids 'ensemble {£*3*, ..., +%*}. L’ensemble II est fini. Notons m son cardinal. On note

Awy,...w, sOn unique élément lorsque m = 1, et A7 n’importe lequel de ses éléments
sinon. Lorsque m = 1, on définit la fonction Dy, ., (p) = p2 Trace (ep(Auwr,...own )| Vst). Si
m > 1, on définit I'ensemble de fonctions Dy}, (p) = {p® Trace (cp(AT ) Vi) }-

W,y

n geenyWny

Lorsque n = 1, les fonctions Dj; se comprennent bien a I'aide des formes modulaires
pour SLy(Z). Par exemple, on peut considérer les cas on w; € {11,15,17,19,21} (aux-
quels cas m = 1 suivant les notations précédentes). Notons 7, +1(n) le n-éme terme du
g-développement de 'unique forme modulaire normalisée de poids w; + 1 pour SLo(Z).
Alors on a pour tout p premier 'égalité : 7, 4+1(p) = Dy, (p).

On considérera aussi le cas wy = 23 (auquel cas m = 2). Notons Ej, la série d’Eisenstein
normalisée de poids k, et A = = (E} — E2) la fonction de Jacobi. Alors les fonctions A E}
et AEZ forment une base de l'espace des formes modulaires paraboliques de poids 24. On
définit les fonctions Ti(n) comme étant le n-eéme terme du g-développement de la forme
modulaire parabolique normalisée de poids 24 suivante :

131 £ v/ 144169A Ei n 13F 144169A E%
144 144
Alors on a pour tout p premier I'égalité : D35(p) = {75,(p), 794(p)}-
Lorsque n = 2, les fonctions Dy}, ,,, se comprennent grace aux formes modulaires de Siegel
de genre 2. Dans la suite, on considérera les cas ot (wy, w2) € {(19,7), (21, 5), (21,9), (21, 13),
(23,7),(23,9),(23,13)}, auxquels cas m = 1. En reprenant les notations de [17, Introduc-
tion], on a pour tout nombre premier p et tout couple (w;,ws) dans I’ensemble précédent

I’égalité : Tw2_17w1—fu)2+4(p) = Dy ws (P)-

On utilisera notamment la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 (Les inégalités de Ramanujan). Soient n € {1,2,3}, w3 > --- >
wy, > 0 des entiers de méme parité, II I’ensemble des éléments de Hjlg(PGLgn) de poids
{£%, ..., £%}, avec m = |II|, et p un nombre premier.

Sim =1, alors : |Dy,... w.(p)] < an%.

Sim > 1, alors : (VD € Dy, (p))|D| < 2npe.
Démonstration. D’apres [20], [61], [12], [16] et [19], si 'on se donne A € II, alors A satisfait
la conjecture de Ramanujan. Ainsi, les valeurs propres de ¢,(A) sont toutes de module 1,

et donc |Trace(c,(A)[St)] < 2n, puis ]p%Trace(cp(AﬂSt)\ < 2np?, qui est l'inégalité
cherchée. N

3. CALCUL DE LA MATRICE DE T9 SUR Z[X,] POUR n = 23 OU 25.

3.1. L’étude des systemes de racines d’éléments de X,,. La proposition suivante était
probablement déja connue de Borcherds :

Proposition 3.1.1. Soient n = 23 ou 25, et Ly, Ly € L,,. Pouri = 1,2, on note R; = R(L;)
le systéme de racines de L;. Alors on a ’équivalence :

L1~Ly<= R ~ Ry
Démonstration. L’implication L1 ~ Ly = R; ~ Ry est évidente. Il suffit donc de montrer

que L1 % Ly = Ry # R, clest-a-dire que deux éléments non isomorphes de £, ont des
systemes de racines non-isomorphes, ce qui se fait par inspection selon la valeur de n.
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Sin =23 : d’apres [17, Annexe B], on sait construire Xo3 & 'aide de X4 comme suit. Si
on se donne P € L94 qui n’est pas isomorphe au réseau de Leech, et € R(P), alors le réseau
L = PNrt est un élément de L3, et les classes d’isomorphisme de réseaux ainsi obtenus
décrivent tout Xo3. Pour @ = 1,2, donnons-nous P; € L4 et r; € R(P;), et notons R; la
composante irréductible de R(P;) a laquelle appartient r; et notons L; = P; N TiL € Log :
alors les réseaux L; et Ly sont isomorphes si, et seulement si, les couples (Py, R1) et (P, R2)
sont isomorphes (d’apreés [17, Annexe B, prop. 2.6]).

11 suffit donc de regarder pour chaque élément de Xo3 ainsi généré si les classes d’isomor-
phisme des systemes de racines sont deux-a-deux distincts. On détermine ces systemes de
racines grace aux lemmes précédents, que I’on donne dans le table 1, ol les notations sont
les suivantes : P est un élément de L94 qui n’est pas isomorphe au réseau de Leech (dont
la classe d’isomorphisme est entierement déterminée par celle de son systeme de racines
R(P)), r est un élément de R(P) appartement & la composante irréductible R, L = P Nr+
est ’élément de Lo3 qui nous intéresse, et R(L) est son systéme de racines.

L’inspection de la table 1 montre bien le résultat cherché, a savoir que deux éléments non
isomorphes de L93 ont des systémes de racines non isomorphes.

Si n = 25 : on renvoie & [6] pour la liste des classes d’isomorphisme des éléments de Los
et a leur systemes de racines. Une inspection rapide montre que 1’'on a bien I’équivalence
cherchée. H

3.2. Détermination de la classe d’isomorphisme d’un 2-voisin d’un élément de
L,. D’apres la proposition 3.1.1, la table 1 (pour n = 23) et les résultats de Borcherds [6]
(pour n = 25) nous permettent de déterminer la classe dans X,, d’'un élément de L, grace
a son systeme de racines. Cependant, déterminer la classe d’isomorphisme d’un systeme de
racine peut s’avérer long sur le plan algorithmique. En pratique, on utilisera la proposition
suivante :

Proposition 3.2.1. On fizte n = 23 ou 25. Soient L € L,, et R(L) son systéme de ra-
cines. Soient {oq,...,ax} un ensemble de racines simples de R(L), et A = (o, - aj) =
(aij) € Mg(Z) la matrice de Gram associée. Pour | € 7, on définit les entiers : nj =

{ie (1.} Y, iy :z}
les quantités |R(L)| et det(A) ne dépendent que de L.
On définit alors les applications ®, : L, — N® et &, : X,, — N par :

, qui ne dépendent que de la classe L de L dans X,,. De méme,

®,(L) = ®,(L) = (|R(L)|,n2,n1,n0,n_1,det(A)).
L’application ®,, ainsi définie est injective sur X,.

Démonstration. Par définition du systeme de racines R(L) d’un réseau L, il est immédiat
que éléments isomorphes de £, ont méme image par ®,,, ce qui prouve que ®, est bien
définie.

Pour D'injectivité de ®,,, il suffit de vérifier que deux éléments distincts dans X,, ont des
images distinctes par ®,,, ce qui se fait facilement & la main (comme on connait déja les
classes d’isomorphisme des systémes de racines de tous les éléments de X,,). Les tables 2 et
3 donnent pour tout élément L; de X,, la classe R; du systeme de racines de L;, ainsi que
l'image ¢; de L; par ®,,. O

Notons que les quantités ng,n1,n9,n_1 se comprennent tres bien grace au diagramme
de Dynkin de R(L). Il s’agit respectivement du nombre de sommet possédant aucun, un,
deux ou trois sommets qui lui sont connexes. L’intérét de la définition des n; donnée a la
proposition 3.2.1 est qu’elle indique la maniere dont on les calcule dans nos algorithmes.
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D’apres les propositions 3.1.1 et 3.2.1, pour déterminer la classe d’isomorphisme d’un
élément de L,, il suffit de déterminer son image par ®,. On souhaite donc déterminer
I'image par ®,, d’'un 2-voisin d’un réseau L. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 3.2.2. On fixe n = 23 ou 25. Donnons-nous L € L,, et considérons = la droite
isotrope de L/2L engendrée par v € L. On note L, le 2-voisin de L associé a la droite

suivant [17, ch.III, proposition 1.4]. On suppose enfin que l’on posséde une base {a1,...,an}
de L.
Si Uon se donne j € {1,...,n} tel que (a; -v) =1 mod 2, alors la famille :
1 :
{(a; -v)a; — (a;-v)a;li € {1,...,n} U{2ali € {1,...,n}} U {2 <v - (“2“)%)}

engendre Z-linéairement L.

Démonstration. On reprend la construction faite dans [17]. Le réseau L, est engendré par
le réseau M (ott M est I'image réciproque de x* par la projection L — L/2L) et par le
vecteur v’ (ol v’ est un élément de L vérifiant (v -v’) = 0 mod 8, dont 'image dans L/2L
engendre ).
Le premier point a vérifier est I'existence de l'entier j du lemme. Celle-ci provient de la
non-dégénérescence du produit scalaire sur L, et le fait que v ¢ 2L (comme v engendre ).
Il suffit ensuite de constater que I'image de la famille {(a; - v) a; — (a; - v) a;i € {1,...,n}}

par la projection L — L/2L engendre bien bien ' (et donc que {2a;|i € {1,...,n}} U

{(aj -v)a; — (a;i - v) ajli € {1,...,n}} engendre bien M), et que le vecteur v/ = v — (”;)aj
satisfait bien les conditions voulues, ce que 'on vérifie facilement. O
Donnons nous {aq,...,a,} une base d'un réseau L € L,, ainsi qu'une droite isotrope

x € Cr(F2) engendré par un vecteur v € L. Si 'on note L, le 2-voisin de L associé a x,
alors l'algorithme qui donne ®,,(L,) se fait selon les étapes suivantes :
Premiere étape : grace au lemme 3.2.2, on possede une famille Z-génératrice de L.
Deuxiéme étape : la fonction gflll de PARI nous donne, a partir de la famille génératrice
précédente, une base {b1, ..., b,} de L, ainsi que la matrice de Gram associée B = (b;-b;); ;.
Troisiéme étape : grace a la base {b;} et a la matrice B, la fonction qfminim de PARI
nous donne I'ensemble R des racines de L,, ainsi qu'un systéme R™ de racines positives.
Quatriéme étape : en posant p = %Z BeR+ B, on déduit le systeme de racines simples
suivant {f1,...,8c} = {8 € RT|(p- B) = 1}, ainsi que la matrice de Cartan associée
B = (Bi- B))ij-

Cinquiéme étape : grace au cardinal de R ainsi qu’a la matrice B, on déduit ®,,(L).

3.3. Présentation de l’algorithme de calcul de la matrice de Ty sur Z[X,]. On
aura besoin de parcourir, pour L € L, tous les éléments de Cf,(F2), ce que l'on fera a l'aide
d’une Z-base aq,...,a, de L et du lemme évident suivant :

Lemme 3.3.1. Soient L € L, et ay,...,a, une Z-base arbitraire de L. On définit ’en-
semble Vy(ai,...,a,) = {(vi,...,vn) € {0,1}"\ {0} | ¢ (>4 vk ar) = 0 mod 2}. Alors Uap-
plication :
Vn(al, RN an) — CL(FQ)
(U1, vn) > vectzo(3o) vk ak)
est une bijection.

3.3.1. L’algorithme de calcul de la matrice de Ty sur Z[Xa3]. Notons Ry, ..., R3s les classes
d’isomorphisme des systémes de racines des éléments de Lo3 (suivant la numérotation de la
table 2). Pour i € {1,...,32}, on pose de plus ¢; 'image par ®23 (introduit a la proposition
3.2.1) d’'un réseau L € Lo3 tel que R(L) ~ R;, et on note L; la classe de L dans X»3. On
donne dans la table 2 la numérotation choisie pour les éléments de X3, en donnant les
valeurs de R; et de ¢; en fonction de 1.
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On souhaite déterminer la matrice Tog € Maa(Z) de lopérateur Ty sur Z[Xs3] dans la
base (L1, ..., L3a). Pour cela, on cherche pour tout i € {1,...,32} un réseau L € La3 tel que
R(L) ~ R;, et on le munit d’une base ay,...,ass (en pratique, il s’agira de la base fournie
par la fonction gflll de PARI). On construit ensuite tous les éléments z € C(F2) (grace au
lemme 3.3.1), et pour chaque z on détermine la classe d’isomorphisme du 2-voisin L, de L
associé a x (grace a l'algorithme décrit au paragraphe 3.2).

Soulignons qu’il n’est pas évident pour tout ¢ de construire un réseau de la forme précé-
dente. Cependant, la connexité du graphe de Kneser Ko3(2) (d’apres la proposition 2.2.6)
nous dit qu’il suffit en fait d’avoir un seul réseau L € Lo3. En effet, en parcourant les
2-voisins de L, on parcourra des éléments de Lo3 correspondant a d’autres classes d’isomor-
phisme dans Xo3. En répétant le processus, on parcourra toutes les classes d’isomorphisme
de Xs3, comme le graphe Ky3(2) est connexe.

Le réseau que l'on a utilisé comme point de départ est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.3.2. On se place dans R?** muni de sa base canonique (e;), et on considére le
réseau M engendré par : {e; £ e;11|1 <1 <21} U{eas —ea}.

Le réseau L = M + %Z (E?il ei) est un élément de Log, et vérifie R(L) ~ Doy [[ A1.

Démonstration. On vérifie facilement que L est un Z-module libre de rang 23, et que son
déterminant est 2. Son systeme de racine est : R(L) = {%e; £e;]1 <i < j <22} U{£(eas —
€24)}, qui vérifie bien R(L) ~ Das [T A;. O

Expliquons en détail I’algorithme du calcul de Ty sur Z[Xa3]. Pour i € {1,...,32}, nous
allons définir des réseaux L; € L,, satisfaisant R(L;) ~ R; (suivant la numérotation de la
table 2), munis d’une base arbitraire a; 1, ..., a;23 (en pratique, il s’agira de la base fournie
par la fonction gflll de PARI). Les coefficients de la matrice Th3 se déduiront des applications
ti: Vos(ait,...,a;23) = {1,...,32} définies ci-dessous.

On pose L le réseau donné par le lemme précédent, et on pose ai 1,..., a1 23 la base de L;
fournie par PARIL On définit comme suit la fonction ¢; : Vag(ai 1,...,a123) — {1,...,32}.

Soit (v1,...,v23) € Vag(a11,...,0a1,23). On pose x = vectzs(d vy a1x) € Cr,(F2). On
reprend la construction du 2-voisin L, de Lq associé a x dans la proposition 3.2.2 : il existe
un unique 7 € {1,...,32} tel que R(L,) ~ R; (a savoir 'unique i tel que ®o3(L,) = ¢;). On
pose alors : t1((vy,- -+ ,v23)) = i.

Pour tout i € t;(Vag(ayy,...,a123)), on fixe un élément (v,...,v93) € 7 ({i}) quel-
conque. Notons comme précédemment = = vecty/o(> ), via1 k) et Ly le 2-voisin de Ly as-
socié a x : on pose a;1,...,a;23 la base de L, fournie par PARI, et on définit le réseau
L,=1L,.

Pour tous les réseaux L; € L3 ainsi définis, muni de leur base a; 1, ..., a; 23, on construit
de méme que pour L; la fonction t; : Vag(aii,...,a;23) — {1,...,32}. De plus, pour
J € ti(Vas(ai, ... ,a:23)), si 'on n’a pas précédemment défini de réseau L;, on choisit un
élément quelconque (vi,...,v93) € ;1 ({5}) : on note & nouveau x = vectz/o(d_p Vkaik) et
L; le 2-voisin de L; associé a x, et on pose a;j1,...,a;23 la base de L, fournie par PARI,
ainsi que L; = L.

On répete le processus jusqu’a avoir construit pour tout ¢ € {1,...,32} unréseau L; € Lo3
de base a;1,...,a;23 tel que ®o3(L;) = ¢;, ainsi qu’une fonction t; : Vaz(a;1,...,ai23) —
{1,...,32}.

Cet algorithme se termine bien, comme le graphe de Kneser Ko3(2) est connexe d’apres
la proposition 2.2.6.

Proposition 3.3.3. On pose Toz = (t;j) € Maa(Z), c’est-a-dire que t; ; est le nombre de
2-voisins de L; isomorphes a L;. Avec les notations précédentes, on a l’égalité :

tiy = It ()]
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Démonstration. Soient j € {1,...,32} et (v1,...,v23) € Vaz(aji,...,a;23). On pose comme
précédemment v = ), v ajk, T = vectyz/y(v) et Ly le 2-voisin de L; associé a x. On a les
équivalence suivantes :

L,~L, & R(LI)ZR( ) R, & (1323( ) ¢; &t ((Ul,...,vgg))Zi

et donc :
tij = [{z € Cr;(F2)|Ly =~ Li}| = |t; ' ({i})]
qui est ’égalité cherchée. O

On renvoie a [45] pour un algorithme détaillé du calcul de Th3. Dans cet algorithme, les
fichiers “generateursX23L:i” sont situés dans le dossier parent : ils contiennent des bases des
réseaux L; que l'on a utilisés pour notre algorithme.

3.3.2. L’algorithme de calcul de la matrice de Ty sur Z[Xs5]. On reprend la liste de [6]
pour 'ensemble des classes de X5, et on note Rq,..., Ri21 les classes d’isomorphisme des
systémes de racines des éléments de Lo5 (suivant la numérotation de [6], reprise dans la
table 3). Comme dans le cas de Xo3, pour ¢ € {1,...,121}, on pose de plus ¢; I'image par
®o5 (introduit & la proposition 3.2.1) d’un réseau L € Los tel que R(L) ~ R;, et on note L;
la classe de L dans Xs5. On donne dans la table 3 la numérotation choisie pour les éléments
de Xo5, en donnant les valeurs de R; et de ¢; en fonction de 3.

On souhaite déterminer la matrice Ths € Mj21(Z) de Popérateur Ty sur Z[Xo5] dans la
base (L1, ..., L121). Pour cela, on cherche pour tout i € {1,...,121} un réseau L € Los
tel que R(L) ~ R;, et on le munit d’une base a1, ...,a2; (en pratique, il s’agira de la base
fournie par la fonction gflll de gfill). On construit ensuite tous les éléments x € Cp(IF2)
(grace au lemme 3.3.1), et pour chaque x on détermine la classe d’isomorphisme du 2-voisin
L, de L associé & z (grace a l'algorithme décrit au paragraphe 3.2).

La encore il n’est pas évident pour tout ¢ de construire un réseau de la forme précédente.
De la méme manieére que dans le cas de Xa3, on utilise la connexité du graphe de Kneser
Ko5(2) (d’apres la proposition 2.2.6). Suivant le raisonnement adopté précédemment, il
suffit de construire un seul réseau L € Lo5, puis de construire ses 2-voisins, et de répéter le
processus jusqu’a avoir parcouru tous les éléments de Xo5.

Le réseau que l'on a utilisé comme point de départ est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.3.4. On se place dans R?® muni de sa base canonique (e;), et on considére le
réseau M engendré par : {e; £ ej+1|1 <1 <23} U{eas — ex}.

Le réseau L = M + 1Z (ZZ 1 ez) est un élément de Lo, et vérifie R(L) ~ Dog [[ Aj.

Démonstration. On vérifie facilement que L est un Z-module libre de rang 25, et que son
déterminant est 2. Son systeme de racine est : R(L) = {+e; ;|1 <i < j <24} U{%(ezs —
e26)}, qui vérifie bien R(L) ~ Das [ A;. O

L’algorithme du calcul de Ty sur Z[X95] suit le méme processus que dans le cas de
Xos. Pour ¢ € {1,...,121}, nous allons définir des réseaux L; € L,, satisfaisant R(L;) ~
R; (suivant la numérotation de la table 3), munis d’une base arbitraire a;1,...,a;25 (en
pratique, il s’agira de la base fournie par la fonction qflll de PARI). Les coefficients de
la matrice Ths se déduiront des applications t; : Vas(aiq,...,ai2) — {1,...,121} définies
ci-dessous.

On pose Li2; le réseau donné par le lemme précédent, et on pose aj21.1, ..., a121,25 la base
de Lq2; fournie par PARI. On définit comme suit la fonction ¢191 : Vas(ai21.1, ..., a121,25) —
{1,...,121}.

Soit (1)1, . ,U25) € ‘/25(6“2171, ey CL121725). On pose xr = VeCtz/Q(Zk Vk a121’]§) S CL121 (Fg)
On reprend la construction du 2-voisin L, de Lio; associé a x dans la proposition 3.2.2 :
il existe un unique ¢ € {1,...,121} tel que R(L,) ~ R; (a savoir 'unique i tel que
$o5(Ly) = ¢i). On pose alors : ti91((vy, -+ ,v25)) = i.
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Pour tout ¢ € tl(V25(a12171,...,a121,25)), on fixe un élément (vl,...,v%) € tl_zll({i})
quelconque. Notons comme précédemment x = VeCtz/Q(Zk vgaiolk) et Ly le 2-voisin de
Li21 associé a = : on pose a;1,...,a;25 la base de L, fournie par PARI, et on définit le
réseau L; = L.

Pour tous les réseaux L; € Lo5 ainsi définis, muni de leur base a; 1, ..., a; 25, on construit
de méme que pour L9 la fonction ¢; : Vas(a,1,...,a:25) — {1,...,121}. De plus, pour
J € ti(Vas(aii,...,a:25)), si 'on n’a pas précédemment défini de réseau L;, on choisit un
élément quelconque (vi,...,va5) € t; 1({4}) : on note & nouveau x = vectzo(D p, vkaik) et
L, le 2-voisin de L; associé a x, et on pose a;1,...,a;j25 la base de L, fournie par PARI,
ainsi que Lj; = L.

On répete le processus jusqu’a avoir construit pour tout ¢ € {1,...,121} un réseau L; €
Los de base a; 1, . . ., a; 25 tel que ®o5(L;) = ¢4, ainsi qu’une fonction ¢; : Vas(a; 1, ..., ai25) —
{1,...,121}.

Cet algorithme se termine bien, comme le graphe de Kneser Ko5(2) est connexe d’apres
la proposition 2.2.6.

Proposition 3.3.5. On pose Trs = (t;;) € Mi21(Z), c’est-a-dire que t; j est le nombre de
2-voisins de L; isomorphes a L;. Avec les notations précédentes, on a l’égalité :

tij = lt; ({i})].

Démonstration. Soient j € {1,...,121} et (v1,...,v25) € Vas(aja, ..., aj25). On pose comme
précédemment v =}, v ajk, T = vectz/y(v) et Ly le 2-voisin de L; associé a x. On a les
équivalence suivantes :

Ly~L; & R(Ly)~R(L;) ¥ R; & ®o5(Ly) =¢i & tj((v1,...,v25)) =1

et donc :
tij = [{z € Cr,;(F2)|Ly = Li}| = [t ({i})|
qui est ’égalité cherchée. O

On renvoie a [46] pour un algorithme détaillé du calcul de Th5. Dans cet algorithme, les
fichiers “generateursX25Li” sont situés dans le dossier parent : ils contiennent des bases des
réseaux L; que l'on a utilisés pour notre algorithme.

3.4. Résultats obtenus. Les résultats obtenus griace a nos algorithmes sont donnés par
les théoremes suivants :

Théoréme 3.4.1. Soient Ly, ..., L3y € Loz vérifiant pour tout i : R(L;) ~ R; (suivant les
notations de la table 2), et soient L1, ..., L3y leurs classes respectives dans Xo3. Alors la
matrice de lopérateur To relativement a la base Ly, ..., L3y est donnée dans [44].

Théoréme 3.4.2. Soient L1, ..., Lig € £25 vérifiant pour tout i : R(L;) ~ R; (suivant les
notations de la table 3), et soient Ly, ..., Lo leurs classes respectives dans Xo5. Alors la
matrice de l'opérateur Ty relativement a la base Ly, ..., L121 est donnée dans [44].

4. APPLICATIONS.

4.1. La codiagonalisation des matrices opérateurs T,. Pour n = 23 ou 25, et p
premier, on note T;,(p) la matrice de 'opérateur T, sur X, relativement a la base des L;
introduite précédemment (suivant les numérotations des tables 2 ou 3, selon la valeur de
n). En particulier, on a : Ths = T93(2) et Ths = T5(2) (suivant les notations du paragraphe
3.3).

Notre point de départ est la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Pour n = 23 ou n = 25, les opérateurs T, : C[X,] — C[X,] pour p
premier sont codiagonalisables. De maniére équivalente, une fois n fixé, les matrices T,,(p)
pour p premier sont codiagonalisables dans C.
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Démonstration. C’est un résultat classique, que 'on retrouve notamment dans [17] & de
nombreuses reprises. Pour s’en convaincre dans notre cas, il suffit de constater que les
matrices Thg et Th5 calculées au chapitre précédent ont toutes leurs valeurs propres distinctes,
et que les anneaux de Hecke H(O,,) sont commutatifs.

On en déduit qu’on a méme un résultat plus fort : si n = 23 ou 25, tous les éléments
de H(O,,) sont codiagonalisables, et toute base de diagonalisation de Ts est un base de
codiagonalisation de H(O,,). O

Grace a PARI, il est facile de trouver des bases de diagonalisation des matrices Tb3 et Ths
que l'on a calculées, qui seront nécessairement des bases de codiagonalisation respectivement
pour H(Og3) et H(O25).

Notons respectivement vy, ...,v32 et wy,...,wio1 les bases de diagonalisation obtenues
pour Ths et Ths, en supposant que les valeurs propres A; ou p; correspondantes suivent les
numérotations des tables 4, 5 et 6. Du fait des valeurs que prennent les \; et les u;, on peut
choisir les v; et les w; de telle sorte que :

- pour i € {1,...,32}, les v; sont dans Z32, et de coordonnées premicres entre elles ;

- pour i € {1,...,57}, les w; sont dans Z'?!, et de coordonnées premicres entre elles ;

- pour i € {58,...,121}, les w; sont dans Z[v/144169]'?!, et de coordonnées premieres
entre elles.

Les valeurs propres de matrices Th3(p) et Tos(p) associées respectivement aux vecteurs v;
et w; sont alors données par les propositions suivantes :

Proposition 4.1.2. En reprenant les notations précédentes, les vecteurs v; € 732 consti-
tuent des vecteurs propres communs a tous les éléments de H(Og3). De plus, chacun de ces
vecteurs v; engendre une représentation automorphe m; € Ilusp(SOa23) dont le paramétre
standard 1p; = (m;, St) est donné par la table 4.

Pour p un nombre premier, notons \i(p) la valeur propre pour T, associée au vecteur v;
(en particulier, \;(2) = \;). Alors on a la formule :

Xi(p) = p Trace (cp(m)|Vit)

Démonstration. Considérons p un nombre premier, et plagons nous dans ’anneau de Hecke
H(O23). Reprenons la Q-base v, . . . , v32 de espace vectoriel Q[Xa3] ~ Q32 définie précédem-
ment. Chacun des vecteurs v; engendre une représentation automorphe m; € Ileysp(SO23).
Les parametres standards v (m;, St) de tels ; sont donnés par [17, Table C.7].

Les formules de Gross (traitées dans [33] dans le cas des groupes adjoints, et précisées
dans [17, ch. VI, lemme 2.7] dans le cas des groupes semi-simples) nous donnent la relation

suivante : p% [Vat] = Tp. On en déduit la relation cherchée entre \;(p) et m; pour tout p.
Il suffit ensuite de vérifier la relation A\; = A;(2) pour s’assurer que l'indexation des m;

correspond bien & celle choisie pour les v; (ce qui a bien un sens, comme tous les \; sont

distincts). O

Proposition 4.1.3. En reprenant les notations précédentes, les vecteurs w; € 7Z[y/144169]*21
constituent des vecteurs propres communs a tous les éléments de H(Ogs). De plus, chacun de
ces vecteurs w; engendre une représentation automorphe m; € Ileyusp(SO25) dont le parameétre
standard 1; = Y (m;, St) est donné par les tables 5 et 6.

Pour p un nombre premier, notons 1;(p) la valeur propre pour T), associée au vecteur w;
(en particulier, p;(2) = u;). Alors on a la formule :

pi(p) = p* Trace (cp(m:)|Vs1)
Démonstration. La démonstration se fait comme précédemment. Considérons p un nombre
premier, et plagons nous dans l’anneau de Hecke H(Og5). Reprenons la Q[v/144169]-base
wy, . .., w21 de Iespace vectoriel Q[v/144169][X25] ~ Q[v/144169]'2! définie précédemment.
Chacun des vecteurs w; engendre une représentation automorphe m; € Icusp(SO25). Les
parametres standards ¢ (m;, St) de tels 7; sont donnés par [18, Appendix D].
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Les formules de Gross nous donnent la relation suivante : p2 [Vst] = Tp. On en déduit la
relation cherchée entre p;(p) et m; pour tout p.

11 suffit ensuite de vérifier la relation p; = p;(2) pour vérifier que 'indexation des m;
correspond bien a celle choisie pour les w; (ce qui a encore bien un sens, comme tous les y;
sont distincts). O

Afin de simplifier les notations, on définit les matrices V' € Ms2(R) et W € M;j9;1(R)
dont les colonnes sont respectivement les vecteurs v; et w;. Pour (a1, ...,a,) € R, on note
diag(ay,...,a,) € M, (R) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les a;.
Alors on a les égalités suivantes :

Tos(p) = V diag(A1(p), . .., A32(p)) VL
Tos(p) = W diag(p1(p), - - - 21 (p)) W

En particulier, on a la proposition suivante :

Théoréme 4.1.4. Pour tout p < 113 premier, les matrices Taz(p) sont données dans [44].
Pour tout p < 67 premier, les matrices Tas(p) sont données dans [44].

Démonstration. 11 est équivalent de connaitre les matrices To3(p) et Ths(p) et de connaitre
les A\i(p) et les p1(p). D’apres les propositions 4.1.2 et 4.1.3, il suffit donc de connaitre les
valeurs de Trace(cy(m)|Vst), pour les éléments 7 € UmHaﬁg(PGLm) apparaissant dans les
tables 4, 5 et 6.

Les calculs de ces Trace(c,(m)|Vst) ont justement été effectués jusqu'a p < 67 dans tous
ces cas (voir [43]). Les résultats de [17] permettent méme d’aller plus loin, et de connaitre
pour tout p < 113 la matrice To3(p) (grace aux résultats sur les formes modulaires de Siegel
de genre 2). O

Les matrices Ta3(p) (pour p < 113) et Th5(p) (pour p < 67) nous donnent en particulier
les corollaires suivants :

Corollaire 4.1.5. Soit p un nombre premier. Le diamétre du graphe Kog(p) est le suivant :
4 pour p=2, 3 pourp=3, 2 pour 5 < p <19, et 1 pour 23 < p < 113.

Corollaire 4.1.6. Soit p un nombre premier. Le diamétre du graphe Kos(p) est le suivant :
6 pour p=2,4 pourp=3, 3 pour 5 <p <7, et 2 pour 11 < p <61.

Pour les plus grandes valeurs de p, on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.7. Soit p un nombre premier. Si p > 23, le graphe Koz(p) est complet. Si
p > 67, le graphe Ka5(p) est complet.

Démonstration. La démonstration suit celle de [17, ch. X, Théoréeme 2.4]. Nous la reprenons
en détail dans le cas de Ka3(p), et ne donnerons que quelques points clefs pour le cas de
Kos(p).

A la manitre de [17, ch. X, §2], définissons les fonctions 61(p) = D11(p), 02(p) = Di5(p),
03(p) = D17(p), 04(p) = D19(p), 05(p) = D21(p), O6(p) = D19,7(p), 07(p) = Da1,5(p), Os(p) =
Dy1 9(p) et O9(p) = D21,13(p). D’apres la proposition 4.1.2, il existe des polynémes C;, €
Z|X], pour 1 <i < 32et 0 <r <9, uniquement déterminés, tels que I'on a pour tout
1 <4 <32 et pour tout p premier :

9
Ai(p) = Cio(p) + > Cin(p)0:(p).
r=1

Si I'on note Th3(p) = (tij(p))1<i,j<32, alors il existe des polynéomes P; ;, € Q[X], pour
1<4,7 <32et0<r <9, uniquement déterminés, tels que 'on a pour tout 1 < 4,5 < 32
et pour tout p premier :
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Supposons que les deux sommets de Ka3(p) correspondant aux classes Li,fj € Xa3 ne
sont pas connexes. Ceci est équivalent a dire que ¢; j(p) = 0, et on a alors :

2
7]0 (ZP,]T’ r ) .

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, a

9 2 9
(Z&mpwp)) < (ZPM )(Zﬂ) )
r=1 r=1

pour tout 9-uple (y1,...,79) de réels strictement positifs. En particulier, grace aux inégalités
de Ramanujan exposées & la proposition 2.3.1, et en prenant (y1,...,79) = (4p*!, 4p'®, 4p'7,
4p'9 4p®t 16pt0, 16p%L, 16p%L, 16p%L), on déduit I'inégalité :

9 2 9
(Z -Pi,j,r(p)er(p)> <9 (Z Pi,j,r(p)27r> .
r=1 r=1
On définit les polynomes
(F1(X),T2(X), ..., Tg(X)) = (4X'1,4X°, ... 16X>")
et

9
Qi j(X) = Pijo(X)* -9 (Z Pi,j,r(X)2Fr(X)> :
r=1

Les polynomes @; j(X) sont des éléments de Q[X] de coefficient dominant strictement
positif. Si I’on définit p; ; comme la plus grande racine réelle de Q; ;(X) (avec la convention
pij = —oo si Q;; n’a pas de racine réelle). Avec ces notations, on a t; j(p) > 0 des que
P> Pij-

Il suffit ensuite de constater que max{p; ;,1 <1,j < 32} ~ 21.15. Ceci conclut que pour
p > 23, tous les t; j(p) sont non nuls, et que le graphe Ka3(p) est complet pour de tels p.

Pour le graphe Kos(p), on procede de la méme maniere. Les fonctions 6, (p) sont les sui-
vantes : 01(p) = D11(p), 62(p) = Dis(p), 03(p) = D17(p), 04(p) = D19(p), 05(p) = D21(p),
{66(p),07(p)} = D33(p), Os(p) = p'tr (Sym? ¢p(An)|Va) = (Dui(p))® + p, Oo(p) =
Dig7(p), O10(p) = D215(p), 611(p) = Da219(p), 612(p) = D21,13(p), 013(p) = D23 7(p),
014(p) = Da39(p), b15(p) = D2313(p), b16(p) = D23,135(p), 017(p) = D23,153(p), O18(p)
Da3157(p), 019(p) = D23.175(p), O20(p) = Da37,9(p), 621(p) = Da3193(p) et O22(p)
Da3.19,11(p)-

Les polynomes I'.(X) (qui nous donnent les quantités v, = I',(p)) sont les suivantes :
Ii(X) = 4X" To(X) = 4X15 T3(X) = 4X1V7, Ty(X) = 4X, I'5(X) = 4X2? T4(X) =
[7(X) = 4X23, Tg(X) = 9X22, Ty(X) = 16X, I'jp(X) = -+ = I'p(X) = 16X2,
F3(X) = =T15(X) =16X? et I'16(X) = - -+ = 'ya(X) = 36X 2.

On calcule de la méme manieres les quantités p; ; associées au polynomes @Q; j(X). Il suffit
ensuite de constater que max{p;;,1 < 4,5 < 121} ~ 64.25. Ceci conclut que pour p > 67,
tous les coefficients de la matrice Th5(p) sont non nuls, et que le graphe Kos(p) est complet
pour de tels p. O

4.2. Quelques vérifications de nos résultats. Les propositions 4.1.2 et 4.1.3 constituent
une premiere vérification de nos calculs. En effet, on connait grice a ces propositions les
valeurs propres de To sur Z[Xa3] et Z[Xos5] : on vérifie que ces valeurs correspondent bien
aux valeurs propres des matrices To3 et Tos calculées par nos algorithmes.

Une deuxieéme vérification repose sur la remarque finale de [17, Annexe B, §5.3]. Suivant
I'indexation adoptée ici pour X3, on a Ly ~ Eq5 @ Eg et L3 ~ E14® E7. Ainsi, le coefficient
d’indice (3,2) de la matrice T3 est égal & No(E15 B Eg, E16®E7). On constate sur la matrice
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T53 que 'on a calculé que ce coefficient vaut 120, ce qui est bien cohérent avec le résultat
de [17] évoqué ci-dessus.

Une autre vérification repose sur 1’étude des graphes de Kneser Ka3(p) (2 < p < 113) et
Kas(p) (2 < p <67), qu'on a calculés explicitement grace au théoréeme 4.1.4. On vérifie dans
un premier temps qu’ils sont connexes, comme exposé précédemment, ce qui est cohérent
avec la proposition 2.2.6.

De plus, les graphes Kog(p) ont été calculé dans [17, ch. X, Théoréeme 2.4] pour tout
p premier. On vérifie que nos calculs des graphes Kas(p) sont cohérents avec la propriété
suivante :

Proposition 4.2.1. Soient n = —1 mod 8 et p un nombre premier. Pour i = 1,2, on se
donne L; € L, d’image L; dans X,, et P; € L, 1 d’image P; € X,,41 tel que L; ~ P; N aiL
pour un certain o; € R(P;).

Si les sommets Ly et Loy sont adjacents dans le graphe K, (p), alors les sommets P et Py
sont adjacents dans le graphe K,,11(p).

Démonstration. Considérons Ly, Lo € L, deux p-voisins, que 'on voit comme des réseaux
de L1 ® Q = Ly ® Q = U,. Pour i = 1,2, on pose PZ = L; @Al, et P, lunlque réseau
unimodulaire pair contenant Pz (c’est-a-dire I'image réciproque par P — 1és P de 'unique

droite isotrope de rés P)

Les réseaux Pp, P, sont des réseaux unimodulaires pairs de V,, = U, ® (Q ® A;) qui
vérifient pour i = 1,2 : L; = P,NU,. On est ainsi dans le cadre de [17, Annexe B, Proposition
4.2]. D’apres cette proposition, les réseaux Pp, P» sont des p-voisins, ce qui conclut notre
démonstration. O

On applique ce résultat aux graphes Kog(p) et Kog(p). On vérifie que cette propriété est
satisfaite pour p < 47 (il est inutile de la vérifier pour p > 47 comme les graphes Ka3(p)
et Kos(p) sont alors complets). Pour cela, on utilise la table 1, qui nous donne pour chaque
réseau L € Log la classe dans X94 de I'unique réseau unimodulaire pair contenant L ¢ Aj.

On vérifie aussi qu’on a le corollaire plus faible suivant :

Corollaire 4.2.2. Soit p un nombre premier. On note K, (p) le sous-graphe de Kas(p)
obtenu en retirant le sommet correspondant au réseau de Leech. Alors le diamétre de Kb, (p)
est inférieur ou égal au diamétre de Kaz(p).

En particulier que le graphe Kb, (p) est complet pour p > 23.

Une derniere vérification de nos calculs provient de la proposition suivante :

Proposition 4.2.3. Soient n = 23 ou 25 et p premier. Alors ’endomorphisme T, de Z[X,]
est auto-adjoint pour le produit scalaire ( | ) défini par :

(L1|L2) = [O(L1)|o7, 7,
ot L1,Ly € X, L1 € L, a pour Elasseffl dans X,,, O(Ly) est le groupe orthogonal de L1,
et 531 + =1 si, et seulement si, L1 = Lo et 0 sinon.
Si lon note Pa3 (respectivement Pos) la matrice diagonale de Mso(Z) (respectivement

Mi21(Z)) dont le i-éme terme diagonal est |O(L;)| suivant la numérotation de la table 2
(respectivement de la table 3), alors pour tout p premier on a les égalités :

Py3 Ta3(p) = Ths(p) Pa3 et Pas Tas(p) = Ths(p) Pas,
ot pour M € My (Z) on désigne par M* la matrice transposée de M.
Démonstration. Voir [50] et [17, ch. III, §2]. O

D’apres les valeurs obtenues pour Tb3 et Ths, on vérifie qu’il existe qu’une seule matrice
diagonale P; et une seule matrice diagonale P, (& multiplication pres par un scalaire) telles
que : Py Th3 = T53 P et PoThs = T2t5 Ps.
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L’existence de P; et P, constitue déja en soi une vérification de nos résultats. On s’assure
de plus que les coefficients de P; et P, sont cohérents avec les valeurs des |O(L;)| que 'on
sait déterminer facilement. C’est notamment le cas lorsque R(L;) et L; ont méme rang (en
tant que Z-modules), et dans se cas le groupe O(L;) se déduit directement du groupe de
Weyl de R(L;).

Prenons par exemple le cas de L; (suivant les notations de la table 2). Posons M =
Doy & A;. On obtient alors : rés M = (Z/2Zdy & Z/2Z dy) &' Z/2Za avec q(dy) = q(d2) =
3/4 et q(a) = 1/4. En particulier, il existe deux droites isotropes dans rés M, engendrées
respectivement par di + a et do + a. Ainsi, il existe deux réseaux L+, L™ € Lo3 contenant
M : ces deux réseaux sont isomorphes, et sont échangés par toute isométrie de M qui n’est
pas dans le groupe de Weyl de M (qui sont exactement les isométries de M qui échangent
dy et dy). Et on déduit que |O(L1)| = |O(L7)| = 2001 — 991922,

Il est aussi facile de déterminer la valeur de |O(L)| pour certains éléments de Lo5. En
effet, la proposition 4.2.3 est aussi vraie pour n = 24, suivant [17, ch. III, §2] par exemple.
On en déduit les valeurs des |O(P)| pour P € Ly grace a la matrice de To sur Z[Xa4],
donnée dans [50] par exemple. Si 'on se donne P € Lo4, alors le réseau L = P & A est
un élément de Lo, et on a 'égalité : |O(L)| = 2|O(P)|. Pour s’en convaincre, il suffit de
constater qu'un élément v € O(L) satisfait v(P) = P et v(A1) = A;.

Ceci permet de déterminer la valeur de |O(L)| pour les éléments L € Lo5 de la forme
L~ P®A; avec P € L4, qui sont exactement les éléments satisfaisant R(L) ~ R]] A1,
ol R est le systeme de racines d’un élément de Lo4. Les différentes valeurs de R ont été
déterminées par Niemeier [52] et Venkov [67] : c’est un systéme de racine de type ADE
équicoxeter de rang 24, ou 'ensemble vide (lorsque P est le réseau de Leech).

Notons au passage que la détermination des matrices Pa3 et Pos nous donne pour tout L
dans Lo3 ou L5 la quantité |O(L)|. On donne dans [44] les matrices Pog et Pas.

4.3. Congruences a la Harder. On souhaite établir des congruences entre les traces de
parametres de Langlands-Satake de certaines formes automorphes normalisées, comme c’est
par exemple le cas dans la conjecture de Harder, exposée dans [34] et déja démontrée dans
[17, Ch. X, Théoreme 4.4] :

Théoréme 4.3.1 (Conjecture de Harder). Pour tout premier p, on a la congruence sui-
vante :

Do15(p) = Do1(p) + p™® + p® mod 41.

Dans [17], cette congruence est exprimée sous la forme 74.10(p) = 722(p) +p'3+p® mod 41,
qui est équivalente, du fait des égalités Doy 5(p) = 74,10(p) et Da1(p) = m22(p) déja expliquées
au paragraphe 2.3.

De telles congruences entre les fonctions D, .., proviennent de congruences entre les
colonnes des matrices V ou W. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 4.3.2. Soient m un entier quelconque, et i,j € {1,...,32} tels que vecty 7 (vi) =
vecty, mz(v;). Alors pour tout p on a la congruence :

Ai(p) = Aj(p) mod m.
De méme, s’il existe i,j € {1,...,57} tels que vectymyz(w;) = vecty 7z (w;), alors pour
tout p on a la congruence :
pi(p) = pj(p) mod m.

Enfin, s’ existe i,j € {58,...,121} tels que vectyy,z(w;) = vecty 7z (w;), alors pour
tout p on a la congruence :

pi(p) = pj(p) mod mZ[v144169].
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Démonstration. Supposons par exemple qu’il existe un entier m, et des entiers i, j € {1,...,32}
tels que vecty /7 (vi) = vecty pmz(vj). Par définition, les coordonnées de v; sont premieres
entre elles (et il en va de méme pour celles de v;). En particulier, I’égalité précédente im-
plique qu'il existe a € (Z/mZ)* tel que v; — av; € (MZ)3%. En faisant agir Tas(p) € Ms2(Z)
sur ce vecteur, on déduit les implications suivantes :

v; — aw; € (MZ)* = Toz(p)(vi — awvj) € (MZ)*
= \i(p)vi — a)j(p)v; € (MZ)>?
= Xi(p)(vi — avj) + a(Ni(p) — \j(p))v; € (MZ)*?
= a(i(p) — Aj(p))v; € (mZ)™
= (Ni(p) = Aj(p))v; € (mZ)*
= Ai(p) — Aj(p) € mZ.
(ou la derniere implication utilise que les coordonnées de v; sont relativement premieres
entre elles).
La démonstration est identique si I'on possede des entiers m € Z et i,5 € {1,...,121}
tels que vecty /7 (w;) = vecty /mz(w;).
Dans le troisieme cas, on peut remplacer I'hypothese vecty /,,,z(w;) = vecty /pnz(w;) par

vecty /T11T69] fmz[y/TTAT69) (w;) = veCty /TT69) /m?z |/ TIAT69) (wj) et on obtient le méme résultat.
Cependant, on n’utilisera ce cas uniquement lorsque p;(p) — pi(p) € Z. O

11 suffit ensuite d’utiliser les proposition 4.1.2 et 4.1.3 pour déduire les congruences cher-
chées. Du fait des propositions 4.1.2 et 4.1.3, les fonctions Dy, .., que l'on fera intervenir
sont exactement celles provenant des représentations A, . ., présentes dans les tables
4, 5 et 6. Par exemple, la proposition suivante améliore la congruence de Harder exposée
précédemment :

Théoréme 4.3.3. Pour tout nombre premier p, on a la congruence :
Da1.5(p) = Da1(p) + p™® + p® mod 9840.

De plus, cette congruence est optimale, dans le sens ot on ne peut pas remplacer 9840
par un de ses multiples.

Démonstration. Pour obtenir la congruence précédente, il suffit dans un premier temps de
constater que, pour (m,i,j) = (9840,26,28), on a I'égalité : vecty 7 (vi) = vecty /7 (v;)).
Le lemme 4.3.2 nous donne pour tout premier p la congruence Agg(p) = Aog(p) mod 9840.
D’apres la table 4 et la proposition 4.1.2, on a les égalités :

Ao6(p) = p%Trace (cp (D21 @ A1g7 B Ar7 & Ars @ A11[3] @ [6]) |Vse)
= D21(p) + p D19.7(p) + p* D17(p) + p* D1s(p) + p* (1 + p + p*) D11(p)
+p°(L+p+p* +p° +p' +1°),
A2g(p) = p? Trace (cp (D215 @ A1g7 ® A7 ® Ars ® A11[3] @ [4]) [Vse)
= Da1,5(p) + p D1g,7(p) + p* D1z (p) + p° D15 (p) +p* (1 +p + p*) D11 (p)
+p" (L+p+p*+1°),
Et ainsi :
A26(p) — Aas(p) = Da1(p) + p"® + p® — Da15(p)

qui est la congruence cherchée. Notons au passage que 1’on a aussi I'égalité vecty, /mz(vi) =
vectz mz(vj) pour (m,i,j) = (9840, 27,29), qui nous donne la méme congruence.
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Pour constater que cette congruence est optimale, il suffit d’évaluer la quantité Agg(p) —
A2s(p) = Da1(p) + p* +p® — D2y 5(p) pour certaines valeurs de p. On constate par exemple
que Ag6(2) — Aag(2) = 9840, ce qui prouve I'optimalité. O

L’ensemble des congruences que ’on a trouvées sont données par le théoreme suivant :

Théoreme 4.3.4. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :
(i) Dig;7(p) = Dig(p) 4+ p° + p'* mod 8712;
(#1) Da15(p) = Dan(p) + p® + p'® mod 9840 ;
Ds1.9(p) = (1 + p°®) Di5(p) mod 12696 ;
) = D1 (p) + p°® + p'® mod 31200
(1 + p*) Dy7(p) mod 8736 ;

)
(7i1)
(iv) Da1g(p
(v) p) =
(vi) Doy 3(p) = Dgl(p) + p* 4+ p'" mod 10920 ;
(vii) Dasz7(p) = (1 + p®) Di5(p) mod 8972 ;
(viii) Dagi35(p) = 23,13(17) +p° +p'* mod 5472 ;
)
)
)
)
)

)
(p)
(iz) Da3157(p) = (1 + p*) Dig(p) + p® + p!® mod 2184 ;
() Da3157(p) = D23 7(p) + p* Dis(p) mod 5856 ;

(zi) Daga7.9(p) = Dazo(p) + p° D17(p) mod 2976 ;

(zii) Dagj93(p) = (14 p*) Da1(p) + p'% + p' mod 7872 ;
(ziii) Daz1911(p) = (1 + p?) Da1(p) + p® + p'” mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (i) et (ziii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ou le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.

Démonstration. On donne pour chacun des points de la proposition la congruence de la
forme \; = Aj mod m (ou p; = pj mod m), qui se déduit du lemme 4.3.2. On précise
lorsqu’il a fallu utiliser des résultats supplémentaires.

Certaines congruences qui apparaissent sont des “multiplications par p” des congruences
cherchées : on peut évaluer nos congruences jusqu'a p = 67, et ainsi on pourra “diviser une
congruence modulo m par p” des lors que les diviseurs premiers de m seront inférieurs ou
égaux a 67. C’est aussi le fait d’évaluer ces congruences jusqu’a p = 67 qui nous permet
dans certains cas de dire si elles sont optimales.

(7) = Aa2(p) = A26(p) mod 17424 ce qui nous donne la congruence p D19 7(p) = p D19(p) +
p” + p™ mod 17424. 11 suffit d’évaluer la quantité D1g.7(p) = Di9(p) + p% + p!3 pour les p
premiers divisant 17424 pour déduire la congruence cherchée, qui est optimale.

(1) et (ii7) : A26(p) = Aa2g(p) mod 9840 et A\ig(p) = A19(p) mod 12696 donnent directe-
ment les congruences cherchées, qui sont optimales.

(1v) : Aao(p) = A14(p) mod 7800 et pu15(p) = p24(p) mod 20800 nous donnent la congruence
pDao19(p) = pDai(p) + p” + p'% mod 62400. 1l suffit d’évaluer la quantité Dajo(p) =
Do1(p) + p® + p'® pour les p premiers divisant 62400 pour déduire la congruence cherchée,
qui est optimale.

(v) : A11(p) = A12(p) mod 4368 et A\i7(p) = Aig(p) mod 416 donnent directement la
congruence cherchée, qui est optimale.

(vi) : Ao(p) = A7(p) mod 2730 et pesa(p) = pe7(p) mod 8 nous donnent la congruence
p D2113(p) = pDai(p) + p° + p*® mod 10920 et il suffit d’évaluer la quantité Do 13(p) =
Do1(p) + p* + p'” pour les p premiers divisant 10920 pour obtenir la congruence cherchée.
Cependant, on n’a aucune certitude sur 'optimalité de la congruence.

(vii) & (wii) : pro = pig mod 8972, pgy = pzy mod 5472, gy = p3e mod 2184, gy =
pag mod 5856, uss = pgo mod 2976 et uss = pse mod 7872 nous donnent directement les
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congruences cherchées. Il est facile de voir que les congruences (viii), (iz), (z) et (xii) sont
optimales.

(ziii) : les congruences pi; = pg mod 5408, pi; = w12 mod 96, w2 = pe mod 44224
et i3 = pr mod 8292 nous donnent les congruences : Ds31911(p) = (1 + p?) Doy (p) +
p® + p'7 mod 5408, Da319,11(p) = (1 + p*) Da1(p) + p® D11(p) mod 96 et p® D11 (p) = pb +
p'" mod 132672 (qui est une “multiplication par p®” de la congruence de Ramanujan). On
en déduit ainsi la congruence cherchée. O

Outre la congruence (i7) (qui est une optimisation de la conjecture de Harder), deux
congruences attirent notre attention.

La congruence (vii) est la seule faisant intervenir une forme de Siegel de genre 2 qui
n’avait pas été traitée dans [17] ou [65]. Suivant la méthode de [26] développée dans [65],
on a le résultat suivant :

Proposition 4.3.5. Soit S 'espace des formes modulaires paraboliques de Siegel de genre
2 de poids Sym°C? @ det!” (qui est un espace de dimension 1). Pour I un nombre premier,
on note p; la représentation l-adique associée par la construction de Weissauer (voir [70]
et [65, Théoreme 1.1]), et p; la Fi-représentation résiduelle associée (voir par exemple [17,

§X.1]).

Alors pour | > 23, la représentation p; est irréductible si, et seulement si, | # 2243.

Démonstration. 11 suffit simplement d’évaluer les quantités Ag 10(p), Bs,10(p), Ce,10(p) et
Deg 10(p) (suivant les notations de [65]) pour certaines valeurs de p, et de regarder les diviseurs
supérieurs a 23 du pged de ces quantités. On trouve les résultats suivants :

pged ({46,10(p) |p € {2,3,5}}) = 1

pged ({Bs,10(p) |p € {2,3,5}}) = 27-3%°.5.11.13
pged ({Ce10(p) [P € {2,3,5}}) = 21.3%2.2243
pged ({Dg1o(p) |p € {2,3,5}}) = 28-3%.57

ce qui donne bien le résultat voulu.

Comme il y a seulement les quantités Cp 10(p) qui font intervenir le nombre premier
[ = 2243, on en déduit que la seule réductibilité de p; est du type m1 @© 7] ® Xl23, ou 7 est
une représentation galoisienne irréductible de dimension 2 provenant d’une forme modulaire
(suivant la construction classique de Serre [55] et Deligne [25]) dont les poids de 1’ensemble
des poids de linertie modérée est {0,15}. La représentation 7; est nécessairement celle
associée a I'unique forme modulaire parabolique normalisée de poids 16.

Ainsi, la congruence (vii) est la seule congruence possible provenant de la réductibilité
des représentations p;, telle que le module m possede un diviseur premier [ > 23. [l

La seconde congruence qui attire notre attention est la congruence (viii). En effet, elle
apparaissait déja dans [4, §6, Example 3] sous la forme plus faible de la conjecture :

(Vp premier) D23,1375 (p) = D23713(p) + p9 + p14 mod 19.

Ainsi, en constatant que 5472 = 2°-32.19, la congruence (viii) apparait donc non seulement
comme un démonstration de la conjecture précédente, mais aussi comme une amélioration
comme on a pu remplacer 19 par un de ses multiples.

4.4. Une conjecture de Gan-Gross-Prasad. Soit n = —1,0 mod 8. Alors on possede
une application naturelle ¢,, : X,, — X,,+1 définie de la maniére suivante :

-sin=—1 mod 8: onse donne L € L, et on note L sa classe dans X,,. Alors M = LB A,
est un réseau de R™""! tel que 1ésM = résL @ 1ésA1 ~ Z/2e1 ® Z/2 ey (avec q(e1) = 3/4 et
q(e2) = 1/4). En particulier, résM possede une unique droite isotrope (celle engendrée par
e1 + e2) : 'image réciproque de cette droite par la projection naturelle M # — résM est un
réseau P € L, 41 dont la classe P dans X,,+1 ne dépend que de L. On pose ¢, (L) = P.
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-sin =0 mod 8 : on se donne L Efn, et on note L sa classe dansan. Alors P ZiL@41
est un élément de L, dont la classe P dans X,,;1 ne dépend que de L. On pose ¢, (L) = P.

On sait déja que, pour n = 23, 24 ou 25, deux éléments de £,, sont isomorphes si, et seule-
ment si, leurs systémes de racines sont isomorphes. Les application ¢o3 et ¢o4 se déduisent
directement de cette constatation :

- pour ¢93 : soient L € L3, P € Lo et L, P leurs classes respectives dans Xo3 et Xog4.
Alors ¢93(L) = P si, et seulement si, il existe o € R(P) tel que L ~ P N a*t. L’application
¢a23 se déduit donc directement de la table 1.

- pour ¢g5 : soient L € Loy, P € Lo5 et L, P leurs classes respectives dans Xo4 et Xos.
Alors ¢o4(L) = P si, et seulement si, R(P) ~ R(L) ® A;.

Les applications ¢,, : X,, — X,y ainsi définies induisent des applications C[X,,] —
C[Xn41]. Du fait des isomorphismes CX» ~ C[X,,]* et CX»+1 ~ C[X,,11]*, on déduit que ¢,
définit une application : ¢y, : CXn+1 — CX». Pour simplifier les notations, si f € CX»+1, on

note flx, = ¢n(f).

Définition 4.4.1. Soient n = —1 mod 8 (respectivement n =0 mod 8), et m € Ilgisc(Oni1)
(respectivement T € Ileysp(SOnt1)) tel que moo = C. On lui associe le sous-ensemble Resm
de Ieusp(SOy) (respectivement Ilgisc(Or)) défini comme suit.

Soit f € Mc(Opy1) qui engendre w (en particulier, f est propre pour H(Oy41)). On écrit
flx, = fi+ -+ fr, ot les f; sont propres pour H(O,,). Alors 7’ € Resw si, et seulement
si, U'un des f; ci-dessus engendre 7'.

Proposition 4.4.2. Les tables 7, 8 et 9 donnent les paramétres standards des éléments de
Res7 pour m € Ilgisc(O24) ou m € Heusp(SO25), lorsque moo est trivial.

Démonstration. On se contente ici de détailler le cas out 7 € Ilgise(O24) (la méme méthode
s’applique lorsque 7 € Icusp(SO25)).

On possede une base v; de vecteurs propres pour laction de H(Og3) sur C[Xo3], ainsi
qu’une base w; de vecteurs propres pour 'action de H(Oaz4) sur C[Xa4] (grace a la matrice
Tys déterminée précédemment, et & la matrice de Ty sur Z[X24] donnée dans [50]). On
connait de plus les représentations 7, € Ileusp(SOa23) et m; € Ilgisc(O24) respectivement
associées aux v; et aux wj (voir table 4 et [17, Table C.5] par exemple).

Comme on a déterminé 'application ¢a3 : C[X23] — C[Xg4], on peut construire les
éléments «; j € C vérifiant : (Vi € {1,...,32}) ¢as(v;) = Z?il Q. jW;.

Par définition, I'ensemble Res7; se déduit de 'équivalence : 7, € Resmj < oy ; #0. O

Théoréme 4.4.3. Soientn = 1,2 ou 3, m € lgisc(Osn) (respectivement m € Ileysp(SOgn+1))
tel que T est triviale, et ™' € Heusp(SOsn—1) (respectivement ' € Ilgisc(Osy)) tel que ml,
est aussi triviale.

Alors @' € Resw si, et seulement si, il existe des multi-ensembles finis 111,119,113 C
UmIleusp(PGLy,), et des applications dy : 11} — N* et dy : TIy — N* tels que :

U(m,5t) = P mldi(m)] & P mlda(n))),

T, €111 WjEHQ

P st) = @ mldi(m) +1] & P milde(my) —1] & P m

m€llh m;€lly mp€ll3

Démonstration. Le cas n = 3 découle directement d’une inspection des tables 7, 8 et 9.
Le cas n = 2 se déduit facilement des matrices de l'opérateur Ty sur C[Xi5], C[X6] et
C[X17] (données dans [17, Annexe B| pour Xi5 et X7, et dans [17, ch. III, §3] pour Xig
par exemple). Le cas n = 1 est évident (comme | X7| = |Xg| = |Xo| = 1). O
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Ce résultat valide dans ces cas particuliers la conjecture formulée par Gan-Gross-Prasad,
qui conclut l'exposé [53, Classical groups, the local case]. Suivant les mémes notations, il
s’agit des cas oun =m — 1, avec m € {8,9,16,17,24,25}.
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5. TABLES DE RESULTATS.
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R(P) R R(L) R(P) R R(L)

Doy Doy Do [T A4 A [[D7][Es | Eg A [ID7]] A5
D Dy DuJ]Es[]A: 4 Eg Eg 3E¢[[As

16 ] Es

Esg Dy [ [ E7 2 A T] D Ay AgJTA7]IDs
3Eg Eg 2Es[[E~r Dg 2A9[[D4]T A
Ay Asy A 4 Dg Dg 3D [[D4]] A4
2Dy D2 | Dipp][Dio]JA: 3Ag Ag 2A5][As

A [[Es Ay A5 [TE? 2 A-][2Ds Az A7]]2D5]] A5

E; A 1] De Ds | 2A; ][ D5 [ As ] A

b Diy| Ds[[2E:[[A: 1A Ag 3 A6 [[As
10][2E7

E: | Dio[[E[[Ds 1A [D, | 2| BASIIDiIIAs

Anl[Dy | AP A ][ Do D, 4A5[[3A,

Dy | Ai][D/][A: 6D, D, 5D, ][3A,
3Ds Ds | 2Dg[[Ds[[A: 6A, Al 5A4]] As
2A1 A A [TAw 8A3 Aj TA3[TA,

An 11Dy [[E, | A | AoLID7IIE, 12A, As 1A,
D; | An[[E¢[[Ds[]A: 24A, A, 23A,
TABLE 1. Classes d’isomorphisme des systemes de racines des éléments de Xog
i R; bi i R; bi
1 Dy, [[A, (926,1,3,18,1,8) || 17| Ay, [D-[[As (246,0,7,15,1,288)
2 | DuIIEs][A, (606,1,6,14,2,8) || 18 3Eq[[As (246,0,11,9, 3, 162)
3 D |1 Er (606,0,6,15,2,8) || 19 Ao [[A-]]Ds (206,0,7, 14, 1, 320)
4 2Es || Er (606,0,9,11,3,2) || 20| 2Ao[[Ds][A: (206,1,7,14, 1, 800)
5 Ao (506,0,2,20,0,23) || 21| 3Ds][Ds]] A (206, 1,12, 6,4, 512)
6 | Dw][Dio][A: | (446,1,6,14,2,32) || 22 2 As[[As (186, 0, 6,16, 0, 567)
7 A5 1E; (366,0,5,16,1,32) || 23| A7][2Ds]] As (166, 0, 10, 10, 2, 768)
8 A7 [[Ds (366,0,5,17,1,72) || 24 | 2A7 ][ Ds[[As[[A: | (166,1,9,12,1,2048)
9 | DsI[2E-[[A: | (366,1,9,10,3,32) | 25 3As[[As (146,0,8, 14,0, 1715)
10| Dio][E+][Ds (366,0,9,11,3,32) || 26 | 3As][D4]]As (126,0, 11, 10, 1, 3456)
11 A3 ][ Dy (326,0,5,16,1,56) | 27 4A5][3A, (126, 3,8, 12,0, 10368)
12|  Ai][D-]JA: | (326,1,5,16,1,128) || 28 5D.[[3A, (126,3,15,0, 5,8192)
13| 2Ds[[Ds[A: | (286,1,9,10,3,128) || 29 5A4][ Az (106, 0, 12, 10, 0,9375)
14 Al A (266,0, 4, 18,0, 143) || 30 TAS[[ A, (86,1, 14, 7, 0, 32768)
15|  Ao[[D-][Es (246,0,8,12,2,120) || 31 11A, (66,0,22,0,0, 177147)
16 | A [[E¢[[Ds[[ A1 | (246,1,8,12,2,288) || 32 23 A, (46,23, 0,0, 0, 8383608)

TABLE 2. Numérotations des systemes de racines des éléments de Xo3




28 THOMAS MEGARBANE
[ R; bi i R; bi
T A (2,1,0,0,0,2) 62 As[[2A-[TAL (186,1,6,16,0, 1152)
2 A, (6,0,2,0,0,3) 63| A [[Ds[TAs [ D4 JTA] (186,1,10, 11, 2, 1920)
3 9A; (18,9,0,0,0,512) 64 Ay JTA-][2A: (186,0,8,16, 0, 2000)
1 A, J[12A, (30,12,2,0,0,12288) |[ 65 Ec[[3As (198,0,9, 14, 1, 1029)
5 25 A5 (50, 25,0, 0,0, 33554432)| 66 ASTASTAS[TA: (198,0,8,16,0, 1620)
6 IA]9A: (42,9,8,0,0,41472) 67 3As AL (218,1,6,18,0, 1458)
7 AST[15 A (42,15,2,1,0,131072) || 68 3D [[D«][3 A1 (210, 3,12, 6, 4, 2048)
3 9A, (54,0,18,0,0,19683) |[ 69| A7][Es][2Ds][A: (210, 1,11, 9, 3, 768)
9 A5 A:[[6A: (54,6,12,1,0,62208) |[ 70 D;[[A7[IDs]]As (210,0, 10, 12, 2, 768)
10 12A;]TA, (74,1,24,0,0,1062882) || 71| D-[12A-][As[[A: | (210,1,9,14,1,2048)
11 3AS[[4A:][3A: (66,3,14,3,0,41472) |[ 72| Ao[IA-]IDs[12A1 | (210,2,7, 14,1, 1280)
12 1A5]]9A: (66,9,8,4,0,131072) |[ 73| Aw][A7][Ac][A: (210,1,6,17,0, 1232)
13 A [TE-[TA: (434,1,5,18,1,72) 74 2A[[E6[TA: (222,0,9, 14, 1, 729)
14 D421 A (66,21, 3,0, 1, 3388608) || 75 AL ]TASTIDs (222,0,7,15, 1, 396)
15 6A3[[A2 (78,0,14,6,0,12288) |[ 76 2A,[[De AL (242,1,7,16, 1, 800)
6] A4[[3A3[[3A2]I2A (78,2,14,5,0,34560) || 77| Aun]IDs[[As][As (234,0,9,15, 1, 1152)
17 Di[[9A: (78,0,21,0,1,78732) |[ 78 AL TTASTTAs (234,0,6, 18,0, 648)
18 SA;[[A: (98,1,16,8,0,131072) || 79 4D6 [T A: (242,1,12,8,4,512)
19 2AL[T4A5]TAL (90,1,12,8,0,12800) || 80 AS[[Ec D6 [T A (234,0, 10, 12, 2, 480)
200 3ALJTA:T[2A:][3A; (90,3,12,7,0,36000) || 81 D-[12Es¢[[As (258,0, 11, 10, 3, 216)
21 D.[[5A5[[3 A1 (90,3,13,5,1,32768) || 82| Ds][2Ds][Ds]JA: (258,1,12,8,4,512)
22 A;[[3A:[[4A: (90,0,16,6,0,31104) || 83 Ay[[2D~ (258,0,8,13,2,160)
23 A;[[4A5][6A: (90,6, 10,7,0,98304) || 84 A, [IDs[TA~ (258,0,7,16, 1, 320)
24 Di][3AL[[3A: (102,0,15,6,1,13500) || 85| A1 [[D-]IDs]]A: (258,1,8,13,2,384)
25 As [J2A4J[2A:[TAZJTAY (102,1,12,9,0, 14400) || 86 2A11 [TA: (270,0,6, 18,0, 432)
26 6ALA: (122,1,12,12,0,31250) |[ 87 AL TTEs[TA6 (270,0,7,16, 1,273)
27 4D, J]9A, (114,9,12,0,4,131072) || 88| Aun[[D7][Es[[A: (290, 1, 8, 14, 2, 288)
28 A;[[2D4][3A; (114,0,14,6,2,6144) || 89 A3 [[D6[[Ds (282,0, 8, 14, 2,224)
29 2A;[[2AL][AZ]AL (114,1,10, 11, 0,7200) || 90 4Eq [TA: (290,1,12,8,4,162)
300 2A5][D4[[2A:][3 A (114,3,11,8,1,18432) || 91 A TAW][TA: (294, 1, 4,19, 0, 308)
31 3A5[[4A; (114,0,14,9,0,17496) || 92 2A:[TA: (314, 1, 4,20, 0, 338)
32 D;J[6 A3 ]TA: (114,1,15,7,1,32768) || 93 E.[[3Ds (306,0,12,9,4, 128)
33 Ac[[2ALJ[2A:[TAZJTA] (114,1,12,10,0, 16800) || 94 2A,[[E7 (306,0,7,17, 1,200)
34 IA5[TA: (126,0,10,12,0,3888) [[ 95 Dy [TAS [ Es (306, 0,8, 14, 2, 120)
35 D:;[4A:]TA: (126,0,13,9,1,7500) || 96 AL Do [TAs (306,0,7,17, 1, 288)
36 AsID4J]3 A, (126,0,11, 10, 1, 3500) || 97 AuLJTASTA: (306, 0, 6,19, 0, 450)
37 As[[2As[TA:[2A: (126,0,12,11,0,9072) || 98 AL [E [ Es (330,0,8,14,2,72)
38 4A5TID«TA: (146,1,11,12,1,10368) || 99 3Ds [T A: (338,1,9,12,3,128)
39 Ds[[2As[ID«[TAS[TA: | (138,1,12,8,2,4608) || 100 2Ds [[E-[[2A) (354,2,9,11, 3,128)
10 Ds[[3A5[[4A: (138,4,9,10,1,13824) || 101 Dio][Ds][Ds ] Ax (354,1,9,12,3,128)
41 6D A (146,1,18,0,6,8192) || 102 A [ID:[TA: (354,1,5,17, 1, 128)
2] 2AG[TAS[TALII2A: (138,2,8,13,0,5830) || 103 A DoAY (386, 1, 5,18, 1, 128)
3 A [JAS[[2A]]As (138,0, 10, 13, 0,4800) || 104 A [[E-[TAs (378,0,7,17,1,128)
14 A7 TTASID«[12A5I2 A7 (138,2,11, 10,1, 12288) || 105 A7 [TAs (378,0,4,21,0,162)
45 2AG[[Ds[TA4[TA: (150,0, 11,11, 1,2940) || 104 3E;[[D4 (402,0,12,9, 4, 32)
16 3As[[Da (150,0,9,12,1,1372) || 107 A ]Dn (402,0,5,18,1,56)
17 A7 [TA[TAS[TALT AL (150, 1,8, 14,0, 3360) || 108 Ais[[Es (414,0,5,18,1,57)
48 IA[TA: (170,1,8,16,0,4802) || 109 A JI6A: ][5 A (66,5, 14, 2,0, 116640)
49 3D [TAs[TAs (162,0,13,7,3,1536) || 110 Do [[2E7[TA: (434,1,9,12,3,32)
50 Do [[4D4[[3 A1 (162,3,15,2,5,8192) || 111 D12 [[E7[[Ds (450,0,9,13,3,32)
51 De[[3A5][As (162,0,11,12, 1, 3456) || 112 2D [TAL (530, 1, 6, 16, 2, 32)
52 A7[[2Ds[[2A3]TA: (162,1,12,9,2,4096) || 113 Do [TEs [TE- (546,0,9,13,3,8)
53 2A;[[2D4]TA: (162, 1, 10, 10, 2,2048) || 114 D [[Dio[TA: (546,1, 6, 16, 2, 32)
54 As[[3A5 (162,0,8,15,0,1944) || 11§ A [[Es (546,0,5,19, 1, 18)
55 As[TAs[TAs[TA:][Az | (162,0,10,14,0,4536) || 11 A TA: (558,0,4,21,0,72)
56 3A7[TA: (174,0,8,15,0,1536) || 117 A TAY (602, 1, 2,22,0,50)
57 As[TACIIDs[TA: (174,0,9,13,1,1260) || 11§ D [[Es A1 (722,1,6,16,2,8)
58 2A;[[2D5[TA: (194,1,10,12,2,2048) || 11 3Es[TA: (722,1,9,12,3,2)
59 Es[[3A;][Ds (186,0,12,11,2,2592) || 12 Dis[[Er (738,0,6,17,2,8)
60 A, TIDs]ID5[TAs (186,0,10,11,2,768) || 121 Do [JAL (1106, 1, 3,20, 1,8)
61 2A;[[Ds[[A:]] AL (186,1, 9,13, 1, 2048)

TABLE 3. Numérotations des systemes de racines des éléments d




CALCUL D’OPERATEURS DE HECKE

i i Ai
1 [22] 4194303
2 Agy @ [20] 2096862
3 Aoy @ Agg @ [18] 1049196
4 Aqg[3] @ [16] 527472
5 Aoy @ A1g & Ar7 D [16] 522792
6 Aro[3] ® A5 @ [14] 267048
7 Ao & A1g @ A7 @ Ay @ [14] 262368
8 Aoy @ Aq7[3] @ [14] 254448
9 Aoy @ A1g @ A5[3] @ [12] 137712
10 N2113 B A1g @ A7 & A5 @ [12] 131328
11 As113 ® Ar7[3] @ [12] 123408
12 Aq7[5] @ [12] 114672
13 Agy @ Ay5[5] @ [10] 78576
14 A9y & A1g D A5[3] ® Aqp @ [10] 71376
15| A2113D A9 ® A7 @ A5 @ App @ [10] 64992
16 Ag5[7] & [8] 60072
17 Aoy 13 ® A17[3] © Ap @ [10] 57072
18 Ay7[5] © A1y @ [10] 48336
19 Ag19 @ Ay5[5] @ [8] 47376
20 Ao19® A9 ® A15[3] Ay @ [§] 40176
21 A1g[3] ® A1s @ A11[3] @ [8] 34872
22 | Ao D A1g® A7 D A5 ® Aq1[3] B [8] 30192
23 Ao19 P Arg7 & A15[3] & Ayy & [6] 22752
24 Aoy @ A17[3] © A11[3] @ [§] 22272
25 Aqg[3] © A11[5] @ [6] 13368
26 | Ao A7 A7 DA A[3]D[6] | 12768
27 Ao @ A1g @ A7 @ A11[5] @ [6] 8688
28 | Ao1 5D Ag7 A7 B A A3 P [4] | 2928
29 Ag15 ® D19 @ A7 @ A11[5] D [4] —1152
30 Ao @ A1g & A1 [7]) & [4] —3888
31 Aoy @ A1 [9] @ [2] —21744
32 Aqp[11] —49128

TABLE 4. Parametres standards ¢; = (m;, St) des 32 représentations ;
dans Tl¢usp(SO23) telles que o est triviale, rangées par valeurs propres as-
sociées pour T9 décroissantes.



THOMAS MEGARBANE

i Vi i

1 [24] 16777215
2 Asi[3] @ 18] 2095128
3 Aoi[3] @ Ay7 @ [16] 1042320
4 Ayo[5] @ [14] 538392
o A1 3] © A7 © Ay @ [14] 521472
6 Ao B[ @ Ays[3] © [12] 272160
7 Ng313 B Ag[3] B A15 & [12] 271440
8 No313 B Dot & A9 DA D A5 BT12] 262080
9 ANg313© Ao & A7[3] 6 [12] 246240
10 A5[9] @ [6] 142632
11 As3.10.11 Aoy & A15[3] @ [10] 142368
12 A B[ 8 A5[3] @ Ay & [10] 130488
13 As313 8 A3 A5 & Ay B [10] 138768
14 Ao319.11 D Ao113 B A7 & A5 B [10] 129600
15[ A3 @ Dot ®A19 D Ai7 D Ags  Aqg @ [10] 129408
16 Ao1133][ @ A7 & [10] 125040
17 Aos13 D Ao & A7[3][ & A1 B [10] 113568
18 Agz 7 & Ass[7] @ [6] 88800
19 N30 @ Aot A5 B 8] 88368
20 Ag3.19.11 D Ao19 ® A5[3][ B[] 79968
21 ApBl@ AL &8 74040
22 No30 DA DA DAB][E A1 B8] 73968
23 Do3.17,0 © D113 DA19 D A5 © A1 D8] 70128
24 Ap3130 D019 D A1 DA DA DA DS 67008
25 Ay7[7] @ [10] 63388
26 Ags7 & No1 9 & A5[5] & [6] 63408
27| Doz 9@ Do 130 A19 D D17 DA DA DS 61200
28 Ay B@A 17 ®A15 ® Au3] B g 57120
29 A1 9[3] © As15[3] © [6] 53760
30 No313 D D190 ®A173[ B A1 B [8] 51168
31 Aoz 7 D Ag1o® A1g ® A5[3] © A1y @ [6] 49008
32 Ag39® D113 D A17[3] B A1 D [F] 45360
33 No39® Ao ®N1g7® A5[3] @ A11 @ 0] 39120
34 Agz7 © Ao[3] D Ay © A1 [3] © [6] 38400
35 Ao3.17,0 © Do1,13 D D197 © D15 © Arg D [6] 35280
30 Nogs.15.7 D A[3] ® A [3] @ [6] 32544
37| Ao3130 82190 A197DA17 DAy DAy B 6] 32160
38 A7 @A @A DA DA AL @ 0] 29040
39 Ag390 D A7[B]© A1 © 8] 27888
40 [ Ao39 D A2113D D197 DA17 DAy © A1y D [6] 26352
41 A23715 7B Ao BA1g D A7 D A11[3] D [6] 23184
42 Az30® Ag1 s ©A1g7 © As[3] D A1y & [4] 19440
43 Ag313® A1g 73] D A15 © A1 &[4 16800
44 [ Ao3135 ® D19 DA19r DA B A DAL D[A] [ 15744
45 Ao3.175 D Dot B A1g7 & A15 AL [3] D [4] 14784
46 A [3]@ Ay © A5 @ 6] 14112
47 Ag37® Aoy & A17[3] ® A1:1[3] ® [6] 13200
48 [ Aoz 7 ©Ao15 ©A1g ®A17r A5 © AL [3] D [4] 9360
49 Ao 175 D Aot ® A1g & A1 5] @ [4] 6624
0 A23.157 D Da15 S D19 D Ay A [3] D [4] 3504
ol Nos 7 ® Ao1 5 ® A17[3]® A1 [3] & [4] —6480
52 Ao3153 D D215 D A197 ©A17 A [3] @ [2] —10176
53 Ao [3] D A7 @ [4] —11040
o4 A1 5B A 17 B A @ A [3] B [2] —11760
95 A23.193 ® Do15 D A17 © A1 [] D [2] —13440
56 As3193 @ Ag1 @A [7] D 2] —18912
o7 Sym*Ay1[2] & Ay [9] —53472

TABLE 5. Parametres standards ¢; = (m;, St) des 57 représentations ;
dans ITeusp(SO2s) telles que o est triviale pour lesquelles les valeurs propres
associées pour Ty sont entieres, rangées par valeurs propres associées pour
Ty décroissantes.



CALCUL D’OPERATEURS DE HECKE

i

Vi, Vi1 Hiy Hit1

58 A3, @ [22] 8389146 + 121/144169
60 A2, @ Ay @ [20] 4194264 + 12+/144169
62 A3y @ Aoy B Ay B [18] 2098932 + 121/144169
64 A3, ® Arg[3] @ [16] 1055484 + 12/144169
66 A3, ® A9y @ Arg ® Ar7 @ [16] 1046124 + 12+/144169
68 A2, ® Aro[3] @ Ays @ [14] 534636 4 121/144169
70 A3, 8 Noy B A9 D A7 © Ay @ [14] 525276 4 12+/144169
72 A2, & Aoy @ Aq7[3] @ [14] 509436 4 12+/144169
74 A3s @ Aoy & Arg ® Ag5[3] & [12] 275964 + 12+/144169
76 A2y B Ao 13D A1g & A7 & Ags & [12)] 263196 + 12+/144169
78 AL B Aoy 13 B Arr[3] & [12] 247356 4 12+/144169
80 A3, ® Ay7[5] @ [12] 229884 + 12+/144169
82 A3, & Aoy @ Ays[5] @ [10] 157692 + 121/144169
84 Al @ Agy @ A9 ® A5[3] @ Ay @ [10] 143292 4 124/144169
86 | A3 D Ag113® Ao @ A7 @ Ays © Apy @[10] | 130524 + 121/144169
88 A2, ® As[7) @ [8] 120684 + 121/144169
90 A3 @ Aoy 13 B Aq7[3] & Ay @ [10] 114684 + 124/144169
92 A%, & A7[5] @ Ay @ [10] 97212 4 12/144169
94 A3s ® Ao19 ® Ars[5] & [8] 95292 4 121/144169
96 A2, ® Aoy g ® Ao ® A15[3] & Ay @ [8] 80892 + 121/144169
98 A3, ® Ao[3) @ A1y ® Aq1[3] @ [8] 70284 + 12+/144169
100 | A3, @Ay @A @ A1 DA DA[3] @8] | 60924 £ 121/144169
102 A%y ® Ag19 ® A1g7 ® A15[3] D Ayy & [6] 46044 + 12+/144169
104 A3y ® Aoy & A7[3] @ Ar1[3] @ [8] 45084 + 12+/144169
106 A3, ® Arg[3] ® A11[5] @ [6] 27276 4+ 121/144169
108 | A33 0 Aoy @ A1g7 D A7 D Ays & A1 [3] B [6] | 26076 + 121144169
110 A2, ® Aoy & Ao ® A17 ® Ap1[5] @ [6] 17916 4+ 12+/144169
112 | A3y @ Ao 5 @ A7 ® A1y @ A5 & Ay [3] @ [4] | 6396 + 12¢/144169
114 Ay @ No1 5 ® A1g D A17 ® A1 [5] & [4] —1764 4 12+/144169
116 A33 ® Aoy & A1y & A1 [7] & [4] —7236 + 12+/144169
118 A% D Agy ® A11[9] B [2] —42948 + 121/144169
120 A%, @ Aqp[11] —97716 + 121/144169

TABLE 6. Parametres standards ¢; = (m;, St) des 64 représentations
dans ITeusp(SO25) telles que o est triviale pour lesquelles les valeurs propres
associées pour T ne sont pas entieres, rangées par valeurs propres associées
pour T décroissantes.

31



32

THOMAS MEGARBANE

w(ﬁv St) Qp(ﬂ'/, St)
23] @ [1] [22]
Sym?Aq; @ [21] [22], Ao & [20]
Agy [2] ® [1] D [19] A1 @ [20], Az @ Agg @ [18]
SymzAH ) A19[2} ® [17] A2 @ Ao @ [18], A1g[3] @ [16], Az1 & A1g & Ar7 @ [16]
Ap[d] e [1] & [15] A19[3] & [16], Arg[3] & A1s B [14]
A21[2} D Al?[Q] @ [1] ® [15] Aot @ A9 @ A17 @ [16], A1 © A1y © Ar7 & Ars P [14],

Ag1 @ A17[3] ® [14]

Sym?A1; @ Ag[2] ® Ays[2] @ [13]

A1g[3] D A1 @ [14], A1 @ A1e © A7 G Ars B [14],
Ao1 & A1g © A15[3] & [12], Ao1,13 P A19 D A17 © A1 & [12]

Sym2A11 D A17[4} D [13]

Aoy @ A17[3] @ [14], A21,13® A17[3] @ [12], A17[5] @ [12]

A1 ® A1 ® A15[3] @ [12], A21 @ Ass[5] @ [10],

A21[2} ® A15[4] @ [1] @ [11] A1 @ A1y ® A15[3] © A @ [10]
A21,13 D A1g & A7 ® Ars @ [12], Azi13 D A7 [3] B [12],
A21713[2] @ A17[2] ® [1] & [11] A21,13DA19DA17DA15DA11D[10], A21,13DA17[3]DA11 B[10]
Aqy7[6] & [1] & [11] Arr[5] @ [12], A1r[5] @ A @ [10]
Sym?Aq; & Ay5[6] & [9] Ao @ As[5] @ [10], Ars[7] @ [8], Azie ® Ars[5] B [8]
A8 @ [1] & [7] A7) @ [8]

Sym?Aq; @ A1g[2] ® A15[2] © A1 [2]

[9]

Az & A1g & A15[3] & A1 & [10],
A21,13 D A1g @ A7 @ A1s ® A1q @ [10],
A21,9® A1g @ A15[3] © A11 & [8], A19[3] B A1s & A11[3] & [8],
Aot @ A1g & A17 & A1s B A11[3] B [8]

A1 9[2] © Ay5[4] @ [1] @ [7]

A21,9 ® A15[5] @ [8], Az1,0® A1g ® A15[3] ® A11 D [8],
Ao1,90 ® A1g,7 & A15[3] B A1 & [6]

Sym2A11 D A17[4} D A11[2] D [9]

Ao1,13 B A17[3] & A1 @ [10], A17[5] @ A @ [10],
Ao @ Ar7[3] @ A11[3] B [8]

Apgl4] © A 4] @ [1) @ [7]

A1g[3] ® A5 & A11[3] D [8], A19[3] ® A11[5] & [6]

Ag1[2] & Ar7[2] @ Ani[4] @ [1] @ [7]

A1 BA19 DA DA BA11[3]| D8], A1 DA17[3] B A11[3] B8],
A21DA19 7DA17BA15DA11[3]D[6], A21 DA10DA17BA11[5]D[6]

Sym?A1; @ A1g7[2] @ Ar5[2] @ A1[2] @

[5]

Ao10® A1g7 @ A1s5[3] & A11 & [6],
Aoy @ Avg,7 D A17 D A5 ® A11[3] @ [6],
Ao15 B Arg7 @ A1 & Ars © A11[3] @ [4]

Sym?Aq; @ Arg[2] ® Aq1[6] @ [5]

A19[3] ® A11[5] B [6], A21 & A1g & A1z ® A11[5] @ [6],
A215 B A1g & A1y & A11[5] & [4], Ao1 @ A1g & An[7] & [4]

Ao152] © Ar7[2] © A [4] @ [1] @ [3]

A215 B A1gr @ A1r & A1s & A11[3] & [4],
Ao15 B A1g & A7 @ A11[5] B [4]

Agi[2] @ A [8] @ [1] @ [3]

A1 & Ao D A11[T) B [4], Ao1 & A11]9] @ [2]

Sym2A11 D AH[lO] D [1]

Az1 @ A11[9] @ [2], Aqi[11]

Aq1[12]

Aq[11]

TABLE 7. Parametres standards ¢ (7’, St) des éléments " € Res 7, pour les
représentations m € Ilg;sc(O24) telles que 7o est triviale.
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Y(m, St) Y(n', St)
1] 23T
Ao B[ & 18] Az 2] & 1] & [19]
s sl
19 19
A21[3] B A7 D A15 &) [14] N1 [2] ® A17 20 |1 (15
A1 [3] @ Ay5[3] @ [12] A21 200 A4l 1] 11
Ags13 D A1g[3] & Ays & [12] Sym Ay & Ag[2] & A15[2] & [13]
Ng313 @ Dot B A19 DA D A5 B [12] Sym*Aq; @ Ayg[2] @ Ays[2] @ [13]
AVERE: @Aﬁm[g? A[lg}[?’} @ [12] SYIHAAl[l ]@ A[ ]7[4] [@] [13]
159 D 15|83 D7
Ag319.11 D A1 & A5 [3] @ [10] Ao12]® Arsld] @ 1] P [11
A21[3] D A15[3] O A1 D [10] Aa1 2] Asl4] @ [1] @ [11
AA23 13 P AA19[3] & AAIE) ® AAII ® [1[(1)]0] SmeAAu ® ?219[ ]A@ [Aﬁ [2][16]9 A[llll[]2] @ [9]
23,1911 D D2113 D A7 D A5 D 21,132 DA 2] D [1] D
Ag313 @ AQIA@ AIE)S]@ AAN ® Aﬁ%}@ A @ [10] SmeAAn &) ?219[2}59 [Aﬁsm[f]B A[1111[]2] @ [9]
21,13|3| D Q17 D 21,13|12] D A17[2| D |1 D
AVERE) @AA21 ® ﬁn[[i;]] @ fﬁ]ﬂ @ [10] Sym2A11A@ §]17[ []1]69 A[%]l 2] ® [9]
23,7 D Q15|17 D 15(8] D |1 D
Aoz ® Ag1 & Ay5[5] P [§] Sym®Aq; & A45[6] & [9
Ags 19All [G;]AzlA,g 6?3?15 g & [§] %1 g[l[ﬁ] @AAliz[f]ﬂ @[ﬁ] @[7?
1919] D A1 D 194 DA 4D |1 D
N30 D Aot DA B A53] B A1 @ [8] Sym®Aq; @ A1g[2] ® A15[2] © A11[2] @ [9]
No3170 D A2113 B A1 B A15 A1 B [§] Sym®Aq1 & Aig[2] & A5[2] D Aq1[2] @ [9]
Ag313 D Aoy g GBAAw[%B A1[7 6]9 Ais ® A1 & [8] Sym’Ay; @ ﬁm[[?]] & [A15[2[] EB] A11[2] @ [9]
17[7] @ [10 17.6 @11
Aoz7 D As1.9 D A15[5] @ [6] No1 o 2] D A[AJ e 1] 7]
N30 DA 13D A B AT DA DAL B[S Sym®Aq; @ A1g[2] D A15[2] © A11[2] @ [9]
S T Ty
21,9 15 21,9 154
Nog313 B Ao1,0 D A17[3] D A11 B [8] Sym*Ay; @ A7[4] © Ay [2] © [9]
N3 7B N1 9 P A1 B A3] 2 A1 B 6] Ao o2 A4 [1] @ [7]
Noz0 @ Ao113 D A17[3] & A1 @ [8] Sym®Aq; @ A7) @ A [2] @ [9]
AQSA,Q &) A21AG9 [A3]19.7§9 A15[A3] 6?3?11[669] [6] SmeAuA@ @ﬁg 7[2] @{ﬁw[[l]]@ [Aﬁl[ | @ [5]
23,7 D A19[3| D D15 D D113 D w4 eAL4S |l &
A23,17£® Ay 13§9 A[é}g 7 iA%??]@ ?6?1 @ [6] SYIHQAMA@ @ﬁg 7[2] @[ﬁls[ﬁl]]@ ?7?1[2] @ [5]
23,15,7 D A19|3] D A11|3] D 94 eAL4S 1D
Ags13 D No1,0 DA1g7 @ A7 ®A1s DAy @ [6] | Sym®Ary @ Ay 7[2] D As[2]  Api[2] @ []
Ag37® Aot ®A19g DA DA & AL [3] D [6] Am@l@ A2l @ A4 O 1] D [7]
A23 9D A17[ ] (&%) All () [ ] Sym A11 D A17[4} 2 All[ ] [9}

Aoz 0B Aoy 13 Ao 7 B A7 & Ass ® Ay @[6] [ Sym®Ayy & Asg7[2] ® Ass[2] & Ap1[2] & [5]
D157 0821 B A6 AL B A 3[4 [6] RSP ERSNEINEG
Noz 9 ® Aoy 5 P A[19]77 & Ai5[3] Au[ 6]9 4] SymzAll & Al&),?ﬂ @ A15% @ Allﬂ & ﬂ

N2313 D A19 73| DA DAL D[4 Sym A1 @ A2 2 A52] A 2] B [
Ao3.135 D Do1.0® A1gr DA17 D A5 @ A1 @ [4] | Sym? Ay @ Ao 7[2] D Ars[2] © A [2] @ [5]
Asz17.5 i A[231} @ 219,7 @AA1[55]EB A[é]l (3] ® [4] SmeAAHQ@ AA19,7[22] @ﬁldg] ® ?11[2]769 [5]
213| D A7 D A119) D 2112| D A172| D A4 D (1D
ANg3 7D ANo1 ® A17[3]® A11[3] © [6] A2l A2l A 4| 1] |7
Noz7 DDo1s DAY DA DA A3 [4] A1 s2l ARG AL[A O 1] B 3]
Nos175 D Aoy @ A1g @ A1 [5] @ [4] Sym®Aq; @ Aig[2] @ Ayy[6] @ [5]
N3 1578 D015 B A1 B A1 AL B[S [4] Ao 52l A2l A4 1] B [3
Aoz 7B Aoy 5 A17[3] & A1 [3] B [4] Ao 52| ® A72l @ A4 @ [1] @[3
Ag3153 @ A2A1,5ﬁﬁ127 6[9 ]A17[E? A 3] @ [2] A21,5A2 G? ]A17A2 E? ]Au EINEE
213 AT D 4 212 QAL 8D 1] B3
ANy 53] D A17 @ A5 ® A [3] @ 2] Ao 520 A2l A4 [1]a[3
A23193 B No1 5 B A1r B AL[B] 2] 2152 A2l A4 1] B [3
Aog3193 D Aot AL B [2] ARl A 8] [1] e (3
Sym?A11[2] ® Aq1[9] Sym?Aq; @ A1[10] @ [1]

TABLE 8. Parametres standards ¢(7’, St) des éléments 7’ € Res7, pour les
représentations m € Ileusp(SO2s) telles que 7o est triviale, dont les valeurs

propres associées pour T9 sont entieres.
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Y (, St) Y(7', St)
A3, @ [22] 23] @ [1], Sym>Aq; @ [21]
A3, ® Ay @ [20] Sym?An @ [21], A [2] @ [1] @ [19]
A3, ® Aoy & Aqg  [18] Ao1[2] @ [1] @ [19], Sym?Aqr & Aro[2] & [17]
A3, ® Arg[3] @ [16] Sym2Aq1 ® Ao[2] @ [17], Are[4] @ [1] @ [15]

Ay ® Aoy @ Ajg © Ay7 © [16]

Sym?Aq1 @ A1o[2] @ [17], A21[2] ® Ar7[2] @ [1] © [15]

A% A1g[3] @ Ays & [14]

A1o[4] @ [1] @ [15], Sym?A11 @ A1g[2] & A15[2] @ [13]

A3y ® Aoy & Ao ® Ayr & Ay @ [14]

Ao1[2] ® Av7[2] @ [1] @ [15], Sym?A1; & A1o[2] & A15]2] @ [13]

A3, ® Aoy @ Aq7[3] @ [14]

A21[2] © Arr[2] @ [1] @ [15], Sym®An @ Ar[4] @ [13]

A33 ® No1 & Ao ® Ay5[3] @ [12]

Sym?A11 @ A1o[2] ® A15[2] @ [13], A21[2] ® A1s[4] @ [1] @ [11]

A3y ® Ag113® A1g ® Aty @ Ags & [12]

Sym?A11 @ A19[2] ® A15[2] @ [13], Az1,13[2] @ Arr[2] @ [1] @ [11]

A3 @ Aoy 13 @ Ar7[3] & [12]

Sym®A1y & Ar7[4] @ [13], Az1,13[2] & Arr[2] @ [1] @ [11]

A3 @ Air[5] @ [12]

Sym?A11 @ A17[4] © [13], A17[6] @ [1] @ [11]

A% & Aoy & Ags[5] @ [10]

A0 [2] ® Ars[4] @ [1] @ [11], Sym®Aq1 @ Ay5[6] & [9]

A3 @ Aoy @ Ajg ® Ass[3] ® Ayy @ [10]

Ao 2]0A15[4]B[1]®([11], Sym® Ay @A19[2]®A15[2]D A1 [2]B[9]

A3s ® N2113® A1g & A7 & A5 & Apr @ [10]

A2113[2] & Ar7[2] @ [1] @ [11],
Sym?Ai1r @ A1o[2] ® A15[2] B A11[2] & [9]

AL o As[7) @ (8]

Sym?A11 © A6 @ [9], As[8] @ [1] @ [7]

A3 ® Ng1 13 A17[3] & Apr @ [10]

Ao113[2) ® Ar7[2) ® [1] @ [11], Sym?A1 @ Ar7[4] ® A11[2] @ [9)

A% & A7[5] @ Ay @ [10]

Ar7[6] @ [1] @ [11], Sym®A11 & Asr[4] @ Ani[2] @ [9)]

AL, @ Aoy 9 ® Ays[5] & [8]

Sym?Aq1 @ A15[6] @ [9], Ao19[2] ® Ass[4] @ [1] @ [7]

ALy & Ao1 g ® A1g ® A15[3] @ Arg & [8]

Sym?A1; ® A1o[2] @ A15[2] ® A11[2] @ [9],
Ao1,9[2] ® Ass[4] @ [1] @ [7]

A%y & Ag[3] @ Ars ® A1 (3] @ [8]

Sym®A11®A10[2]BA152]BA11[2]B[9], Are[d]®A1[4]B[1]B[7]

A3 @ Aoy & A1g ® Arr ® A1s ® A11[3] @ [8]

Sym2A1 @ A19]2] @ A15[2] @ A11[2] @ [9],
A21[2] ® A7[2] @ An[4) @ [1] @ [7]

A2, D Ao1 g ® Argr ® Ay5[3] © Ary @ [6]

Ao19[2] ® Ass[4] @ [1] @ [7],
Sym®Aq1 & A1g,7[2] ® A15[2] ® A11[2] & [5]

AZ3 @ Agy © Ar7[3] © Ay [3] @ [8]

Sym2A11 @A17[4]@A11 [2] (&) [9], Aoy [2]@A17[2} DA [4]@[1]@[7]

AZs ® Aro[3] ® Ay [5] @ [6]

Avo[4] © A11[4] @ [1] @ [7], Sym?Arr @ A19[2] © A11[6] @ [5]

A3y ® Aoy & A1g7 ® Arr ® A1s @ Aqy[3] © [6]

Ao1[2] ® Arr[2] @ A @ [1] @ [7],
Sym?Aq1 @ A1g,7[2] ® A15[2] ® A11[2] @ [5]

A%y ® Aoy & A1g © Arr ® Ay [5] @ [6]

Aoi 2|0 A17[2] B AL [4]D[1]@[7], Sym2A11 @ A19[2]DA11[6]B[5]

A3y ® Ao1 5D Argr ® A7 ® Ars ® Aqy[3] @ [4]

Sym®A1; @ A1o,7[2] & A15[2] & Ani[2] @ [5],
A215[2] ® A17[2] @ A1 [4] @ [1] @ [3]

A3 No1s & Ao ® A7 & Ay [5] @ [4]

Sym?A11®A19[2]0A11[6]B[5], Az15[2]@A17[2]DA 1 [4]D[1]®[3]

Ay @ Aoy ® Ayg © Ay [7] @ [4]

Sym?A.; & A19[2] ® A11[6] @ [5], A21[2] ® A11[8] @ [1] @ [3]

A%3 O Ao1 @ A11[9] S [2]

A2i[2] ® A [8] @ [1] @ [3], Sym?A11 @ A [10] @ [1]

Ay & An[11]

Sym?Aq; @ A11[10] @ [1], A11[12]

TABLE 9. Parametres standards ¢ (7/, St) des éléments " € Res 7, pour les
représentations m € Ieusp(SO2s) telles que 7o est triviale, dont les valeurs
propres associées pour Ty ne sont pas entieres.
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