PCSI2 Lycée Champollion 20252026

Feuille d’exercices n°6 : Les complexes

Exercice 1 [Formes algébriques]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1 (34+20)(1—i)=5—1i; 4. A = 8 il
N3 . 245i | 2-5i _ :
2. (1—14)3=-2-2i; 5. T+ T =3
‘ i\ 2 .
3. =it 6. (25)" = —25 iz

Exercice 2 [Formes exponentielles]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle, ou 6,60 € R :

114 e — 2cos(0/2)e®/? si 0 € [-m; 7] mod 47
' T (“2c08(0/2))el®2  si 6 € [r;37]) mod 4r
5 1_ o — 2sin(0/2)e’/2=7/2) i § € [0;27] mod 47
' “ = (—2sin(0/2))e' 27/ si g € [-2m;0] mod 47
5 1—e? tan(0/2)e"™/? si 6 € [0;7 mod 2
" 1+4eif | (—2tan(6/2))e”/2  si 6 €] — ;0] mod 2m
L it 4 i 2c0s((0 — 0')/2)e!*+0)/2 i (0 — @) € [~m; 7] mod 47
' T (—2cos((8 — 0)/2))el0F0)/24m) gi (9 — ') € [r;37] mod 47

ﬁ(me_w si €] —m/2;7/2] mod 27

5. 1 —itan(f) = { (_COS(O))ei(—eer) si 0 €|n/2;3n/2] mod 27

Exercice 3 [Inégalité de Ptolémée]
Lozl |y — 2| = |vy — 22| = |2y —yz +yz — 22| < |vy —yz| + [y — 22 = |y| - [z — 2+ [2] - [z — y.
2. X=y—z2,Z=z—xet Z=t—2x:

[z =yl |z =t = X[ Y = Z| <WY[-|Z = X[+ [2] - [ X =Y]=|e—z]-Jy—t|+ |z -1 |y - 2]

avec égalité ssi (xy — yz) = Ayz — xz) pour A € R,.

Exercice 4 [Un calcul de dérivées]

sin®(z) = —Zsin(Sx) + Zsin(x)

3" 3 —32(—=1)"2sin(3x) + (—1)"/?3sin(x) si  n pair
(n) . _Z g i — N 4 4
Jriae 4 sm(3x+n7r/2)+4sm(x+n7r/2) { —22(=1)" D 2cos(3x) + (—1)"V/23cos(z)  si n impair

Exercice 5 [Systéme d’équation trigonométrique|
Résoudre les systémes suivants :

1. Analyse-synthése : on raisonne modulo 27 et * = —y ou 7 + y puis x — y et 2cos(z) = —1 donc
r==+21/3 et y = F27/3.



cosa + CcoSxT + cosy =
sina +sinz +siny = 0
l+cos(z—a)+cos(y—a) = 0
0= . .
sin(z —a)+sin(y—a) = 0

2. Raméne au cas précédent : { & el el Lol — () & ] feilz—a) g pily—a) —

S x=a+ +2r/3 et y =a =+ 27/3 (modulo 27)

Onposer =X, y=eV et z=¢%:Y =X +21/3 et Z= X F >3 puis :

2" + yn + M0 1 + 62in7r/3 + e—2in7r/3 =0 n=1ou2mod3

Exercice 6 [Puissances des racines de 'unité]
ay = e = (e)* pour § = 27 /n
1,
Sp = ZZ:O (ezpe)k :

e si p multiple de n : e’ =1 et Sp=mn;

e sinon : e = 2P™/" £ | et S, = 0 (somme géométrique)

Exercice 7 [Deux sommes classiques]
Cp+1iSy = > po (1)e*? = (1 + €)™ = (2cos(0/2)e?/?)" = 2ncos™(/2)e?/2
C,, = 2"cos™(0/2)cos(nb/2) et S,, = 2"cos™(0/2)sin(nb/2)

Exercice 8 [Deux sommes trigonométriques]
o= Z;é cos (0 + 27 et = ZZ;& sin (6 + 227).
a+iff =S n_) 02/ — () donc a = B =0

Exercice 9 [Autres sommes trigonométriques|

sin((n+1)0/2) %
sin(60/2)

L S=>,_ysin(kf) et C =3, _,cos(kf) : E=C+iS =n+1 (si § =0[2n]) ou
(sinon) puis :
sin((n + 1)8/2)sin(nb/2)

§=0ou Sin(0/2)

cos(260)

1 n+1 sin((n+1)0/2)cos(nd/2)
2 2 -

2 2sin(6/2)

2. on linéarise : Y, sin®(kf) = >,

sinon ;

=0 (si 6 = 0[27]) ou

n+1 sin((n+1)8/2)cos(nd/2)

3. idem ou utiliser que sin®+cos? = 1: Y7 cos?(kf#) = n+1 (si @ = 0[27]) ou 5 25in(0)2)

sinon.

Exercice 10 [Demi-plan supérieur et disque unité]

1. SizeC\{—i}etweC:
l+w

l—-w
donc f bijection de C\ {—i} sur C\ {1}. Pour bijectivité de P sur D il suffit donc de montrer que
f(PYCDet fY(D)CP:

f)=wez=1-

z—1

esizeP: |z—i| <|z+41 donc f(z) = +,
z+1

eD,;



I el
I —wp

] :
et (1 - |w|? + w — ) donc Im(z)

— >0d
T T wp onc

esiweD: z=fYw)
ze€D

2. z€R & |f(2)] =1 done f(R) = U\ {1}.

Exercice 11 [Homographies|

1. Siz€ P,alors 2 ¢ Rdonc cz+d=0< c=d=0 ce qui est impossible donc h bien définie sur P.

(az+b)(cZ+d  aczZ+ bd+ (adz + bcz)

2. h(z) = = et partie imaginaire se déduit de ad — bec = 1.
() ez + dJ? ez + dJ? P &
dw—10
3. h(s) =we —
—we+ a
qui assure la bijectivité, et qui est de la méme forme que h donc préserve le signe de la partie
imaginaire.

Exercice 12 [Complexes de module 1 et réels]

z+u e+ 2cos((a— B)/2)e A cos((a— B)/2) cR
T+zu 1+ €@t 2cos((a+ B)/2)eil D2 cos((a + B)/2)
zZ+u A—z 1 A—z 1A—=z2
1+ zu © BTN z2A—(1/z2) z/\—§€U

On pose z = e et u = ¥ :

On pose

Exercice 13 [Un polyndéme de degré 4]

(B2 4+ 2414+ (22 +22+42)2=0& (322 + 2+ 1) +i(2*+22+2))((322 + 2+ 1) —i(2* + 22+ 2)) =
0 B+0)22+(1+20)2+(1+2i)=00u (3—49)2?+(1—2i)z+(1—-2i) =0
-1+

et 2o = —1
—1—1
2

premiére équation : A = —7 — 24i = (3 — 44)? d’otl 2; =

seconde équation : refait les calculs ou passe au conjugué : z3 = et z4g =1

Exercice 14 [Une équation polynomiale de degré n]
142242224+ 22" 4+ 2"=0 (1+z+-+2"H+ 4+ +2"1+2) =0 (1+2)(1 +
z+-+2" ) =02=-1louzeU\{1}

Exercice 15 [Systémes somme—produit|

1. { iy—#_y524 & x,y =2+ (racines de X? —4X +5) ;

rT+y=3—1 o o . 2 (o - oy .
2'{xy:4—32' S x,y =241, 1 —2i (racines de X* — (3 —49)X + (4 — 31)) ;

3. { i;:yl: 2c0s(0) & 2,y = e (racines de X2 — 2cos(0)X +1 = (X — ) (X — 7)) ;

r+y =7 @{aﬁty:

4. on transforme en un systéme somme-produit :
Inz+lny = 1

7TE£v49 —4e
2

&,y =

(racines de X? —7X +e) ;



I

=)
—~
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5. idem :

In(a)X + 1).

(racines de X? —

I
—_

e = a T+ 2y
2zy = 1 @{ z(2y)

Exercice 16 [Identité du parallélogramme]|

On veut montrer que pour a,b € C : |a+ b> + |a — b]* = 2 (|a]® + [b]?).

On développe avec les conjugués : |a + b|> + |a — b|?> = (a + b)(@+b) + (a — b)(@ — b) = |a> + |b]* +
ab+ ba + |a|? + [b]> — ab — ba = 2 (|a|?> + |b]?).

Exercice 17 [Un parallélogramme 7]
21+ 29 21— 2 |21 + 22| |21 — 22|
<
> T2 |ST 2 2
cas d’égalité : 23 — 25 et 21 + 2 sont positivement liés, ce qui équivaut a 2z; et 2o positivement liés.
interprétation : dans un parallélogramme, la somme des longueurs des diagonales est supérieure ou
égale au demi-périmétre, avec égalité ssi le parallélogramme est aplati.

|21 = et pareil avec 2o ce qui donne l'inégalité.

Exercice 18 [Equations géométriques]|

22

1. 1, z et 2% alignés : & 122+1€R(:)26R

2

2. e rectangleen 1: < -
z—1
2

=z+1€iR& 2 {-1+ib|beR};

e rectangle en 2z : & ciR& zeiR;

z—1
22—-1 z+1 1
tangl SERERES = Re -—e{-1+ib|beR} < beR
e rectangle en z R € ZE{ +ib|b e R} Ze{—1+ib| € R}

4 2

., 4
3. z, 2% et z* sont alignés : <
22—z
R}

1
=z(z+1l)eRe zeRou Re(z):—§(:)z€]R{U{—1/2—l—ib|bE

4. 1, z et 2% sont les sommets d’un triangle équilatéral :

22 =1 o—2im/3 _ 1 ﬁ .

s e z—1 et I I = 2 9 7’
1

—1
e indirect : & =2+l=—jlo2=-1-P=j=e¥l=—- 4+i—.
z—1 2 2




