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Feuille d’exercices n’4 : Sommes, produits et systémes

Exercice 1 [Premiers exemples de sommes]
Calculer les sommes suivantes :

— 5% ~ 7k nogiz l 2n+1 -
. o VNS N
1. ; 32k+2 2. kzzo Bk 3. 2 ST1 4( 3) ; 4. kzg 33(1 o ) .

Exercice 2 [Premiers exemples de produits]
Calculer les produits suivantes :

1. ﬁ?)k; 3. ﬁQQk : 5. Hexp(k:Q) :
k=1 k=0

2.ﬁ(1+1)~ 4. ﬁ(4k¢2—1)‘ 6.ﬁ(1—i).
k=2 k) k=1 , k?

Exercice 3 [Sommes de puissances]
On considére n € N* et zy,...,z, € R. Pour tout m € N, on pose : S,, = >, _, 2}

1. On suppose que Sy = 0. Montrer que tous les x; sont nuls.
2. On suppose que S; = Sy = n. Montrer que tous les x sont égaux a 1.

3. On suppose que Sy, = S3 = 54. Montrer que tous les z; sont égaux a 0 ou 1.

Exercice 4 [Sommes des cubes]
n?(n+ 1)

Montrer que, pour tout n € N: Y 7 k* = 1

Exercice 5 [Simplification d’une somme]|
—~ 2k 1 2ntl

Siz € R\ {1} et n € N, montrer que : Za;?'“—i—l:x—l_a:?”’“—l'

k=0

Exercice 6 [Somme géométrique dérivée]
Sine€N*etqg#1, on pose : S =3 kq".
n

1. Montrer que S = Z Z q~.
k=1 =1

2. En déduire une expression simple de S.

3. Retrouver ce résultat en calculant (1 —¢) - S.

Exercice 7 [Simplification d’un produit]

2k +3
2k — 1

Pour n € N*, simplifier le produit suivant : H
k=1

Exercice 8 [Un produit géométrique]

Pour a # 1 et n € N, on pose : P = H(l +a2k).
k=0



1. Calculer (1 —a) - P, et en déduire P.
2. Reconnaitre une somme bien connue, et interpréter ce résultat.

Exercice 9 [Cinq produits trés proches]
On se propose de calculer de proche en proche les produits suivants :

A= [T i B= I i ¢= [ 4. o= ][] i E= [] i
1<i,j<n 1<i#j<n 1<i<j<n 1<g<isn 1<i<jsn
1. Calculer A, et en déduire B.
2. Exprimer B en fonction de C' et D, et en déduire C et D puis E.
Exercice 10 [Utilisation des sommes classiques]

En utilisant les valeurs de Z k et de Z k%, calculer pour n € N* :
k=1 k=1

1.Zk(k+1); 21n+2-n—1)4+--+n—-1)-2+n-1L
k=1

Exercice 11 [Groupement dans une somme]|
En regroupant habilement les termes, calculer pour n € N* les sommes suivantes (on pourra d’abord traiter
le cas oul n est pair) :

1. i(—n’%; 2. i(—nkk?; 3. i(—n’%?’.

Exercice 12 [Sommes télescopiques]
En faisant apparaitre des télescopages, calculer les sommes suivantes :

g n Lk . 1
1.;m; 2.;/{-]{!; 3.Z(k}+1>!; 4. Zln(l-kg).

k=1

Exercice 13 [Un autre télescopage]

1 b
1. Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢ tels que : Vk € N*, ACEEN ) = % + Pl + k i 5
2. En déduire, pour n € N*, une expression simple de i 1
‘ P ’ P PO LGk Dk T2
Exercice 14 [Sommes doubles]
Calculer les sommes doubles suivantes :
n k n n n k
LS D DT 533
k=1 I=1 k=1 l=k+1 k=1 I=1
2. (k+1)%; 4.3 ) “min(k, 1) ; 6. Il — k|
k=1 I=1 k=1 I=1 k=1 I=1



Exercice 15 [Découpage d’une somme double]

Pour n € N*, on pose : C,, = Z Z (k+1).

k=1 l=k+1

1. Justifier que : ii(k +1)=2C, + Zik.
k=1

k=1 I=1

2. En déduire la valeur de C,,.

Exercice 16 [Formule de Cauchy]
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Soient n € N* et aq,...,a, € R,. Montrer que : (

Exercice 17 [Formule du bindéme 1]
SineN:

1. Justifier qu'il existe a,b € N* tels que (2 + \/g)n = a + bV/3, et vérifier que : 3b* = a? — 1.

2. Montrer que (2 + \/g)n + (2 — \/§)n est un entier pair.

Exercice 18 [Formule du binéme 2]
En utilisant judicieusement la formule du binoéme, justifier que pour tout n € N* :

.2">n+1; 2. pour tout x € Ry : (14+2)" > 1+ na.

Exercice 19 [Sommes de coefficients binomiaux 1]
Simplifier les expressions suivantes :

1, ;(Z) : 2. gk(Z) : 3y ﬁ(g) : 4. zn:(ﬁ)

Exercice 20 [Sommes de coeflicients binomiaux 2]
Simplifier les expressions suivantes :

— (n k-1 .
Ly (k)?) : 3.
k=1 (

(7)2’“ E={(k1)eN? 0<k#I<n};
kl)eE

n-l n n
n—1 _ . k .
2. ) (k—1>2” F(—1)F (avec n > 2) ; 4. <l>xl (ot x # 0).
K1 z

=0 k=

Exercice 21 [Majoration et coefficients binomiaux]
Soit n € N* :



Exercice 22 [Majoration de factorielle]

Soit n > 2 :

1. Montrer que : (n!)? = Hk -(n—k+1).
k=1

2. En déduire que : n! < (”T“)n

Exercice 23 [Egalité de produits]

n

Soit n € N*. Montrer I’égalité : H(4k —2) = H(n + k), et donner une expression simple de leur valeur.
k=1 k=1

Exercice 24 [Résolution de systémes]
A Taide du pivot de Gauss, déterminer les solutions des systémes suivants :

v + 4 + 2z = 0 T — 5372 + 3I3 — Ty = 1

2z 4+ 5y — 3z =1

3r + 4y + Ay = 1 ° 21’1 — ].01‘2 + 3(134 =0 s

T N 2y _ 4y = 3 4.171 — 201’2 + 6[E3 =+ Ty = 2
31’1 — 6[L‘2 — 61‘3 + 81‘4 = 2 3z . 6y + oy = 7
T — 29 — 3x3 + 4xy = 0 T 4+ 2 4+ 2 o= 5
—2r;1 + 4xy + 4x3 — bxry = 3’ or + By — 22 — 1
61 — 122, — 1225 + 1614 = 4 Y

Exercice 25 [Systémes a paramétre]
Discuter, suivant la valeur de m, des solutions des systémes suivants :

r + vy - z =1 r + y + mz = 0
3x. + y — 2z = 1 | r + my + =z 0,
r — 2y + 22 = m mr + vy + 2z =0
mr + (1-m)y + (1—-m)z =  m?
mr + (1+m)y + (1+m)z = m—m?
r  + Y + z = 1-m
Exercice 26 [Un grand systéme]
Résoudre le systéme :
( T + i) + T3 4+ ... 4+ Tn = 1
r1 + 229 + 223 + + 2z, = 1
Ty + 2[L’2 + 3]33 + + 3[En =1
- + + P
1 + 2wy + 3ws + + nx, = 1

\

Exercice 27 [Et un grand systéme difficile]
Discuter, pour n € N* et suivant la valeur de a € C, des solutions du systéme :

(

ary = x9+1
ars = x3+1
aTp—1 = Tp+1
ar, = x1+1

\



