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Feuille d’exercices n°25 : Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1 [Espaces de matrices]
Donner les dimensions ainsi qu'une base des sous-espaces vectoriels suivants de M,,(K) :

1. Les matrices triangulaires supérieures. 5. Les matrices scalaires.

2. Les matrices triangulaires supérieures strictes.
6. Les matrices symétriques.
3. Les matrices de diagonales nulles.
4

. Les matrices diagonales. 7. Les matrices antisymétriques.

Exercice 2 [Divisibilité dans les polyndémes et sev]

Soit n € N et A € K,[X] non nul, dont on note p le degré. En étudiant I’application ¢ : P +— PA,
Montrer que F' = {P € K,[X]|A|P} est un sev de K,[X], et en donner la dimension, une base, ainsi
qu’un supplémentaire.

Exercice 3 [Polynéme annulateur]
Soit n € N*, F un espace vectoriel de dimension n, et f € L(E).

1. Montrer qu’il existe m € N* qu’on donnera explicitement tel que (idg, f, f2,..., f™) est liée.
2. En déduire qu’il existe un polynéme P non nul tel que P(f) = 0.

3. Montrer que le résultat précédent reste valable si on remplace f par A € M,,(K).

Exercice 4 [Intersection de deux hyperplans]
Soient Hy, Hy deux hyperplans d’un espace E de dimension finie n € N*. Montrer que H; # H, si, et
seulement si, dim H; N Hy = n — 2.

Exercice 5 [Intersection avec un hyperplan]
Soit H un hyperplan de d’un espace E de dimension finie n € N*. Montrer que, pour tout sev F de E
non inclus dans H on a : dimF N H = dimF — 1.

Exercice 6 [Rangs d’applications linéaires]
Déterminer le rang des applications linéaires suivantes, et donner une base de I'image et du noyau dans
chaque cas :

LR RS (z,y,2)— (y—z,z2—z,0—y); 4. C— C, z+— z+iz (ou C est traité comme R-ev)

2 3 ) -
2. R* >R’ (z,y) =» (z+y,z,0—y); 5. M(R) — My (R), M M+ M7 ;

3. R2 5 R?, (x,y) = (v —y, =32+ 3y) ; 6. RyX] = Ry[X], P~ P — (X +1)P.

Exercice 7 [Application sur les polyndomes et polynomes interpolateurs de Lagrange]
On considére x4, ..., z, € K deux-a-deux distincts, et on s’intéresse a 'application :

.{Kn—l[X] - K*
: P — (P(;El),,P(xn))

Montrer que ¢ est bijective, et interpréter ce résultat.
, X —x;
On pose pour tout ¢ € [1;n] : P, = H J
oLy — Xy

J#i
est la base canonique de K". Comment interpréter ce résultat ?

. Montrer que I'image par ¢ de la famille (P, ..., P,)



Exercice 8 [Inclusion d’une image|
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f € L(E), et V un sev de F tel que V C f(V). Montrer
que f(V) = V. Montrer que le résultat est faux sans la dimension finie.

Exercice 9 [Application injective]
Soit f € L(E,F). Montrer que f est injective si, et seulement si, pour tout famille (z1,...,z,) de
vecteurs de £/ on a :

rg(f(x1),..., flx,)) =rg(xy, ..., z,).

Exercice 10 [Endomorphisme nilpotent]
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € L(FE) nilpotent.

1. Soient m € N* et z € FE tels que : f™(x) # 0. Montrer que la famille (z, f(x),..., f™(z)) est libre.

2. En déduire que l'indice de nilpotence de f (le plus petit p € N* tel que f? = 0) est au plus n.

Exercice 11 [Projecteurs complémentaires]
Soit E de dimension finie, et f,g € L(F) tels que :

f+g=1Idet rg(f)+rg(g) = dimFE.

Montrer que f et g sont des projecteurs complémentaires (c¢’est-a-dire tels que Ker f = Img et Imf = Kerg).

Exercice 12 [Image et noyau supplémentaires]
Soit E' de dimension finie, et f € L(E). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E=Imf @ Kerf ; (iii) Imf = Imf? ; (v) Kerf = Kerf?;
(i) £ =Imf + Kerf ; (iv) rg(f) =re(f?) ; (vi) dimKerf = dimKer f2.

Exercice 13 [Rang et composée]
Soit f € L(F) de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que : f% = \f.

Exercice 14 [Un polyndme annulateur]
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F) telle que : fo f =3f — 2idg.
1. Montrer que Im(f —idg) C Ker(f — 2idg) et que Im(f — 2idg) C Ker(f — idg).

2. Montrer que F = Ker(f —idg) @ Ker(f — 2idg).

Exercice 15 [Rang d’une composée 1]
Soient f, g deux applications linéaires composables de rangs finis. Montrer que g o f est de rang fini,

avec rg(g o f) < min (rg(f),rg(g))-
Exercice 16 [Rang d’une composée 2]

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimensions finies, et f € L(E,F), g € L(F, F) telles que :
fogof=fetgofog=yg.

Montrer que f, g, f og et go f ont méme rang.

Exercice 17 [Rang d’une somme]|
Soient f,g € L(E, F) de rangs finis. Montrer que :

rg(f) —rg(g)| <rg(f +9g) <rg(f) +1g(9)

et que ces inégalités ne peuvent étre améliorées (dans le sens ol on peut trouver f,g qui réalisent les
égalités extrémes).



