PCSI2 Lycée Champollion 20252026

Feuille d’exercices n°24 : Polyndmes : racines et factorisation

Exercice 1 [Taylor & ’envers]
Par formule de Taylor en 0, on a :

deg(P)

P™0)

PX)= D — X
n=0 )

et de méme en remplacant P par ses dérivées, ce qui donne en évaluant en 1, pour tout k € N :

deg(P)
PH(1)=>"

n=0

P(n+k)(0)
n!
puis par formule de Taylor en 1 :

deg(P) deg(P) [deg(P) deg(P) [ deg(P)

P(X+1)= Y %x’e 1Y w xXt=3" > %xk =Y %P(")(X)

k=0 ’ k=0 n=0 n=0 k=0 n=0

Exercice 2 [Divisibilité, division et racines]

1. On pose P = nX""2 — (n+2)X"™ + (n+2)X —n. Alors P(1) = P'(1) = P"(1) = 0 donc 1 est racine
(au moins) triple, donc (X — 1) divise P. Et au passage P”(1) = n(n+1)(n+2) # 0 (comme n € N*)
donc 1 est racine triple de P.

2. Onpose P=nX""'—(n+1)X"+1: P(1)=n—(n+1) —1=0 donc 1 est racine.
Puis P =n(n+ 1)X" —n(n+ 1)X" ! donc P'(1) = 0 donc 1 est racine au moins double.

Puis P = n*(n + 1)X" ! — (n — )n(n 4+ 1) X" 2 donc P"(1) = n(n+ 1) # 0 donc 1 est exactement
racine double.

3. On pose R, € R;[X] ce reste (comme deg((X + 1)(X —2) = 2). On a alors :X"(X + 1) = Q,(X +
1)(X —2) 4+ a, X + b, pour @, € R[X]| le quotient et a,,b, € R. On évalue en —1 et en 2 :

0=0—-a,+b,et9-2" =2a, +5b,
donc a,, = b, =3-2" puis R,, =3-2"(X + 1).

4. On factorise : 2X3 —3X%2+ X = X(X —1)(2X — 1) donc P = (X — 1)" — X" + 2X — 1 est divisible
par 2X?® —3X? + X si, et seulement si, P(1 P( )=P(1/2)=0. Eton a:

) =
P(1) =0, P(0) = (=1)" = Let P(1/2) = (=1/2)" — (1/2)"
(

donc P(0) = 0 < n pair = P(1/2) = 0et P(0) = 0. Donc on a la divisibilité demandée si, et seulement
si, n est pair.

Exercice 3 [Equation en des polynémes a 1’aide de racines]

1. P(X?) = P(X)P(X +1) : si P est constant, alors P = P? donc P =1 ou P = 0. Et sinon on note
a € C une racine de P, qu’on réinjecte :

P(a?) = P(a)P(a+1) =0et P((a —1)*) = P(a — 1)P(a) =0

donc a? et (o — 1)% sont également racines de P. Mais alors :



’ . - . n . .
e nécessairement, a est de module 1 ou 0 : sinon la suite (u,) = (a?") est une suite de racines
deux & deux distinctes de P, et P a une infinité de racines, donc P =0 ;

e mais o — 1 vérifie la méme condition, donc est également de module 0 ou 1.
ce qui laisse seulement quatre possibilités pour o : 0, 1 et /3, Mais alors o? et (o — 1)? doivent
étre de cette forme aussi, ce qui laisse seulement 0 et 1 comme racines. Comme ce sont les seules

racines de P, on déduit que P est de la forme : P(X) = X*(X — 1)%, pour a,b € N. Et un tel
polynome vérifie :

P(X?) = X*(X —1)" (X + 1)’ et P(X)P(X +1) = X*(X — 1)’(X +1)°X"

donc est solution si, et seulement si, a = b.

Et finalement les solution sont le polynéme nul et les polynémes de la forme P = X*(X —1)% a € N.
2. P(X?) = P(X)P(X — 1) : méme méthode : 0 et 1 sont les solutions constantes ; et sinon, si a est

racine de P solution, alors a? et (« + 1)? aussi ce qui impose a et a + 1 de module 0 ou 1. Puis

a € {0, —1,eF?/3}. Mais il faut aussi que o et (a + 1)? soient dans cet ensemble, ce qui interdit

0 et 1. Donc P est de la forme P = (X — e¥™/3)2(X — e727/3) pour a,b € N. Et un tel polynome
vérifie :

P(XQ) _ (X_6—2i7r/3)a(X+e—2i7r/3)a(X_€2iw/3)b<X+62iw/3)b ot P(X)P(X—I—l) _ (X_62i7r/3)a(X_e—2i7r/3)b

en utilisant que (62”/3)2 = e~ 27/3 (et pareil en changeant les signes) et e*™/? + 1 = —e~27/3_ Et a
nouveau P est solution si, et seulement si, a = b.

Et finalement les solution sont le polynome nul et les polynémes de la forme P = (X — e2™/3)(X —
e %m/3)a g € N,

Exercice 4 [Un calcul de produit]
Soit n € N*. On considére les polynéomes P=1+X +---+ X" let Q = X" — 1.

1. Par télescopage.

2. Les racines de @) sont les racines némes de I'unité, et sont toutes simples. Comme () est unitaire, on

déduit : .
Q _ (X . €2ik7r/n)
k=1
puis :
n—1
P=]] (X —e¥my.
k=1

3. On reconnait P(1), qui vaut n par la premiére formule de P. Donc :

n—1

[[a - =P1)=n

k=1

Exercice 5 [Un calcul de produit par les racines]



1. Pour tout z € C :
P(z) =04 (14 2)" = cos(2na) + isin(2na) < (1 + 2)" = exp(2ina)

1+ 2

o e U, = {exp (2iknw/n) |k € [0;n — 1]}

donc les solutions sont les :

2ik ik k
exp | 2ia + mr — 1 = 2iexp ia+z—7T sin a+—7T , ke0o;n—1]
n n n

par formule de I’angle moitié.

On a donc n solutions distinctes (qui sont les racines de P) : comme P est de degré n, cela veut dire
que ses racines sont toutes simples.

2. On déduit, comme on connait les racines de P et que P est unitaire :
= , 77 A km
P(X) = {[O (X — 2iexp (m + T) sin (a—i— 7)) :
et en évaluant en 0 on déduit :

P(0) = ﬁ <—2iexp (ia + m%) sin (a + %ﬁ))

k=0

— ikm\ [ km
= (—2i)"exp ( ia + 7) (H sin (a + 7))
k=0 k=0
n—1 kr
= "2"%xp(ina)i"? (H sin (a + —))
= —i2"%exp(ina)a

n—1
k
en posant o = (H sin (a + —W>)
n

k=0
Mais on a aussi P(0) = 1 — cos(2na) — isin(2na) ce qui donne en comparant les parties réelles et
imaginaires et en posant :

1 — cos(2na) = 2"asin(na) et sin(2na) = 2"acos(na)

ou cos(na) ou sin(ba) est non nul (la somme de leurs carrés vaut 1), donc avec les formules de
duplication :

, sin(2na)  sin(na)
e sicos(na) #0: a= Yrcos(na) = 1
1 —cos(2na)  sin(na)
2nsin(na) 27!

e sinon : o =

sin(na)
on—1

Et finalement : Hz;é sin (CL + %ﬂ) =

Exercice 6 [Systéme sommes/produits généralisés]
On considére P = (X —2)(X —y)(X —2) = X3 — (v +y+ 2) X*+ (zy + yz + 22) X — zyz. On cherche
P suivant les relations sur z,y, 2 :



1.

rT+y+z=-5
ry+yz+ze=3 & P=X3+5X?+3X—-9 = (X—1)(X+3)? (1 racine évidente, puis polynome
Yz =9
de degré 2) ; ce qui donne les trois solutions :

(1,-3,-3), (=3,1,-3), (=3,-3,1).

r+y+z=1 r+y+z=1
styti=l e yzratay=ayz=—4 &P =X - X —4X +4= (X - 1)(X -
ryz = —4 ryz = —4

2)(X + 2) (1 racine évidente, puis polynome de degré 2) ; donc {x,y,z} = {1,2,—2} ce qui donne
les six solutions :

(1,2,-2), (1,-2,2), (=2,1,2), (—=2,2,1), (2,1, —2), (2, =2, 1).

T+Yy+z=2
2?2+ y?+22 =14 :si(x,y, 2) solution :
4 yd + 2% =20
1
r+y+z=2, my+yz+xz:5((m+y+z)2—(x2+y2+22)):—5
_ 1 3 (234 .31 .3)_ _
et xyz = 3((m+y—|—z) (z° +y* +2%) = 3(x + y + 2)(zy + yz + 22)) = —6
r+y+z=2
donc z,y, z vérifient : 2y +yz + 12 = =5 c’est-a-dire que ce sont les racines de X3 —2X? —5X +
rYyz = —6

6 = (X —1)(X +2)(X — 3) donc les solutions (éventuelles) sont :
(1,-2,3),(1,3,-2), (=2,1,3),(=2,3,1), (3,1, -2), (3, =2, 1)

et tous ces triplets vérifient bien le systéme : ce sont donc les six solutions.

Exercice 7 [Réduction en éléments simples]

On calcule a chaque fois en premier la partie entiére (pour ne pas ’oublier), on factorise le quotient (s’il
n’est pas factorisé) et on détermine successivement les coefficients dans les éléments simples en essayant
d’en éliminer par évaluation (aprés éventuel produit). On évite de tout réduire au méme dénominateur et
d’identifier (c’est plus compliqué). Et plus généralement, on évite tout calcul compliqué.

1.

X?2+2X +5 b 8 13
i o - + + (on trouve a et b en multipliant I’égalité

i —1—
X2 3x+2 X1 X2 X_ 1 X 2
par X — 1 ou X — 2 puis en évaluant en 1 ou 2) ;

X2 +1 a b c 1 5 5 )
+ (ou multiple par

X-D(X—-2)(X-3) X-1 X-2 X-3 X-1 X-2 X-3
X — i puis on évalue en i pour i = 1,2,3) ;

1 a b c 1 1 .
mZ}—i—X_l—l—(X_lPZY—X_I—F(X_DQ:ontrouveaetcenmultlphant
par X ou (X — 1)% et en évaluant en 0 ou 1 ; on en déduit b = —a en notant que :

1 1 a b c a b a+b
—_ s ~ — = 1 t — = —4+ - l/z) = —— 1
a:(x—l)Qa:—>+oox3w—>+ooO( [x)e x+x—1+(x—1)2x—>+oox+x+o( /%) x toll/z

ce qui impose a = b.



2X 2X (sur R) a N b 1 N 1
= sur ou =
X2+1  X2+1 X+i X—i X+i X—1
que, par unicité, a et b sont conjugués, et par imparité ils sont égaux (donc réels), et c’est facile
ensuite de conclure ;

! L a b —iV3/3 V33
= R) = - o linli o
X2+ X+1 X2+X+1(Sur ) X—j+X—j X —|—X_j(0nmu iplie par j
ou X — j et on évalue en j ou j) (avec j = e¥7/3) ;

(sur C) qu’on peut voir en notant

6 4 B 4 (sur R) = a n b n c n d B 7 1 n
(X212 (X241) X - (X =i X +i (X i) X - (X —i)?

i

— on trouve b et d en multipliant par (X £i)? et en évaluant en F1, et on déduit
X+ X pliant par (X 1) +
a,c en réinjectant ; et on peut utiliser des ordres de grandeur pour aller plus vite dans le calcul de

aetc);
. 3X -1 a+b+ c . d 5 1 5 4 (méme méthod
ey T o T — = = — = - - méme m e
XX +1)? X X2 X+1 (X+1)2 X X2 X+1 (X+1)?
qu’avant) ;
g 1 B 1 B 1 B
XA X241 (X =B X — e i) (X e (X +eimB) T (X2 X +1)(X2+X+1)
aX +b cX +d —-1/2X+1/2 1/2X +1/2 (sur R) a N Io4 N
= ur = , ,
X?2-X+1 X?24+X+4+1 X?2-X+1 X24X+1 X —em/3 X —emin/3
v 5 €—5wr/6/2\/§ 651#/6/2\/5 _6—517r/6/2\/§ e5z7r/6/2\/§

X_'_eiw/3+X+eil,ﬂ_/3 = < +X—e*”/3+ X1 oB X Te i (sur C). Sur C,

on multiplie directement par X + e*"/3 puis on évalue en Fe*/3 (que des poles simples). Sur R,
on peut regrouper dans la réduction sur C ou faire directement mais les calculs sont plus lourds) ;

9 9 o b N cX +d N eX+f =2 N 1 N 2X +3 N
X312 X -1 (X -1)2 X224 X410 (X2HX41)2 X—-1 (X—1)2 X24+X+1

E2, Sk SR P s A e
(X2 + X +1)2 X1 (X -1 X (g (X)) (X X1

1 —2j 5 —23 J
(X—1)2+X—j + (X—j)2+ X-7) + X7 (sur C).

Exercice 8 [Autres décompositions en éléments simples]
On écrit la décomposition en éléments simples :

n

n! Q
X(X-1)...(X —n) :Z%X—kk

et on calcule o en multipliant par X — k et en évaluant en k, ce qui donne :

n!

_ k(T
k:(k:—l)...l-(—1)(—2)...(k—n)_< 2 (k:)

. —

et finalement :

n! B (—1)”_’“(2)
X(X—1)...(X —n) =2

k=0
On procéde de deux maniéres pour le second polynome :



e par calcul direct :
Xt O

Xn—1 24X — o
k=1

2im/n

olw=e . Bt en multipliant par X — w" puis en évaluant en w* on déduit que :

wknfk 1 1

a Hl;ékwk —wt Hl;ﬁkl —wi=k

en retrouvant le résultat d’un exercice précédent.

677

e en reconnaissant du P’/P : si on pose P = X™ — 1, alors :

X! _1P’_1z": 1
X”—l_nP_nkzoX—wk

en notant que les w”* sont les racines simples de P.

Exercice 9 [Recomposition d’éléments simples]

Notons déja que, si on écrit cette fraction de maniére irréductible sous la forme P/Q, alors Q =
[[oeu, X —w=X"—1et deg(P) < deg(Q) =n (comme il n’y a pas de partie entiere).

Mais alors on a I’écriture :

P(w)

P w? "(w)

Q wely, X - welp X-w

2 w) - n+1
donc pour tout w € U, : w* = o, puis P(w) = nw"* = nw.
nw"-
Donc P =nX. ) "
w n

Et ainsi : = .
ainsi w%{; o= Xn 1

Exercice 10 [Multiples et diviseurs de polynémes scindés|
On procéde a chaque fois par double implication :

1. Si P divise A : notons @ € K[X] tel que PQ = A. Les racines de P et de () sont exactement les
mémes racines que A. Notons nq,...,n, et n}, ..., n. leurs multiplicités (éventuellement nulles) pour

P et Q. Comme PQ = A, alors :
VEk e [1;r], ni + ny, = my

et on a donc, en utilisant les degrés :

T

deg(P) + deg(Q) =deg(A) =Y “mp =Y mp+ Y _nj < deg(P) + deg(Q)
k=1 k=1 k=1

et donc l'inégalité précédente est une égalité, ce qui impose que >, _, n, = deg(P), donc P est scindé
(et @ aussi).
Réciproquement, si P est scindé et que toutes ses racines son racines de A de multiplicité plus petites
que pour A, on peut écrire :

P=3(X—=A)"(X =) ... (X =\)™

pour 8 € K* et ny,...,n, € N tels que : Vi € [1;7], n;, < m;. Mais alors, en posant Q) =

%(X —A)™MTM(X = Ag)"2 2 (X = A\)™ T € K[X], ona: A= PQ. Et donc P divise A.



2. Si Adivise P, alors (X —A;)™ ... (X —\,)™ divise P, donc chaque \; est racine de P de multiplicité
au moins my,.

Réciproquement, si tous les \; sont racines de P de multiplicité n, > my, alors il existe un polyndéme
Q tel que :

P = (X-X)" L (X=A)"Q = (a(X = A)™ . (X = )\,)™) (é(x )T (X - )\r)"r‘mrQ>

-~~~

=A

et done A divise P.

Exercice 11 [Dérivées de polynomes scindés]

1. Soit P un polynome scindé. Alors :
e si P est de degré 1 : P’ est constant ; toutes ses dérivées suivantes sont nulles, donc constantes
aussi, ce qui prouve le résultat dans ce cas ;

e sinon : on pose P = a[[,_, (X — Ap)™, avec Ay < Ay < --+ < A, les racines distinctes de P.
Et alors :
— par multiplicité de la racine d’une dérivée : chaque )\ est racine de P’ de multiplicité my_;
— par théoréme de Rolle : pour tout k € [1;7 — 1], P(A\¢) = P(Ax+1) donc P’ posséde une
racine p €]Ak; Ak41[ (dont on ne connait pas la multiplicité a priori.

Et la somme des multiplicités de ces racines est (au moins) de :

r r—1
Z(mk -1 +Zl ka —r+ (r—1) = deg(P) — 1 = deg(P")
k=1 k=1

ce qui prouve que P’ est scindé.

On déduit par récurrence (en appliquant ce résultat a P’) que toutes les dérivées de P sont
scindées.

2. Soit P scindé a racines simples : le méme raisonnement que ci-dessus montre que, entre deux racines
consécutives de P, P’ posséde une racine. Le nombre des racines de P étant égal a son degré (il
est scindé a racines simples), on déduit qu’il en est de méme pour P’, qui est donc scindé a racines
simples. On conclut comme précédemment par récurrence.

Exercice 12 [Racines réelles et coeflicients]
Soit P(X) =ao+ a1 X + -+ a,X™ € R[X] dont toutes les racines sont réelles.

1. C’est 'exercice précédent.

2. Notons Ay, ..., A\, les racines de P. Alors on a la réduction en éléments simples :
P &1
P 2 X — A
k=1
Et donc, avec les notations de I’énoncé, la fonction f, définie sur R\ {\1,..., A\, } est donnée par :

1
f:tzx—)\k
k=1



et est donc dérivable sur son ensemble de définition, de dérivée :

n
—1
/
ST — <0
R pr
k=1
mais par dérivée d’'un quotient, on a donc :

Ve e R\ {\,.... \}, fl(z) = p//(x)P((}'fzx—))gP’(m)) <0

et comme P(z) > 0 pour ces valeurs de x, on déduit que :
Ve e R\ {\1,..., A}, (P'(2))* = P'(2)P(x) >0
et la continuité de z — (P'(x))* — P"(x)P(z) sur R (c’est une fonction polynomiale) permet, par

passage a la limite, d’avoir I'inégalité large sur R entier.

3. L’inégalité précédente est valable aussi pour les dérivées de P (qui sont scindées a racines simples).
En Pappliquant & P*~1 et en évaluant en 0, il vient directement :

((BYax)* = ((k = Dlag_1)((k + Dlags1) > 0
ce qui donne :

s (k= D!k +1)! k+1

aj, = ()2 W1 U1 = 3 A1 O Z Q-1 0k41

et on a bien 'inégalité voulue.

Exercice 13 [Polynémes scindés a racines simples sur R]
Soit P € R[X] un polynéome scindé a racines simples sur R.

1. Notons aq, ..., a, les coefficients de P. Alors :

e P étant a racines simples, si 0 est racine de P (ce qui veut dire ag = 0), alors 0 n’est pas racine
de P’, donc ay # 0 ;

e les dérivées successives de P sont aussi a racines simples : si I'un des a; est nul, ce qui veut dire
que 0 est racine de P alors 0 n’est pas racine de P**1) donc ajq # 0.

Et on a bien le résultat demandé.

2. Si « est une racine de Q = P? + 1, alors a € C\ R. Mais ' = 2PP’ a toutes ses racines dans R.
Donc a n’est pas racine de Q'. Donc « est racine simple.

Exercice 14 [Polynémes scindés sur R |
Soit « € R :

esia=0: P+ aP = P est scindé ;

e sinon : posons 3 = — : alors f : x — P(z)e”® est dérivable sur R par produit, avec :

a
[’z P'(2)eP” + BP(x)eP” = B (P(x) + aP'(z)) e

et en particulier les racines de Q = P + aP’ sont exactement les points critiques de f. Mais on a

également que les points d’annulation de f sont les racines de P, et que f tend vers 0 en +oo (si f < 0)

ou en —oo (si 8 > 0) par croissances comparées. Par théoréme de Rolle (version classique et version

limite), on déduit que f posséde un point critique (strictement) entre deux racines consécutives de

P, et une autre hors des racines.

Comme toute racine de P de multiplicité m > 2 est également racine de P’, donc de @, de multiplicité
(m —1), on retrouve comme dans l'exercice 11 que @) posséde autant de racines que son degré : donc
() est scindé.



