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Feuille d’exercices n°21 : Convexité

Exercice 1 [Quelques inégalités de convexité]
Dans chaque cas, étudier la convexité des fonctions suivantes et en déduire les inégalités associées :

1. In puis :
Va,y € R, Vt €]0; 1], oyt <t + (1 —t)y;

2. exp puis :
Ve € [-1;1], VA € R, exp(Ax) < ch(A) + zsh(\);

3. z— (1+ )" (pour n > 2) puis :

Vo € [—1; 400, (1+2)" > 1+ na;

4. x — In(In(x)) puis :

r+y

Vo, €]1; +oo], In (T) > VIn(@)n(y);

Exercice 2 [Caractérisation des fonctions affines]|
Montrer que les fonctions affines sont exactement les fonctions a la fois convexe et concaves.
Montrer que ce sont aussi les seules fonctions polynomiales de degré impair a étre convexes.

Exercice 3 [Combinaisons linéaires de fonctions convexes ou concaves]
On considere [ un intervalle de R, f;, fo deux fonctions convexes sur /, g, go deux fonctions concaves
sur I, AR, et © € R_. Montrer que :

1. fi+ fo est convexe et g; + g» est concave ;
2. f1 — g1 est convexe et g — f5 est concave ;
3. Afi est convexe et \gy est concave ;
4. pfo est concave et pgs est convexe ;

5. x — max(fi(z), fo(z)) est convexe et x — min(g;(z), g2(x)) est concave.

Exercice 4 [Fonction convexe croissante]
Soit f : R — R convexe strictement croissante. Que dire de la limite en 400 ?
Montrer qu’il en est de méme si on suppose seulement que f n’est pas décroissante.

Exercice 5 [Fonction convexe bornée]
Montrer qu’'une fonction f : R — R convexe bornée est constante.

Exercice 6 [Fonction convexe et asymptotes]
Soit f convexe sur R telle que liril f(z) = 0. Montrer que f est positive.
T—>r+00

En déduire qu'une fonction convexe est au-dessus de ses asymptotes.

Exercice 7 [Minimum d’une fonction convexe]
Montrer qu'un minimum local d’une fonction convexe est également un minimum global.



