PCSI2 Lycée Champollion 20252026

Feuille d’exercices n°20 : Polyndmes : généralités

Exercice 1 [Equations en les polyndmes]
1. PoP = P: si P solution : deg(P o P) = deg(P)? = deg(P) donc deg(P) < 1. On pose P = aX + b,
et alors :

a=0
PoP =P & a(aX+b)+b=aX+b< a(la—1)X+ab=0<a(a—1) =ab=0 < { o0 a—1leth—o0
donc les solutions sont X et les polyndémes constants.

2. P(X?) = (X2+1)P(X) : si P est solution : deg(P(X?)) = 2deg(P) = deg((X? + 1)P) = 2 + deg(P)
donc P = 0 ou deg(P) = 2. Réciproquement :

e P = 0 est solution ;

o si P=aX?+bX +c, alors :

P solution < aX*+bX?+c = (X*4+1)(aX*+bX+c) = aX* +bX*+(a+c) X +bX+c o b=atc =0 I

Donc les solutions sont les polynomes de la forme a(X? — 1) pour a € K.

Exercice 2 [Valeurs d’un polynéme sur U]
On considére P = ag + a1 X + -+ 4+ a, X" € C[X], et on pose M = sup|P(z)|.
|z]=1

1. On a directement une somme géométrique de raison w’=* :

e si k= j: laraison est 1 et les termes valent tous 1 donc ) ;" (oﬂ_k)l =Y rol=n+1;

e sinon : la raison est différente de 1 et par formule générale d’une somme géométrique :

n WGk

N
Z (W) = oG-0 —1 0.

=0

On remplace :

Il
2

€

€
(]

P(1)+w ™ P(w)+- - +w ™ Pw") = Y w " P(w) okl — aj< (wj—k)l> = (n+1)ay

1=0 1=0 j=0 =0
avec le résultat précédent.
2. Par inégalité triangulaire, pour tout k € {0,...,n} :

|P(1) + w  P(w) + -+« + w ™ P(w")| o |P(1)| + |P(w)| + -+ |P(w")] o (n+1)M

=M
n-+1 = n+1 S oon+1

x| =

en utilisant que |w™*| =1 et |P(w’)| < M (par définition de M et en utilisant que w=* w € U).



Exercice 3 [Une suite de polynomes]
Pour tout n € N* on a : P, = a, + b, X + ¢, X? + X3Q,, (termes de degré plus que 2 ensuite qu’on
regroupe dans @,, € R[X]) puis :

Poy1=P2—2= (a, + b, X + ¢, X* + X3Qn)2—2 = (a2 —2)+(2anbn) X +(02+2a,,¢,) X*+(20,Qn + 2bycp + 2 X

ce qui définit les suites (ay), (by,), (¢,) par :

a —1 Ani1 = ai -2
bl =11 et Vn € N*, b1 = 2ayb,
a1 0 Cop1 = D2+ 2auc,

et on aurait aussi Q1 = 2a,Qy + 20, + X + 2b,Q, X + 2¢,Q, X% + Q2 X3 mais ce n’est pas utile.
On déduit :

e (a,) est constante de valeur —1 : Vn € N, a,, = —1;
e en réinjectant : (b,) est géométrique de raison —2 : Vn € N, b, = (=2)"7!;
e en réinjectant : ¢, = 4"t — 2¢, puis :

Cnp1 1 1ec,
4grtl 16 24n

et l = = —1/2 &1 = 24 puis & — L = (_—1)%1 (C—l—i) = i(—%)n et finalement : ¢, =

on— 9 4n 24 2
- 1 ).

Exercice 4 [Equations en des polynémes et leurs dérivées]

1. P? = 4P : si P est solution, ou bien P est constant (et il vaut 0), ou bien son degré vérifie
2(deg(P) — 1) = deg(P) donc deg(P) = 2.

Réciproquement : P = 0 est solution. Considérons P = aX? 4+ bX + c avec a # 0. Alors :

P solution < (2aX +b)? = 4(aX? + bX +¢) & 4a>X? + 4abX + b* = 4aX? + 4bX + 4c

= b oP=X’+bX+—
4
= 4c

bZ
donc les solutions sont 0 et les polynomes de la forme X? + bX + T (b € K).

2. (X2+1)P" —6P =0: si P # 0 est solution, en notant a,X" (pour n € N et a,, # 0) le monome
dominant de P, alors n(n — 1)a, X™ est celui de (X2 +1)P” et 6a,, X™ est celui de 6. On doit donc
avoir n(n — 1) = 6, donc n = 3.

Réciproquement, P = 0 est solution. Considérons P = aX® +bX? + cX +d. ALors :
P solution < 0 = (X?+1)P"—6P = 6aX*+2bX*+6aX +2b—6aX>—6bX>*—6cX —6d = —4bX*+6(a—c) XA

donc les solutions sont les polynomes de la forme aX?® + aX pour a € K (le cas a = 0 redonne 0).

Exercice 5 [Parité de polynoémes]
On dit qu’il polynome est pair (resp. impair) si P(—X) = P(X) (resp. P(—X) = —P(X)).
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1. Pour P =3 a; X" ona P(—X) = > (—1)*a, X* et donc :
P pair & VkeEN, a, = (—1)*ar, & Vk €N, ag =0

pPk) (0)
k!

ce qui donne la premiére équivalence. La seconde vient du fait que, pour tout k € N : q;, =

(par formule de Taylor par exemple).

2. Pour les polynémes impairs, on a :

P impair < Vk €N, ay, =0 Vk e N, PCD(0) =0.

3. Posons Q = P(X) — P(—X) :
e si P est pair: Q =0, donc Vk € N, P(k) = P(—k);

e réciproquement, si Vk € N, P(k) = P(—k) : alors Q posséde une infinité de racines (tous les
entiers), donc @ = 0, donc P est pair.

Le résultat pour les polynomes impairs se montre de méme en posant Q = P(X) + P(—X).

C’est faux pour une fonction : prenons f : x — sin(mz), qui s’annule en tous les entiers, et vérifie donc
bien Yk € N, f(k) = f(—k) (ces quantités valent 0). Mais f n’est pas paire car f(—1/2) = —1 #
1 = f(1/2). Et on pourrait multiplier f par une fonction quelconque et avoir le méme probléme.

Exercice 6 [Divisibilités de polynomes]

On pose la division euclidienne a chaque fois comme on souhaite les quotients. Si on voulait seulement
la divisibilité, comme on veut une divisibilité par un polynome de la forme X — a, il suffit de vérifier que
P(a) =0 (ce qui est plus rapide).

) X?—2X?+3X -2

X2-X+2:

X 1 T2

X3 -3X24+3X -2

2. ST+ =X2-X+1;
X -2

X34+3X2-2

2T f_X?249X — 2.
X+1 *

Exercice 7 [Quelques divisibilités]

1. On écrit P =Y_;_,a, X" de sorte que :

P(P(X)) = P(X) = ) ax(P(X)" = X*) = ) ax(P(X)" - X*)
k=0 k=1

et, par factorisation, pour tout k& € N* : P(X)¥ — X* = (P(X) — X) (zf;[} P(X)Z'X’“”*’) qui est
donc divisible par P(X) — X.
Par somme, P(P(X)) — P(X) est divisible par P(X) — X.

2. Et finalement P(X) — X divise P(P(X)) — P(X) et aussi P(X) — X, donc il divise leur somme, donc
P(P(X)) — X.

3. On montre par récurrence que P(X) — X divise Q;11(X) — Q;(X) pour tout [ € N :
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e initialisation : déja fait avant pour [ =1 (et trivial pour [ = 0) ;

e hérédité : on fixe | € N. On suppose que P(X) — X divise Q;41(X) — Q;(X). Montrons que
P(X) — X divise Qr42(X) — Q+1(X). Par définition :

Qur2(X) = Quia(X) = P(Qi1(X)) = P(Qi(X)) = Y ax (Qua (X)" = Qu(X)")

ot chaque terme est divisible par Q1 (K) — @;(X). Donc par P(X) — X. D’ou I'héréditeé.

D’ou la récurrence.

Et on déduit le résultat par telescopage comme : Q;(X) — X = Zi,;lo Qr1(X) — Qr(X).

Exercice 8 [Unicité de la division euclidienne]
Ce reste est de la forme R € Ry[X], donc on peut Iécrire R = a + bX. On évalue en i la division
euclidienne, ce qui donne :

(cos(t) +isin(t))" = e™ = cos(nt) + isin(nt) = a + ib

donc R = cos(nt) + Xsin(nt).
Pour le cas général, on trouve de méme comme reste : cos(a; + -+ + a,) +sin(a; + - -+ + a,) X.

Exercice 9 [Divisibilité dans les entiers et les polynomes|
Soient a,b € N*.

1. On écrit a = bg+ r avec 0 < r < b et alors :
X=X X"+ X"=X"(X"~1)+ X"

ot X% —1 = (X"~ 1)(32%Z) X**) est un multiple de X? — 1 : on a donc écrit la division euclidienne
de X par X® — 1. Le reste est donc X".

2. On écrit a = bgq + r (division euclidienne). En reprenant les calculs ci-dessus, le reste de la division
euclidienne de X% — 1 par X® — 1 est X" — 1. Et donc :

XX —-1e X —-1=0r=0<bla

ce qui est I’équivalence demandée.



