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Feuille d’exercices n’11 : Applications

Exercice 1 [Images directes]

L exp (] = 1;0]) =le™"; 1] ;
2. In(J0;1[) =] — 00;0 = R* ;
3. f (1 =2:4]) = [1;17] 5

Exercice 2 [Images réciproques]

—_

cexp (| = ;1)) =] — 00; 0= R” ;
2. In"" (]1; +oo])]e!; +oo] ;
3. f7H([2:5) =] = 2, -1 U [1; 2[5

.1 1 7T 5%8 )
4. sin™' ({3}) {8+2kﬂ|k€Z}U{F+2kw|k‘€Z},

5. sin™! (]0; 3[) Upez]2km; w/6 + 2k7[U)5m /6 + 2km; (2k + )7 ;
6. cos™' ([-1;1) R\ 27Z.

Exercice 3 [Etude d’une fonction par une composée| On considére a,b,c € R tels que ¢ # 0 et
a®*+bc#0. On pose E =R\ {¢}.

l.cx—a=0&x=a/c¢ E donc f définie sur E.
2. il faut vérifier que f(E) C E, et donc a/c ¢ f(E) (comme f(F) C R). Pour tout € F :

b
f(ac):g@amjL — e trbe=0
c c—a ¢

donc f o f est bien définie sur E.

3. pour tout x € E :
af(x)+b a’z+ab+bex—ab

=X

foflx)=

~cf(x)—a  acx + bc — acx + a?

donc fo f =id donc f(F) = F (une inclusion ok ; Pautre : = = f(f(z)) € f(E)).



Exercice 4 [Quelques exemples d’applications]

N — Ce D .
1. f: { n o ol injective non surjective (f(N) = N*)
N Z = Z R L. 7Z = Z .
2.g.{n ol : bijective avec g {n o
3. h: Z: o= I : injective non surjective (résolution systéme) ; h(Z?) = {(a,b) €
(n,m) — (n—m,n—+m) ’ ’
Z?|a — b pair} ;
2 2
R? — R? L B RO = R o
4. k : . bijective avec : k7' : r+y y—=x (résolution
(z,y) — (z—y,z+y) (z,y) — 5
systéme)
R —- R
5.1 : v 2z : non injective (seuls 0, 1 et —1 ont un unique antécédent) et non surjective
1+ 22

11 — [=1;1]

1. 1—\/1—5L’2

. 2 - biiecti : _ |
6 N 1 x2 ljective avec : m R ! .
o Osiz=0
R\{1} — R
7. n v x+1 : injective et non surjective avec n(R\ {1}) = R\ {1} (variations ou utiliser
r—1
n:r—1+ _1)
R\{1} — R\{1} o
8. p: N r+1  :injective et surjective avec p~' = p.
r—1

Exercice 5 [Compositions et bijections 1]
fogo f est bijective donc :

e fo(go f) estsurjective, donc f est surjective ;
e (fog)o f estinjective, donc f est injective.

Donc f bijective puis g = f~1 o (fogo f)o f~! est bijective.
Exercice 6 [Compositions et bijections 2]
e hogo f est injective donc f est injective :

e go fohet fohogsont surjectives donc ¢ et f sont surjective ;

e donc f est bijective puis hog = (hogo f)o f~! est injective, donc g est injective, donc bijective ;



e puis h = (hogo f)o f1og ! est injective ;
e ct h=f"log lo(go foh)estsurjective, donc h est surjective, donc bijective.

Montrer que f, g, h sont bijectives.
Exercice 7 [Compositions et injections]|

Si g injective : soient fi1,fo : E — F telles que go f; = go fy. Soit © € E: go f; = go fy donc
go fi(z) = g(fi(x)) = go fa(z) = g(fo(z)) puis fi(x) = fo(x) (par injectivité de g). Comme ceci est vrai
pour tout x € E, on a bien f; = fs.

Réciproque : soient y1, o € F tels que g(y1) = g(y2). Posons fi, fo : E — F définies par fi : x — y; et
x +— yo. Alors go fi = go fo (ce sont les applications constantes de valeur g(y;) = ¢(y2)). Donc f1 = fa.
Donc y; = yo. D’ott 'injectivité de g.

Exercice 8 [Compositions et surjections]
Si f surjective : soient g1, go : ' — G telles que gy o f = goo f. Soit y € F. Notons z € E tel que y = f(x)
(par surjectivité de f). Alors :

91(y) = a(f(x)) = gro f(x) = g2 o f(x) = g2(f (7)) = g2(y)

donc ¢1(y) = g2(y). Comme ceci est vrai pour tout y € F', on a bien g; = go.
Pour la réciproque, raisonnons par contraposée. Supposons que f ne soit pas surjective. Notons b € F
tel que b ¢ f(E). Fixons ¢, ¢y € G avec ¢1 # cy. Considérons gy, go : F' — G définies par :

cp si o y#b

9139'—>01€t9219’—>{c2 si y=b

Alors gy o f = go o f (ce sont les applications constantes de valeur ¢;) mais g; # go.

Exercice 9 [Application idempotente]
Si f est injective : soit x € E. Alors f(z) = fo f(x) = f(f(z)). Par injectivité : = = f(x). Donc
x € f(F). Donc f est surjective. Donc f bijective.

Si f est surjective : soient y1,yo € F tels que f(y1) = f(y2). Par surjectivité, posons y; = f(x1) et yo =

f(z2) pour z1, 2 € E. Alors f(y1) = f(f(z1)) = f(21) = y1 et f(y2) = y2. Puis y1 = f(y1) = f(y2) = 1.
D’ou l'injectivité. Donc f bijective.

Par définition : si f bijective, alors f injective et f surjective.

D’ou I’équivalence.

Et alors : f =1id (on compose par f~! ou on reprend les preuves).

Exercice 10 [Application produit]

1. Si f injective :

et pareil si g injective.

2. Par exemple f = g = idg. Alors: Vo € R, h(z) = (z,x) donc (—1,1) ¢ h(R) donc h n’est pas surjective.

Exercice 11 [Fonctions sur les parties 1]



1. Si f injective : f(F) = f(AUB) = f(AUB) donc AUB = E (A et B forment un recouvrement de E).

: : XNA = YnNA
Si AUB = E : solent X,Y € P(F) tels que f(X) = f(Y). Alors { XAB — YNB donc
X=XNE=XN(AUB)=(XNAUXNB) =Y NAUYNB) =YN(AUB)=YNE=Y

D’ou l'injectivité.
2. Si f surjective : (A, () posséde un antécédent par f. En le notant X, ona: XNA=Aet XN B =0.
Puis: ANB=(XNA)NB=AN(XNB)=ANO=10.

Réciproquement : si ANB = (), soient X C AetY C B. Alors: XNA=X,XNB=0=YNAet
Y NB=Y puis:
f(XUY)=(XUY)NA (XUY)NB)=(X,Y)

donc (X,Y) a bien un antécédent, et f est surjective.

3. [ est bijective si, et seulement si: ANB = () et AUB = E, ¢’est-a-dire que (A4, B) forme un recouvrement,
disjoint de E (par exemple une partition).

Exercice 12 [Fonctions sur les parties 2|

bl

1. Distinguer suivant que A, B =0 oupas: si A= B =10: (0, E) n’a pas d’antécédent ; sinon (), ) n’a
pas d’antécédent.

2. Si f injective : f(ANB) = (A, B) = f(0) donc AN B

Si ANB =10 : soient X, Y € P(FE) tels que f(X)=f(Y). Alors: XUA=YUAet XUB=YUB

0.
).
puis X = XU(ANB)=(XUAN(XUB)=(YUA)N(YUB)=YU(AUB) =Y d’ou I'injectivité.

Exercice 13 [Caractérisation de I'injectivité et surjectivité par les parties]

1. Soient A, A" € P(E).

e Supposons que f(A) C f(A):
Soit x € A.
Alors f(x) € f(A).
Donc f(x) € f(A).
Ce qui veut dire que : z € f71(f(4)).
Et donc : A C f71(f(A))
e Réciproquement, supposons que A C f~1 (f(4)) :
Soit y € f(A).
Alors il existe x € A tel que y = f(x).
Et donc il existe z € f~1 (f(A’)) tel que y = f(x).
Comme z € f~1(f(A)), alors f(z) € f(A).
Et donc y € f(A').
Et finalement : f(A) C f(4).

2. On déduit que :



e si f est injective : soit A € P(E) : comme f(A) C f(A), A C f~1(f(A)) par le point précédent.
Pour l'inclusion réciproque, soit z € f~1(f(A)). Alors f(x) € f(A). Donc il existe 2/ € A tel que
f(z) = f(2'). Par injectivité, x = 2/ donc x € A. D’ou l'inclusion réciproque ;

e si f vérifie Passertion : soient 1,79 € E tels que f(z1) = f(xq). Alors 1 € f71(f({z2})) = {x2}
donc z; = x5. D’ou l'injectivité de f.

3. Soient B, B € P(F).

e Supposons que f~1(B) C f~YB'):
Soit y € £(f-1(B).
Alors il existe x € f~}(B) tel que f(z) = y.
Donc il existe x € f~1(B’) tel que f(z) =y.
Un tel z vérifie f(x) € B’ (par définition).
Et donc y = f(z) € B'.
Ce qui prouve bien : f(f~*(B)) C B'.

e Réciproquement, supposons que f(f~1(B)) C B’ :
Soit x € f~1(B).
Alors f(x) € f(f~(B)).
Donc f(z) € B'.
Ce qui revient a dire que z € f~1(B’).
Et ainsi : f~1(B) C f~Y(B').

4. On déduit que :

e si f est surjective : soit B € P(F) : comme f—1(B) C f~YB), f(f'(B)) C B par le point
précédent. Pour l'inclusion réciproque, soit y € B. Par surjectivité, il existe x € E tel que
y = f(x). Comme y € B, alors par définition x € f~'(B). Donc y = f(x) € f(f~'(B)). Dou
I’inclusion réciproque ;

e si f vérifie Passertion : avec B= F on a F'= f(f~'(F)) = f(E) donc f est surjective.

Exercice 14 [Caractérisation de la bijectivité par les parties]
Supposons : VA € P(E), f(4) = f(A).

Soit z,y € E. Supposons que f(z) = f(y). Posons A = {z}. Alors, f(F\ {z}) = {f(z)} ; notamment,
pour tout z € F différent de x, f(z) # f(x). C’est donc, puisque f(y) = f(z), que y = . On a montré
que f est injective. -

Appliquons I’hypothése faite sur f & A = E. On a donc que f(E) = f(0) = 0 = f(E). Cela veut dire
que f(F) = F, autrement dit que Im(f) = F. C’est donc que f est surjective.

Etant injective et surjective, f est bien bijective. D’ot le résultat !

Réciproquement, si f est bijective : soit A € P(F) :

e si y € f(A) : par définition, il existe x € A tel que f(x) = y. Mais alors y ¢ f(A), car sinon
on pourrait écrire ' € A tel que y = f(x) = f(2') et par injectivité on aurait x = 2/, ce qui est
impossible comme = ¢ A mais 2’ € A ; et ainsi : f(A) C f(A) ;

e siy € f(A): alors y € F'mais y ¢ f(A) ; par surjectivité, on peut écrire y = f(z) pour z € E.
Nécessairement x ¢ A comme y ¢ f(A). Donc y € f(A) ; et ainsi f(A) C f(A).

D’ou I’égalité par double inclusion.



