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Feuille d’exercices n°10 : Ensembles

Exercice 1 [Caractérisation de I’inclusion 1]
Clair par double implication & chaque fois.

Exercice 2 [Caractérisation de ’inclusion 2]
Double implication :

esiun Z vérifie ZNXCZNYet ZUX CZUY : soitx € X :

—sizeZ:alorsxrezZNXCZNY CYdonczx eV ;
—siz¢Z:xeZUXCZUY doncxe€ ZouxeY donczx €Y

doncz €Y, puis X CY ;

e si X CY : tout Z convient.

Exercice 3 [Caractérisation de ’inclusion 3]

. XCY&eXUuY=Y:

esiXCY:YCXUY touyjours vrai ;siz e XUY ralorse e X CYouxeY doncz eV

d’ou I'égalité par double inclusion ;

esi XUY =Y :soitxe X;alorsre XUY CY donczxe?.
d’out équivalence par double implication ;
2. X=Y&XUuY=XnNnY:
esi X =Y XUY=X=XNY;

esi XUY=XNY : :soitxe X alorsze XUY C XNY doncx €Y ;donc X CY ;roles

symétriques : Y C X. Donc X =Y par double inclusion.

Exercice 4 [Simplification d’opérations sur les ensembles]
Se voit bien sur un diagramme de Venn :

X=(ANB)UBNC)U(CNA) =(BN(AUC)U(CNA)

=(BU(CNA))N(AuC)N(CNA)=(BU(CNA)N(AUC)
=((AUB)N(BUC))N(CUA)=(AUB)N(BUC)N(CUA) =Y.

Exercice 5 [Une autre version du produit cartésien]
Distinguer selon que r =y ou = # y.

Exercice 6 [Inclusions des ensembles de quadrilatéres]



Exercice 7 [Différence symétrique 1]

(AAB)AC = ((AAB)NC) U (AABNC) par définition
= (((ANB)U(ANB))NC)U (((ANB)U(ANB))NC) par définition
= (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U (AN BNC) par distributivité

Par symétrie de A, B, C' dans 'expression précédente (par commutativité de I'union), on peut échanger
leurs roles dans 'expression précédente et on a (AAB)AC = (BAC)AA représenté en rouge :

2. AN(BAC)=AN((BNC)U(BNC))=(ANBNC)U(ANBNC) mais :
ANBNC=(ANBNC)UD=(ANBNC)U(ANBNA)=(ANB)N(CUA)=(AnB)NANC
et pareil en échangeant les roles de B et C' d’ou :

AN (BAC) = ((ANB)NANC)U((ANC)NANB) = (ANB)A(ANC)

ensemble en rouge :




3. (AAB)U(AAC) = (AUBUC)\ (ANBNC).

A

Exercice 8 [Différence symétrique 2]

1. AAB=AAC & B=C":
e siB=C: AAB = AAC;
o si AAB = AAC : soit x € B :

—sizeA: ¢ AAB=AAC donc z € C';
—sie ¢ A: v € AAB=AAC donc z € C

Donc z € C puis B C C. Par symétrie : C' C B puis B = C (par double inclusion).
2. AAB=ANB< A=B=10:

esiA=B=0: AnB=0et AAB = () donc AAB=ANB ;
e si AAB=ANB : par 'absurde, siz € AUB :

—siz€e ANB: alorsz € AN B mais x ¢ AAB=(AUB)\ (AN B) : contradiction ;
—six¢ ANB:alorsz € AUB\ AN B = AAB mais « ¢ AN B : contradiction.

Donc AU B = () puis A = B = 0.
Exercice 9 [Equivalence d’égalités]

e si ANB=ANC :soitz € ANB : alorsz € Aetz ¢ Bdoncx g ANB=ANC ;doncx ¢ Aou
x ¢ C;maisz € Adoncz ¢ C ;doncx € ANC. Dot AN B C ANC. L’autre inclusion s’obtient
par symétrie. Puis égalité par double inclusion ;

e si ANB = ANC : on applique le résultat précédent a B et C, ce qui assure A NB=ANC et donc
ANB=ANC.

Exercice 10 [Unions, intersections et parties]

1. ECF&P(E)CPF):



e si ECF:soit AeP(F). Alors ACE C F donc AC F donc A € P(F) puis P(E) C P(F) ;
e si P(E) C P(F): comme E € P(E), alors E € P(F) donc E C F.

2. P(ENF)=P(E)NP(F): pour A ensemble :

AePENF)e ACENFe ACEeaa ACF S AcP(E)et AcP(F)< AecP(E)NP(F).

3. On a seulement (P(E)UP(F)) C P(EUF) : si A€ (P(E)UP(F)), alors A € P(E) ou A € P(F)
donc ACECEUFowuACFCEUFdonc AC EUF, donc Ae P(EUF).

Contre-exemple : F = {0} et ' = {1}: (P(E)UP(F)) ={0, {0}, {1}} # P(EUF) = {0, {0}, {1}, {0,1}}

Exercice 11 [Unions, intersections et produits cartésiens]
On considére E, F' deux ensembles, Ay, Ay € P(E) et By, By € P(F).

1. Montrer que : (A; X By) N (Ay X By) = (A1 N A) X (By X By).
2. Montrer que (Al X Bl) U (A2 X Bl) = (Al U AQ) X Bl
3. Quel est le lien entre (A; x By) U (Ay x By) et (A3 U Ay) X (By U Bsg) ?

Exercice 12 [Représentation d’ensembles]

F

Exercice 13 [Ensembles et parties]

Facile



