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Interrogation 14

Exercice 1 Soit E un espace vectoriel :
1. Donner la définition de F' et GG sont supplémentaires dans E.

2. Pour f € L(E, F), donner les définitions de Kerf et Imf : comment lit-on sur ces
ensembles I'injectivité ou la surjectivité de f 7

1. Pour F,G deux sev de F, ils sont dits supplémentaires dans F si tout élément de F
s’écrit de maniere unique comme somme d’une élément de F' et d'un élément de G.

2. On a:
Kerf = f~1({0}) = {z € E| f(z) = 0} et Imf = f(E) = {f(2) |z € E}
qui vérifient :
f injective < Kerf = {0} et f surjective < Imf = F.
Exercice 2 1. Enoncer, avec des quantificateurs, le fait qu'une fonction f définie sur R
tende vers 3 en 0.

2. Soit f continue sur [—12;37] a valeurs dans | — 1; 1] et (z,,) une suite d’éléments de
[—12; 37] quelconque.

(a) Montrer quil existe M € [0; 1] tel que : Vx € R, |f(x)| < M.
(b) En déduire que la suite (y,) = ((f(z,))") converge.
1.Ve>0, >0V eR, [z -0 <n=|f(x) -3 <¢

2. (a) Les fonctions f et x +— |z| sont continues donc x — |f(x)| est continue (par
composée) sur le segment [—12;37] donc par théoréme des bornes atteintes il
existe ¢ € [—12;37] tel que :

Vo € [-12:37], |f(2)| < |/(0)

et par propriété de f on a M = |f(c)| < 1 donc ce M convient.

(b) Pour tout n € N, on a :
[yn| = [f ()" < M™

et M € [0;1] donc (M™) tend vers 0, puis (y,,) converge vers 0 par encadrement.



Exercice 3 On considere les ensembles £ = C*°(R,R), g1 : © — €* et g3 : © — ze®. On
pose p: fr f"—2f + f.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F£.

2. En déduire que F' = {f € E|f" —2f 4+ f = 0} est un sous-espace vectoriel de E.
Et montrer que la famille (g;, go) est une base de F.. On donnera en particulier, pour
f € E, ses coordonnées dans la base (g1, g2) le plus simplement possible.

3. La fonction ¢ est-elle injective 7 Est-elle surjective 7 Est-elle bijective 7

4. Montrer que, pour tout f € FE, il existe des uniques A, u € R tels que f — (Ag1 + pg2)
et sa dérivée s’annulent en 0 (on les donnera explicitement).

5. En déduire que H = {f € E| f(0) = f'(0) = 0} est un supplémentaire de F' dans F.

1. Pour f € E, les fonctions f”, f’ et f sont infiniment dérivables : par combinaison
linéaire, ¢(f) est donc un élément de E, ce qui assure que @ est bien un élément de
F(E,E).

Reste a prouver la linéarité : soient fi,fo € E et \,u € R. Par linéarité de la
dérivation, on a :

e(AMfitpfa) = (A1 + Mfz)”_2()\]”14—/””2)/“‘()\f1+/lf2) = M1 Fufy =2Xfi=2pfot M fitpfa

=AM =2/ + f) + () =205+ f2) = Xeo(fr) + el f2)
ce qui prouve la linéarité.

Donc ¢ est bien un endomorphisme de E.

2. On a directement F' = Ker(y) donc c’est un espace vectoriel.
L’équation différentielle qui définit F' a pour polynéome caractéristique X2 —2X +1 =
(X —1)? donc :
F={z— (A+pz)e” |\, p € R} = Vect(g1, g2)

ce qui assure que (g, g2) engendre F'. Comme ces fonctions sont non proportionnelles
(non nulles toutes les deux, et I'une s’annule et pas 'autre), on déduit que la famille
a deux éléments associée est libre : c¢’est donc une base de F.

Pour f € F', si on écrit f = Ag; + 1g2, on a en évaluant en 0, et en dérivant puis en
évaluant en 0 on a :

A= [f(0) et A4 = f(0)
ce qui donne pour coordonnées : (f(0), f/(0) — f(0)) dans cette base.

On pourrait trouver d’autres expressions en évaluant en d’autres valeurs qu’en 0.



3. Comme g; € Kerp et g; # 0, on déduit que Kerp # {0} : elle n’est pas injective.

Par théoréme de Cauchy-Lipschitz : peu importe h € E (h continue suffit), I’équation
©(f) = h possede une solution, ce qui assure la surjectivité.

N’étant pas injective, ¢ n’est pas bijective.

4. Soient A\, u € R. Posons h = f — (Ag1 + pge). Alors par linéarité de 1’évaluation et
de la dérivation :

h(0) =1(0) =0 f(0) = A= f(0) =A—p =0 A= f(0) et p= f/(0) = £(0)
ce qui assure |'existence et 'unicité de A et pu.

5. Et finalement pour tout f € E, il existe un unique couple (A, 1) € R? tel que :

f= g1+ pga) + (f — (A\g1 + pg2))

avec Agy + g2 € Vect(g1,92) = F et f — (A\g1 + pgo) € H.
Et ainsi H et F' sont supplémentaires dans F.

Remarque : on pouvait se contenter de 'existence (qui assure le caractere générateur)
et constater que H et F' sont bien en somme directe : un élément de HNFE est solution
de I'équation homogene qui définit F', avec condition initiale f(0) = f’(0) = 0 (par
définition de H), et le théoreme de Cauchy—Lipschitz assure que seule la solution
nulle convient alors.



