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Interrogation 9

Exercice 1 On consideére a,b € C et ¢ une fonction continue sur un intervalle 7. Enoncer
le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour I"équation : (E) : " + ay’ + by = c.
Soient yp,y; € K et xg € I. Alors le probleme de Cauchy :

y'+ay +by = ¢
y(o) = wo
y'(x0) = m

admet une unique solution.

Exercice 2

Soient by, by donc fonctions définies sur I intervalle de R, A\, u € C et b = Aby + ubs.
On note ay, ..., aq des fonctions définies sur I et on pose (F) : any"™ + ap 1y 4 4
a1y’ + agy = b. Enoncer le principe de superposition associé.

Posons les équations différentielles :

(El) : any(n) + @n—1y("71) + -+ aly’ + agly = bl
(EQ) : any(n) + @n—1y("71) + -+ aly’ + agly = bg ’

Si f1 est une solution de (E;) et fy est une solution de (E3), alors f = Af; + pfe est une
solution de (F).

Exercice 3
Donner une solution particuliere de I’équation : y” — 3y’ + 2y = e?2.

On a une équation différentielle du second ordre a coefficients constants, de polynome

caractéristique :
X2 -3X+2=(X-1)(X-2)

et ainsi 2 est racine simple du polynome caractéristique : on cherche une solution de la forme
f 2z~ dze®® pour A € C. Un tel f est infiniment dérivable (par produit et composée)
avec :

frroe M2+ 1)e* et f7x s A(da + 4)e*”
et ainsi f est solution si, et seulement si :

Vo € R, A4z +4 — 6z — 3+ 22) €** = \e** = &**

c’est-a-dire A = 1.
Ainsi : = — xe?® est solution.



Exercice 4 Donner les solutions réelles de I’équation différentielle : y” + 2y' + 2y = 0.
On a une équation différentielle homogene du second ordre a coefficients constants. Son
polynome caractéristique est :

X?42X +2=(X+1)*+1

qui a pour racines —1 4 i. Les solutions générales sont les  — \e!
A, 1 € C), et les solutions réelles forment 1’ensemble :

{z— e (Acos(z) + psin(z)) |\, u € R}.

Sl+i)e (=14 (pour

Exercice 5 Résoudre sur RY I'équation : zy’ + (1 — 22%)y = x et résoudre le probleme de

1
Cauchy associé de condition initiale y(1) =37 e — 7

1 — 222

Comme on travaille sur RY , I'équation est équivalente a : 3’ + y=1.

1— 222
On résout I'équation homogene : 3" + y = 0 : une primitive sur R} de x
1 - 2.7;2 ]_ 2 . P4 . \,
= — — 2z est  — In(z) — 2. Les solutions de I’équation homogene sont les :
x x
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On cherche une solution par variation de la constante. Posons f : x — A\(x)— pour A
x

fonction dérivable. Alors f est solution si, et seulement si, A est une primitive de :

1
T =g = (—2z)e""

e 2
1 . . TN
donc A : x — —56_’” convient. Donc une solution particuliere est :

1 _m2€x 1
T ——=e " — =

2 T 2

Conclusion : les solutions de 1’équation forment 1’ensemble :
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Considérons f solution de I’équation. Posons f : z — A\— — 2 Alors f est solution
x x
du probleme de Cauchy si, et seulement si :

e 1 1
fQ)=—F—-5=3Te—3
¢’est-a-dire A = 37. Donc 'unique solution au probleme de Cauchy considéré est :
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