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DS commun : analyse et probabilité

Exercice

1. Les boules étant indiscernables au toucher, lors du premier tirage on tire soit la boule
blanche avec la probabilité 1/2, soit la boule verte avec la probabilité 1/2 :

— dans le premier cas : on place alors la boule blanche et une autre boule verte, donc

(X1=1);
— dans le second : on place alors la boule verte et une autre boule blanche, donc
(X1 =2).

Et ainsi: | P(X; =1) =P(X; =2) =

2. On a les situations suivantes :

— X5 = 1 si, et seulement si, on n’a jamais rajouté de boule blanche, donc jamais
pioché la boule verte, lors des deux premiers tirages donc : (Xo = 1) = (B; N Ba);

— Xy = 2 si, et seulement si, on a pioché une et une seule fois la boule blanche lors
des deux premiers tirages donc : (Xy = 2) = (By N By) U (B; N By) (I'union étant
disjointe) ;

— X5 = 3 si, et seulement si, on a toujours rajouté une boule blanche, donc : toujours
pioché une boule verte, lors des deux premiers tirages donc : (X, = 3) = (B N By).

Par union disjointe et formule des probabilités composées, on déduit par exemple pour
(XQ = 2) :

P(Xy,=2) = P(BiNBy)+P(B,NBy)
= P(B)Pg(B;) + P(B1) Pp,(B)

B 1 2+1 B 2
23 23 |3
et de méme
1 1 1 1 1 1

ol on a calculé les probabilités conditionnelles en utilisant que les tirages se font au hasard
avec des boules indiscernables, donc suivant une probabilité uniforme sur ’ensemble des
boules de 1'urne.

Au passage on remarque que la somme de ces probabilités fait bien 1, ce qui est rassurant
puisque X»(2) = {1,2, 3}.

3. On cherche & calculer P(B;). On applique la formule des probabilités totales au systéme
complet d’événements ((X; = 1), (X; = 2)) associé a la variable aléatoire X :

11 12
P(By) = P(X1 = 1) - Prx,=1)(B2) + P(X1 = 2) - Px,=2)(B2) = 33733~

2

(ce qui n’est pas surprenant du fait des rdles symétriques des couleurs dans ’expérience
aléatoire).



4. On veut calculer Pg, (X, = 2), ce qu’on fait par formule de Bayes :

2 2
P(X2:2)<BQ> . P(XQ = 2) B § . g B
P(B,) =33

2

Pg,(Xy =2) =

NelNoe)

5. L’urne contient initialement deux boules dont une blanche, et a chaque tirage on ajoute
une boule supplémentaire. Ainsi, avant le (k+1)-éme tirage, on a ajouté k boules et 'urne
contient donc k 4 2 boules, dont un nombre de boules blanches compris entre 1 et k + 1.

Donc | Xi(Q) =[1;k+1] |

6. On traduit, comme indiqué, a 'aide des événements B; :

— pour X, = 1 : il n’y a qu'une boule blanche, c’est qu’on a toujours tiré la boule
blanche donc (Xy = 1) = (BiNBaN---NBy). Par formule des probabilité composées,
on obtient :

P(Xy =1) = P(B1)Pp, (B2) Ppinp,(Bs) - Poinnp,_, (Bk)

23 K+l | (k+ 1)

— pour X;, = k+1 : en raisonnant de méme, on a (Xy =k+1) = (BN ByN---N By)
et par formule des probabilités composées :

P(X,=k+1)=

(k+ 1)

Pour £ = 1 on retrouve bien une méme probabilités de %, et pour k = 2 de E ce qui est
cohérent avec les questions 1 et 2.
7. (a) On suppose X = ¢ — 1 : alors X1 = i si on a augmenté le nombre de boules
blanches, c’est-a-dire si on a pioché la boule verte lors du (k + 1)-éme tirage.
Mais comme X; = i — 1, lors du (k + 1)-éme tirage I'urne contient (i — 1) boules
blanches pour (k 4 2) boules indiscernables en tout, donc (k + 3 — ¢) boules vertes.
Par probabilité uniforme, on déduit que :

E+3—1

Pixmi-n(Xon =) = =5

De méme pour X, = ¢ : on veut alors tirer une boule blanche, alors que 'urne
contient ¢ boules blanches pour k + 2 boules en tout donc :

i
k+2

P(Xk=i)<Xk+1 = Z) =

(b) Le nombre de boules blanches augmente a chaque tirage de 1 ou 0. Ainsi, pour de tels

7, les événements (X}, = j) et (Xj41 = 4) sont incompatibles. Donc| P(x,—j)(Xg41 =) =0 |.

(¢) On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements
associé a la variable aléatoire X, :

(Xe=1),(Xp=2),...,(Xp =k +1))
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et on en déduit que :

k1
P(Xpi1=1) = D> P(Xp=j)Prx,)(Xeys =)
=1
= P(Xk = Z)]P)(Xk:z) (Xk+1 = Z) + P<Xk =17 — 1)]P)(Xk:ifl)(Xk+1 = Z)
i kE+3—i
— P(X, =i — P Xy =71—-1
prol k=) e P =i =)

en utilisant les deux questions précédentes : la b) assure que tous les termes négligés
dans la somme sont nuls; la a) donne les valeurs des probabilités condionnelles
utilisées.

D’apres la question 7c) avec i = 2, on a :

2 E+1

ce qui devient par la question 6) et par définition de ay, :

P(Xp = 2) = _
X =2 = o G T h 2 Dl (kD)

et par définition de agyq :

apr1 = 20 + k + 1.

D’apres la question précédente, pour tout £ € N on a :
bpr1=ap1+ (k+1)+2=2ar+k+1+k+3=2(ar+k+2) =20

donc (bg) est une suite géométrique de raison 2.
Ona:by=ap+2=2 (comme Xy=1 donc P(Xy = 2) =0 puis ap = 0).
Par expression d’une suite géométrique, on déduit :

Vk € N, by, = 2FF1
qu’on réinjecte dans l'expression de (ay) :
VEEN, ap=b, —k—2=2"""—f -2

puis dans la valeur de P(Xj = 2) :

2k+1_k_2

VkeN, P(X, =2) = Sy

Et on vérifie bien stir la cohérence avec les questions précédentes : on retrouve bien

1 4 2



Probléme

Partie I : Etude de la fonction réciproque de la fonction th.

1. Les fonctions usuelles sh et ch sont de classe C* sur R (par combinaison linéaire et
composées des fonctions exp et z — —x qui le sont). De plus ch ne s’annule pas sur R
donc th est bien de classe C* sur R par quotient. Par dérivée d'un quotient, on a :

_ ch?(z) — sh?(x) 1

Vz € R, (th)(z) e @)

De plus, par imparité de sh et parité de ch on a :

Vz € R, th(—z) = iﬁg:g - —iigg — —th(x)

ce qui prouve que th est impaire.

2. De la question précédente, on déduit que pour tout z € R : th'(z) > 0. Ce qui assure que
th est strictement croissante sur R.

De plus th est continue sur R (elle est méme C*).
Et on a les comportements suivants aux bornes de R :

sh v
e en +00 : th(z) = (z) O 1;
Ch(ﬂ?) z—+oo ¥ z—+oco zx—+o0
sh(x —e "
e en —oo : th(z) = (z) ~ ~ -1 = -1;
Ch(.ﬁE) z——o0 e % z—+oo T—+00
Par théoreme de la bijection monotone, la fonction th réalise donc une bijection de R dans | — 1;1].

On a donc I =] — 1;1].
3. En réécrivant 1 = ch? — sh?, on déduit que pour tout z € R :

ch?(z) — sh?(x)
ch?(z)

th'(z) = =1 —th*(x)

et ainsi| th’ =1 — th? |

4. Soit x € I. Alors —x € I (car I est symétrique par rapport a 0).
De plus, th(Argth(—x)) = —x et th(—Argth(z)) = —th(Argth(z)) = —z (par imparité
de th).
Comme th est injective sur R (car bijective), on déduit que Argth(—x) = —Argth(z).
Donc Argth est impaire.

1
5. La fonction th est C* et sa dérivée th’ = — ne s’annule jamais : par dérivée d’une

c
bijection réciproque, la fonction Argth est donc également de classe C*°.

Sa dérivée est donnée par :

1 1 1

Vo € I, Argth'(z) = -
z € I, Argth'(z) th' o Argth(z) 1 —th%o Argth(x) | 1— a2

ce qui prouve le résultat.



6. Une décomposition en éléments simples donne pour tout x € I :

11 1 1
1—22 2\z+1 z-1

et ainsi, en primitivant terme a terme sur l'intervalle I, il existe un réel C' tel que :

Vrel-1; 1, Argth(z) — %(mu 1l —Infz—1)+C = % (In(1 + 2) — In(1 — 2))+C.

Or th(0) = 0 donc Argth(0) = 0. En réinjectant, on déduit que C' = 0. Et ainsi :

1 1
Vo e I, Argth(z) = §1n<1i—i).

7. Pour un développement limité, on préfere utiliser pour tout z € I :
1 1
Argth(z) = 5111(1 +x) — 5111(1 — )

c’est-a-dire que Argth est la partie impaire sur / de  — In(1 + x).
Et en utilisant que :

w?oouwr o out Wb

S O U 5
1n(1+u)u:0u 2—|—3 4—1—5+0(u)

on déduit que :

3 af
Argth(x) =t 3 + 5 + o(z?).

Remarque : on aurait aussi pu utiliser le dl de 1 et le primitiver.

T2

Partie 11 : Manipulations algébriques autour de th
8. On procede par disjonction de cas :
— siy=1:ona: L, : —2=0quin’apas de solution;

— sinon : on a pour tout z € C :

1+
(1—y)z* = (1+y) —0e2=_—1Y
-y
LN s : . . +vy
et on est ramené a étudier les racines carrées (complexe) du nombre réel ,
)
dont on étudie donc le signe. Par étude du signe de (1 + y) et (1 — y), on trouve
directement : L+
I r0eyel-11
-y
et finalement les solutions de E, sont :
— 0 Ty si y € [-1;1] (il s’agit de la solution double 0 si y = —1, et de deux
-y

solutions distinctes sinon) ;

) 14y . : : -
— iy [ — . Y si ly| > 1 (qui sont toujours distinctes).
-y
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Autre méthode : dans le second cas, on reconnait une équation polynomiale du
second degré, de discriminant :

A=41+y)(1—y) =41 -y

et ainsi, en étudiant le signe de A, on déduit que I'équation F, :

— admet 0 comme unique solution si y = —1 (le cas y = 1 ayant été traité avant) ;

1 [ 1
— a pour solutions £ 1+y si |yl <1, et +i —1+y si [yl > 1.

9. Du fait des ensembles solutions précédents, on a directement I’équivalence demandée :

. . . . . I+y
— i |y| < 1 : 'unique solution strictement positive est 1—;
)
— sinon : soit il n’y a pas de solution (si y = 1), soit 0 est 'unique solution (si y = —1),
soit les solutions sont des imaginaires purs (si |y| > 1).

10. Soient z,y € R. On a :

et —e
th(w)Zyﬁm=y<:>(1—y)6“’—(1+y)6‘$20@(1—y)62x—(1+y)=0

et ainsi th(z) = y si, et seulement si, e* est solution de 'équation E,,.

Comme exp réalise une bijection de R dans R?, I'équation th(z) = y a une solution si, et
seulement si, I'équation E, posséde une solution dans R’ , c’est-a-dire si, et seulement si,
ly| < 1 par la question précédente.

1+y 1 1+y
In — ) ==In{——=|.
1—y 2 1—y

Par définition de Argth, bijection réciproque de rh, on déduit que :

/1
Pour un tel y, 'unique solution dans R’ de £, est 1—i-_y L’équation th(x) = y possede

donc pour unique solution :

1 1
Yy € I, Argth(y) = 5111 (11_—3)

qui est bien 'expression trouvée en question 6.

Partie III : Etude d’une équation différentielle

Soit I'équation différentielle (E) : zy +3y = Tt

11. La fonction x — x est continue et ne s’annule pas sur |0, 1], donc ’équation & résoudre
est équivalent a 1’équation :
3 1
EY:y+-y=———.
On reconnait une équation différentielle linéaire du 1° ordre a coefficients continus et
on la résout par la méthode du cours : les solutions de I’équation homogene associée sont
les fonctions de la forme :

T = \e?@



3

ou A est une primitive de  — —— sur |0, 1[. En prenant A : x — —31Inz, on déduit que
x

ces solutions sont les fonctions de la forme :

Cherchons une solution particuliere (E) par variation de la constante. Posons yo : z —

A(z)

pour A fonction dérivable sur ]0;1[. Une telle fonction yo est solution de (E) sur

23
10, 1] si, et seulement si, pour tout x de |0, 1] :
N(z) 3)\(56) N 3Az) 1
3 x 23 x(l—a?)
x? 1
c’est-a-dire si, et seulement si, A est une primitive de x — = —1.

1—22 1-—2a?
Ainsi A : z — Argth(z) — z convient. Et une solution particuliere de (F) est donc :
A _
s rgth(z) z
3
Et finalement les solutions de (£) sur |0; 1] sont les fonctions de la forme :

Argth — A
s rg (x)3 xr+
x

, AER.

12. C’est un probléme de recollement. Procédons par analyse-synthese :
(a) Analyse : soit f une solution de (E) sur [0;1[. Alors f est une solution de (E) sur
10; 1], et par la question précédente il existe A € R tel que :
_ Argth(z) —z + A
= p _

Vo €]0; 1], f(z)
1
3

De plus f doit étre dérivable (donc continue) sur [0; 1], et donc notamment en 0. Or
d’apres le dl de Argth en 0 obtenu a la question7) on a

f est aussi solution de (£) en 0, donc f(0) =

r+a? 3427540 4N A 11,
f(x)x:m_ 3 x:[)+5+§+5$ + o(x*)
Pour que la limite en 0 soit finie, il faut que A = 0.
Argth(z) —x | '
(b) Synthese : soit f:z—< 43 si x€]0;1] .
1/3 sio =0

Alors :
e f est solution de (E) sur |0; 1] (par la question précédente) ;
e D’apres les calculs de I'analyse, f admet un dll en 0 de la forme

f@) = svo@) = f(0)+o(z)

=0T 3 z—07F

donc f est continue et dérivable 0.

1
e D’apres le choix de la valeur de f(0) = 3 f est aussi solution de (E) en 0.

donc f est solution de (FE) sur [0;1].

Argth(z) —x . 0:1
Et ainsi, la fonction | x +— 3 si 2 €]0;1 est I'unique solution de F
1/3 siox=

sur [0; 1].



Partie IV : Etude d’une équation fonctionnelle

Le but de cette partie est de résoudre le probleme suivant :
“déterminer toutes les fonctions f définies sur R, a valeurs réelles et dérivables en 0 qui vé-
rifient :

2f(z)
1+ (f(x))?
13. Soit f constante. Posons f : z + A pour A € R. Alors :

VeeR, f(2z)=

f solution < \ = SAN-1)=0& )€ {0,+1}

14 A2

donc le probleme admet trois solutions constantes : les fonctions de valeur 0, 1 ou —1.

14. Nécessairement, si f est solution, en prenant x = 0 dans ’équation a satisfaire on a :

_ _2f(0)
1O~ T or

donc f(0) vaut 0, 1 ou —1.

Les fonctions constantes de valeur 0, 1 ou —1 sont des solutions au probleme prenant
respectivement ces valeurs en 0.

Ainsi les valeurs possibles de f(0) pour f solution sont exactement 0, 1 et —1.

15. Supposons [ solution. Soit z € R. Alors :

oua = f(xz/2) € R. Mais pour un tel a on a :

1+a*—2lal=(1—a])*>>0

donc 2|a| < 1+ a?, et ainsi : | |f(z)] <1 |, ce qui est I'inégalité demandée.

16. Supposons f solution. Posons g = — f.
Soit x € R. On a, comme f est solution :
2f () 2(—f(x)) 29(x)

920 = =IR0) = TGP T T (@R 1+ @)

Donc — f est bien solution.

Remarque : on ne demandait de montrer qu’une implication, mais la réciproque est
vraie en réappliquant ce résultat a g.

17. Supposons f solution. Soit A € R. Posons h : x — f(A\z).
Soit x € R. On a, comme f est solution :

2f(\r)  2h(x)

h2e) = f(N) = F200) = 17 (FO2)? ~ 1+ (h(x))*

Donc x — f(Az) est bien solution.

18. Pour tout x € R, on calcule "brutalement" :

2hie) 5 = C (e’”;— s 5 =2 @zm " 6_22 = ez‘”” " e_zr = th(2z).
1+ (th(z)) et +e (ef+e )P+ (" —e?) 2e2 4 2e720 @20 4 g2

Donc th est bien solution du probléme posé.
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19. Soit f une fonction solution et xy un réel fixé.
1 T
(a) En reconnaissant une suite géométrique de raison 5 €]—1;1,ona: lim2—2 = 0.
Par continuité de f en 0 (f étant solution au probléeme, elle est dérivable donc

continue en 0) : | lim f (%) = f(0)=1|

Donc (u,) converge vers 1.

(b) En utilisant la relation vérifiée par f, pour tout n € N on a :
_ @) _ (2_ To >: 2Un+1
Un f <2n f on+1 1+ u?ﬂ_l'

comme 1+u? 41 > 0, il est clair que w,; et u, sont de méme signe ; et par récurrence
simple on en déduit que la suite (u,) est bien de signe constant.

(¢) Pour tout n € N, en réinjectant I’expression précédente :

3 2

2Uni1 Upgy — Ungr L —upy
2 2 2

1+ uy I+ up 1+wus

Upy1 — Up = Up41 — = —Un+1
or f est solution, donc d’apres la question 15 elle est a valeurs dans [—1;1], d’ou
Un+1 € [—1; 1] et par conséquent u, 1 —u, est du signe de —u,,;1. D’apres la question
précédente, le signe de u,,1 — u, est donc constant et égal au signe de —ugy. C’est a
dire
— siug = 0: (u,) est positive décroissante ;
— siug < 0: (u,) est négative croissante.
20. Dans cette question , on suppose par I’absurde que f est une solution du probleme
posé, que f(0) =1 et que f n’est pas constante.
(a) Par I’absurde : si un tel xy n’existe pas. Alors pour tout zy € R, on a: f(zo) = f(0).
Donc f est constante. D’ou la contradiction. Donc un tel zy existe.

(b) On consideére la suite u étudiée a la question 19 et définie ici a partir d’'un réel z, tel
que f(zo) # 1.
On procede par disjonction de cas suivant la valeur de ug = f(x). Notons que I'on
sait déja que ug € [—1;1[ : ¢’est une image par f, donc dans [—1;1]; et distincte de
f(0) donc distincte de 1 :
— siug > 0: (u,) est décroissante minorée par 0, donc converge vers ¢ € [0;ug] C
[—1:1[;

— sinon : (u,) est croissante majorée par 0, donc converge vers ¢ € [ug; 0] C [—1;1].
Dans les deux cas, on obtient que ¢ < 1. Or d’apres la question 19a) on devrait avoir
¢ = f(0) = 1. D’ou la contradiction !

21. Si f(0) = —1, alors g = — f est également solution (par la question 16) et vérifie g(0) = 1,

ce qui est impossible par la question précédente.

22. Dans cette question, on suppose que f est une solution du probléme posé et que
f(0) =o0.
(a) Par I'absurde, supposons qu’il existe o € R tel que f(z9) = 1. Et considérons la
suite u associée définie dans la question 19)
pour tout n € N on a :
2un+1 (1 — Un+1)2

1_un:1_ 3 = 5
1+un+1 1+un+1

9



ce qui donne (1 — upiq)” = (1 — up) (T+ul,y).
Comme ug = 1, on obtient u; = 1. Par récurrence, on montre alors que (u,) est
constante de valeur 1, donc converge vers 1.
Or d’apres la question 19), la suite u doit converger vers f(0), c’est a dire 0 ici. On
a clairement une contradiction.

(b) D’apres la question 16, la fonction g = — f est aussi solution et vérifie g(0) = — f(0) =
0, donc le résultat précédent s’applique : pour tout = € R, on a g(z) # 1 et donc

f(z) # -1
On définit alors la fonction g par :
1
Ve e R, g(z) = - Argth(f(x)).

(c) D’apres les questions 15, 22a) et 22b) on sait f est a valeurs dans | — 1; 1[. Comme
Argth est définie sur | — 1; 1], la fonction composée Argth o f est bien définie sur R.
Et par quotient avec un dénominateur qui ne s’annule qu’en 0, la fonction g est bien
définie sur R*.

th et f sont des solutions sur R, donc pour tout z € R, on a

2th (Argth(f(x)))
I+ (th (Argth(f(x))))?
2 f()
T+ (f(x))
~ f(22)

th est bijective de R dans |—1; 1 et f(2x) €]—1;1[ donc 2 Argth(f(z)) = Argth(f(2x)).
En divisant par 2x, on obtient bien

th (2 Argth(f(x))) =

Ve € R*, g(2x) = g(x).

(d) f est dérivable en 0 et Argth est dérivable sur | — 1; 1] et notamment en f(0) = 0,
donc par composition de fonctions dérivables, Argth o f est dérivable en 0. D’ou

Argth(f(z)) — Argth(f(0))

:lnlg(l)g(l‘) = ilg(l) . car f(0) =0 et Argth(0) =0
= (Argtho f)'(0) = f'(0) x Argth’ (f(0))
o
=Y

Ainsi g est prolongeable par continuité en 0 avec g(0) = f'(0).
(e) Soit z € R*. On définit la suite (v,) par : Vn € N, v, = ¢ (2%)

x
lim — =0 et g est continue en 0 donc lim v, = g(0).
n—+oo 2™ n—-+o0

Par ailleurs, la relation obtenue a la question 22¢) permet de montrer que la suite v
est constante et égale a vy = g(z).

On en déduit donc que g(z) = g(0).

10



(f) Pour tout x € R*, on vient de voir que g(x) = ¢(0). Ainsi g est constante.

23. On raisonne par disjonction de cas : d’apres la question 14 il n’y a que trois valeurs
possibles pour f(0) : 1, —1 et 0.

(a) Si f(0) =1, alors d’apres les questions 13) et 20) il n’y a que la fonction constante
égale a 1 qui soit solution.

(b) Si f(0) = —1, alors de méme d’apres les questions 13) et 21) il n’y a que la fonction
constante égale a —1 qui soit solution.

(c¢) Si f(0) =0, alors on raisonne par analyse-synthese :
— analyse : si f est une solution qui vérifie f(0) = 0, alors d’apres la question 22) il
1
existe une constante A € R telle que pour tout x € R*, on ait — Argth(f(z)) = A
x

et donc en utilisant la bijectivité de th on obtient f(z) = th(Ax). On remarque
que pour z = 0 cette relation est encore vérifiée puisque f(0) = 0 et th(0) = 0.

— synthese : Réciproquement pour tout A € R, d’apres les questions 17) et 18) les
fonctions x +— th(Ax) sont des solutions qui vérifient clairement f(0) = 0.

En conclusion, les fonctions solutions du probléme sont :

r—1, x— —1 et les fonctions de la forme z +— th(Az) pour A € R.

(le cas A = 0 donnant la fonction nulle, qui est la troisieme solution constante).
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