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DS n°12

I Exercices

Exercice 1 On procéde par disjonction de cas :
e si |a| > 1 : par croissances comparées, |u,| tend vers 400, et plus précisément :

—sia>1: u, tend vers 400 ;

— sia < 1: les suites (ug,) et (ug,t1) tendent respectivement vers +oo et —oo donc la suite (uy,)
n’a pas de limite.

Et dans tous les cas pour ces valeurs de a : la série > u, diverge grossiérement.

e si a] < 1: alors par croissances comparées on a :
n*u, — 0

donc u, = o(1/n?). Et la série de terme général 1/n? converge absolument (par Riemann, comme
2 > 1). Donc la série Y u, converge (elle converge méme absolument).

e si a = 1: peu importe la valeur de b, on a par croissances comparées :

nu, = nln(n)’ — 0

1 . , .
donc — = o(u,) avec u,, de signe constant. Par contraposée du théoréme de comparaisons de séries
n

a termes positifs, comme > 1/n diverge (par Riemann, comme 1 < 1), la série Y u, diverge ;
e siag=—1:

— si b > 0: la série diverge grossiérement car |u,| tend vers 1 (si b =0) ou +oo (si b > 0) (et on
pourrait comme en début de question détailler le mode de divergence pour (u,)) ;

—si b < 0: la suite (In(n)®) est décroissante, positive, tendant vers 0. Par critére spécial des
séries alternées, la série > u, converge.

5
Exercice 2 On considére f : x +—

1+ a3
1. Les fonctions = + 2% et x — 1 + 22 sont des polynomes, et sont donc C® sur R. La fonction
x — 1+ z® ne s’annulant qu’en —1, on déduit par quotient que f est de classe C* sur R\ {—1}.

2. Notons déja que f est continue sur [0; 1], donc I'intégrale a calculer a bien un sens, et on a :

t

5 2
1 1 1 t
Hdt = — dt = I dt
Jo 1) f01+t3 fo( 1+t3>
1

= E — %m(l + t3)1
In(2)

3

0

Wl =

ce qui est le résultat demandé.



3. Pour n € N*, on a :

1 o= & I 5% 1,k
Y Db s EE DI ()]
nk:0k+n (i R "
1o & 1<~ [k
La fonction f étant continue sur [0; 1], la somme de Riemann — » -0 = — Zf (—) tend
n® L= k2 +n ne=" \n
1 —1In(2
vers fol ft)dt = Tn()
Et ainsi : )
R 1 & k 1« k f(1)
s et ()= () T
k=0 k=0 k=0
1 —In(2 1 1
tend également vers ﬁ, comme f—) = — tend vers 0.
3 n 2n

Exercice 3 On considére la suite (u,,) et la fonction f définie respectivement par :

n -1 k—1
Vn € N*, u, :Z% et frx—In(l+2).
k=1
1. On a pour tout n € N :
(_1)2n+2—1 (_1)2n+1—1 1 1
n - n — = - >0 5
¢ Uanta = 2 M+ 2 m+1  2m+1 2n+2
(_1>2n+3—1 (_1)2n+2—1 1 1
n - n = == — <0 ;
s e S P M+2  m+3 2m+2

(_1)2n+171

® Uppi] — Uy = ————  —
nt " 2n + 1 n—+o0o

Et ainsi : la suite (ug,) est croissante, la suite (ug,.1) est décroissante, et leur différence tend vers
0. Elles sont donc adjacentes, et convergent vers une méme limite finie 2.

Les suites extraites des termes de rangs pairs et impairs de (u,,) convergent donc vers la méme limite
¢ : donc (u,) converge vers ¢ également.

2. La fonction f est la composée de la fonction x — 1+ x, de classe C* sur R, comme polynéme et a
valeurs dans [1; +oo[C RY, et de la fonction In, de classe C*° sur R* . Par composition, cela assure
que f est C* sur R,.

(=D (k —1)!

(1+xz)k

Montrons par récurrence sur k € N* que : f®) : 2 —

e si k=1 : par dérivée d'une composée, on a :

. L _=na=-n
f.xr—>1+x— (+a)

avec la convention que 0! = 1, ce qui prouve l'initialisation ;

(D1 (k— 1)

o soit k € N* tel que : f®) : 2 +— ". Par linéarité de la dérivation, on a :
(1+x)k

+1) . -1 —k (=D ((k+1) = 1)!
s () (k- 1)!(1 )R (1 + x)k+D-1 '

Ce qui prouve I’hérédité.



D’ou le résultat par récurrence.

3. Soit n € N*. Pour tout k € N* : f®)(0) = (-=1)*"*(k — 1)!. Et donc, comme f(0) =0 :

n

M0 - M0 K
fn = Ko g L0
k=0 k=0
De plus, la fonction f est de classe C"™! sur [0;1] avec :
|
vee (01, [Fm @] = — 5 <l

et donc par inégalité de Taylor-Lagrange :

n (k) nl(1 = 0)*+!
£(1) —Zf !(0)(1_o)k LMa-0m

k (n+1)!

¢’est-a-dire :

In(2) —u,| < ——
n+1
Par encadrement, il vient donc : lir}rl In(2) — u, =0, et donc :
n—-+0oo
n1—1>r—|1-100 u, = In(2).
Exercice 4

LA =3 =3¢t Ay = S og-9-7
. 5 3 .

2. Par pivot sur les colonnes puis en développant sur la premiére ligne :

310 0 10 7
Az3=12 3 1|=|-T7 3 1——’_6 3‘—21—6—15.
0 2 3 -6 2 3
3. On développe A, suivant la premiére colonne :
31 0 ... 0 Lo 0
2 3 1 : 31 ) s ‘ .
Apa=|0 2 3 . o/ =3]% 3 o -2 A
. ] e 1 - o1
- : 0 2 3
o ... 0 2 3 0 23

et en développant le déterminant suivant la premiére ligne on a directement qu’il vaut A,,. Le premier
est exactement A, .

D’oil la relation demandée.

4. La suite (A,) est une suite linéaire récurrente de polynéme caractéristique X2 — 3X +2 = (X —
1)(X — 2) donc il existe deux constantes A, u telles que :

Vn e N*, A, = X+ u2".
Avec Ay =3 et Ay =7, on déduit :

A2u=3et A\+4p="7
donc A = —1 et pu = 2, c’est-a-dire :

Vn € N*, A, =2" — 1,

La valeur est cohérente avec As.



IT

Probléme

II.1 Réduction de J,

1.

d.

1
Comme v a tous ses coeflicients égaux a 1, alors chaque coefficient de J,v vaut : >  —-1=1. Et
n

donc : J,v =v.

. ’image de J, est l'espace vectoriel engendré par ses colonnes : toutes les colonnes de .J, sont

identiques, égales & —v. Et ainsi : Im(J,) = vect (v).
n

On déduit que rg(J,) = 1 (le vecteur non nul v constitue une base de Im(J,). Par théoréme du
rang, on a donc : dimKer(J,) =n — 1.

Montrons que la famille des f; est libre. Considérons Aq1,...,A\,_1 € R tels que E?:_ll Aifi = 0. En
remplacant les f; en fonction des e;, on déduit :

=1

qui est une combinaison linéaire en les (e;) nulle. Comme les (e;) forment une base, c’est une famille
libre, et donc tous les scalaires précédents sont nuls. Donc tous les A; sont nuls : la famille des (f;)
est libre.

Comme toutes les colonnes sont égales, on déduit que les vecteurs f; sont des éléments de KerJ,. Et
la famille des (f;)a<i<n est libre, de cardinal n — 1 dans KerJ, de dimension n — 1 : c’est donc une
base de KerJ,.

. . 1 .
On a directement que, comme J, a tous ses coefficients égaux a —, alors tous les coefficients de .J?
n

valent :
n n

1 1 1 1
2T lwy
et donc : J2 = J,.
Ainsi, J, est la matrice d’un projecteur : elle est semblable & une matrice diagonale ne comportant

que des 0 et des 1 sur sa diagonale. Par invariance du rang par similitude, on sait méme que cette
matrice diagonale comportera un seul 1 sur sa diagonale.

(a) La famille (v,eq,...,e,) ayant cardinal n = dim(R™), pour montrer que c¢’est une base, il suffit
de montrer qu’elle est libre.
Or, la famille (e, ..., e,) est libre (comme c’est une base de KerJ,). Il suffit donc de prouver
que v ¢ Vect(es,...,e,) = KerJ, pour conclure. Mais v # 0 donc J,v = v # 0, et donc
v ¢ KerJ,.
La famille (v,es, ..., e,) est donc bien une base de R™.

(b) On a :

J,v=vetVk € [2;n], Juer =0

donc la matrice de 'endomorphisme canoniquement associé a J,, dans la base (v,ea,...,e,) est
D,, (par définition).
Si on note P, la matrice de passage de la base canonique dans (v,es,...,e,), on a bien

Jp = P, D, P, ! par formule de changement de base.



I1.2 Une équation autour du déterminant

On fixe M € M,,(R). On considére I'équation (E) d’inconnue le réel z:

det(M +2J,) =0.  (E)

On note Sg l'ensemble des solutions de I'équation (E).

6. Si M = 0, on cherche les réels z tels que det(z.J,) = 0.

7.

Or, par caractére n-linéaire du déterminant, on a pour tout x € R : det(zJ,) = z"det(J,) = 0
(comme J,, est non inversible, donc de déterminant nul).

Et ainsi : Sg = R.

(2)

On utilise que J,, = P, D, P;!. On a ainsi :
Lo+ ady = Iy + 2P, Dy P = Pul, P 4 2PyDo Pt = Py (I, + 2Dy) P!

Les matrices I,,+x.J, et ,,+xD,, sont donc semblables : elles ont méme déterminant. La matrice
I, + xD, est diagonale, de coefficients diagonaux 1+ z,1,1,...,1. Et finalement :

det(I, +zJ,) =1+=z

Et ainsi :

reESpel+r=0sr=-1
donc S = {—1}.
Soit w € Ker(M + xJ,,). Alors 0 = (M + zJ,)w = Mw + xJ,w.

En multipliant par M !, on a donc : 0 = w + 2M~'J,w puis :

w=M" (J,(—2w)) € Vect(M 'v)
—_——
€ImJy,=vect(v)

et donc w est bien colinéaire au vecteur M~ 1v.

En remplacant w par son expression, on a :

(M+azJ,)w=0&v+a,(M'v)=0

. . 1 . .
Mais, comme .J,, a tous ses coefficients égaux & —, on déduit que tous les coefficients de J, M ~'v
n

"MWV, o
Z[ : ] -7

=1

sont égaux a :

o
de sorte que : J,M v = ~v.
n

Et finalement :
(M+13Jn)W=0<:>V+IgV:0<:> <1+xg)V:0<:>1+xg:O
n n n

ou la derniére équivalence vient du fait que v # 0.
Et finalement on a deux cas :

esic=0:alorsz €S < 1=0,donc Sg =0 ;

osia#():alorsx€8E<:>1+$g—0<:>x—_—n,etdoncSE—{—}.
n o o

5



Et donc Sg est au plus de cardinal 1, et est non vide si, et seulement si, o # 0.

9. (a) Comme M est non inversible, alors det(M) = 0, donc 0 € Sg, qui est non vide.

(b) On a directement les équivalences :
det(M + zJ,,) =0 & det(M +bJ, + (x — b)J,) =0

et ainsi x est solution de (F) si, et seulement si, (x — b) est solution de (F).
C’est-a-dire que Papplication x — x — b réalise une bijection entre Sg et les solutions de (F').

(c) Raisonnons par disjonction de cas :

e s’il existe b € R tel que M + bJ,, est inversible : alors on applique le résultat de la question
7) pour résoudre I’équation (F'). On déduit que 1’équation (F') admet au plus une solution,
donc Sg contient au plus un élément. Comme on a montré en 8)a) que 0 € Sg, alors

e s'il n'existe pas de tel b : alors pour tout b € R, on a : det(M + bJ,) = 0. Et donc tout
réel est solution : S = R.

. ) x
10. Pour z € R, la matrice M + xJ, a tous ses coefficients de la forme m, ; + — : en retranchant la
n

premiére colonne aux autres, les coefficients deviennent inchangés pour la premiére colonne, et de la
forme m; ; —m; 1 pour les autres : un développement du déterminant suivant la premiére colonne de
M + xJ, apreés ces opérations élémentaires donne bien une fonction affine. Son ordonnée a I'origine
est sa valeur en 0, donc det(M), tandis que les éléments de Sg sont ses points d’annulation :

e si M est inversible : det(M) # 0, donc f(0) # 0 ; f est une fonction affine ne passant pas par
l'origine. Et elle est soit de pente nulle, et ne s’annule pas, soit de pente non nulle et s’annule
une unique fois. On retrouve que Sg contient au plus un élément ;

e si M n’est pas inversible : det(M) = 0, donc f est une fonction affine qui passe par l'origine.
Et elle est soit de pente nulle, et s’annule sur R entier ; soit de pente non nulle, et ne s’annule
qu’en 0. Et donc Sg vaut soit {0} soit R.



